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Vorwort

Der vorliegende Bericht entstand im Rahmen des Hauptseminars Nichtlineare Funktional-
analysis mit Anwendungen in der Festkorpermechanik, das im Wintersemester 2003/04 am
Institut fiir Angewandte Analysis und Numerische Simulation (IANS) der Universitat Stutt-
gart veranstaltet wurde. Es nahmen 10 Studenten teil: MARKUS DAUB, ROLAND ERNST,
SVEN FISCH (ohne Vortrag), TOBIAS HACKER, ANITA KETTEMANN, ANIKA REI-
MANN, EUGEN REMPEL, MARITA THOMAS, ALEXANDER WEISS, JUN ZHOU.

Im Mittelpunkt des Seminars stand der Hauptsatz iiber monotone Operatoren. Er wurde
zunéchst durch drei Vortrége {iber lineare monotone Operatoren vorbereitet, in denen Be-
griffe und Definitionen zu schwachen Ableitungen und Sobolevraumen aufgefrischt, der Satz
von Lax-Milgram bewiesen sowie Aussagen zur linearen Elastizitdt wiederholt und vertieft
wurden. Es schlossen sich drei Vortrége iiber die Theorie nichtlinearer monotoner Operatoren
an. Dabei wurden Beispiele fiir nichtlineare monotone Operatoren behandelt, der Hauptsatz
iiber monotone Operatoren diskutiert und bewiesen sowie Spezialfillle dieses Satzes ange-
sprochen. Die letzten drei Vortréige befassten sich mit Anwendungen des Hauptsatzes. Der
p-Laplace-Operator wurde analysiert, und ein scherentzidhendes, nicht Newtonsches Fluid von
p-Struktur wurde untersucht. Als Abschluss wurden numerische Simulationen des Stokes und
Navier-Stokes Systems gezeigt, die Unterschiede der linearen und nichtlinearen Modellierung
bei einem Fluss in einem gekriimmten Rohr dokumentierten.

Als Literaturquellen wurden u.a. die Biicher von R.A.Adams [2], E.Zeidler [27, 28], sowie
preprints von D.Knees [14], M. Ruziska [18] und A.M.Séndig [19, 22, 21] benutzt.

Die Studenten haben mit viel Einsatz die Vortrige vorbereitet, sich iiber didaktische und
methodische Fragen Gedanken gemacht, sowie schriftliche Ausarbeitungen in Latex erstellt.
Es war fiir sie nicht immer einfach, alle Vortrége sofort zu verstehen, da unterschiedliche
funktionalanalytische Vorkenntnisse vorlagen und es viel Engagement erforderte, Liicken zu
schlieflen.

Wir hoffen, dass dieser Seminar-Bericht eine gute Einfithrung in die Theorie der monotonen
Operatoren darstellt und dass die ausgearbeiteten Beispiele zum Versténdnis beitragen.

Dipl.-Math. Dorothee Knees und Prof. Dr. Anna-Margarete Séandig

Stuttgart, im Februar 2004
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VORTRAG 1

Schwache Ableitungen und Sobolevridume

RoLAND ERNST

Fiir die schwache Formulierung partieller Differentialgleichungen sind die Arbeiten von S.L. So-
bolev (1908 — 1989) zu den nach ihm benannten Sobolevridumen grundlegend. In den 30’er
Jahren begann er, klassische Losungsbegriffe von partiellen Differentialgleichungen zu iiber-
denken und lieferte theoretische Ansétze zur Untersuchung schwacher Losungen.

Den folgenden Ausfithrungen liegen die Arbeiten [9], [20], [24], [6] zugrunde.

1. Einleitung

In der Einleitung werden Bezeichnungen fiir die schwachen Ableitungen und Sobolevraume
kurz erldutert. Ausfiihrlich sind diese Grundlagen in [22] dargelegt.

Q2 C R" sei ein offenes zusammenhéngendes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 0f).

Es wird an folgende Begriffe erinnert:

e Triger einer Funktion: supp v:={z € Q:v(z) # 0}.
e Maf einer Menge €2 :

meas(2) = p(Q) := inf {Z |Z;] - UIi D Q} ,
i=1 i=1

wobei |Z;| das n-dimensionale Volumen von Z; (kartesisches Produkt von eindimen-
sionalen Intervallen) ist.

e Messbarkeit: Eine Funktion f : 2 — R ist messbar, falls fiir jedes ¢ € R die Menge
{z € Q: f(z) < ¢} messbar ist.

e Multiindex:
a:=(a, - ,a,) € Ngx - x Ny; la| :=a1+ -+ .

e L,(©2): Raum der Aquivalenzklassen aller auf Q definierten messbaren Funktionen,
fir die gilt:

/Q]v(a:)]p dx < oo.

Dabei sind Vertreter einer Klasse gleich, falls sie sich nur auf einer Menge vom Maf}
Null unterscheiden. Die L,—Norm ist definiert als

1/p
ol = ([ lo@Pas) 1<

o Loo(2): Raum der auf © messbaren und bis auf einer Menge vom Mafl Null be-
schriinkten Funktionen,d.h. es existiert ein ¢ > 0 und eine Menge N mit p(N) = 0,

1



2 1. SCHWACHE ABLEITUNGEN UND SOBOLEVRAUME

so dass fiir alle x € Q\N die Funktion v beschrénkt ist mit |v(z)| < ¢. Dieser Raum
ist mit der Norm versehen:

v :=ess sup |v(z)| = inf sup |v(z)|.
ol suplo(a)| = Juf - sup [olo)

Die Norm |[v][,__ () ist die kleinste obere Schranke ¢, so dass |v(z)| > ¢ nur auf einer
Menge vom Maf 0 ist.

e L¢(Q) : Raum der lokal integrierbaren Funktionen, d.h. v ist beziiglich jeder abge-
schlossenen und beschriankten Teilmenge von {2 integrierbar.

BEISPIEL 1.1. Wir betrachten u(z) = 1, Q = (0,1). Es ist

z?

1 1
1
/ u(z)dr =lim | —dr=—limlne = co.
0 e—=0 /. « e—0
Sei 0 <a<b<1, wu(z)=1. Wirerhalten
b b
/ u(z)dr =1n — < 0.
a a
Damit ist u ¢ L1(9), aber u € L?(9).

e C5°(Q): Raum der oo-oft stetig differenzierbaren Funktionen iiber © mit kompaktem
Tréger in 2.

Il
I

%
S oSS
SIS Q&“ SS3=<
>

i

ABBILDUNG 1. Beispielfunktion f € C5°(Q)

o C5°(Q) liegt dicht in L,(£2), d.h. jedes v € L,(2) ist Grenzwert einer Folge {¢; }ien C
C§°(Q), die der Norm nach in Ly(£2) konvergiert.

2. Schwache Ableitungen

Als néichstes wird der Begriff der schwachen Ableitung eingefiihrt. Er dient zur Verallgemei-
nerung der klassischen Ableitung.
Ausgangspunkt der Betrachtung ist die partielle Integration:

/ u(x)av—(x)dx =— au(m)v(w)dz + / u(z)v(x)n;dsy, i=1,...,n.
Q oN

T o Oz



2. SCHWACHE ABLEITUNGEN 3

Nach wiederholten Anwendungen ergibt sich dann mit dem Normalenvektor 7 :

olely(z) ol (x
|Oé\ .7
/Qu(x)ax‘f‘l - (%%n / e 81:%" v(x)dx + /asz R(u,v) - fidsy,

wobei R(u,v) von den Ableitungen von u und v bis zum Grad |a| — 1 abhéngt. Es liegt nahe,
v aus einem geeigneten Raum zu wihlen, damit R(u,v) auf 02 verschwindet.
Somit erhélt man folgende

DEFINITION 1.2. D% := % heifit schwache a-te Ableitung von u in 2, falls fiir
17 n
u, D% € L!¢(9Q) gilt:
/ uD%vdx = (—1) / D%uwvdx fiir alle v € C§° ().
Q Q
SATZ 1.3. Die schwache Ableitung einer Funktion u € L¢(Q) ist, bis auf einer Menge vom
Maf Null, eindeutig bestimmi.

BEWEIS. Seien w,w € LY¢(Q) beides a-te Ableitungen von u € L{¢(2). Dann ist

/ uDvdz = (—1)l° / wodz = (—1)l°! / wvdx Vv e C5°(92),
Q Q Q
woraus
/(w — w)vdr =0 Vv e C°(92) (1.1)
Q
folgt. Nach dem Variationslemma von Du Bois-Reymond [20] ist (1.1) &quivalent zu
w—w=0 in Q\N,mit u(N) = 0.
g

SCHLUSSFOLGERUNG 1.4. Die schwache Ableitung stimmt mit der klassischen Ableitung iibe-
rein, falls diese existiert und sich in L{¢(Q) befindet.

Wir betrachten jetzt zwei Beispiele.

BEISPIEL 1.5. Sei u(x) = |z| in 2 = [—1,1]. Mit Hilfe der partiellen Integration auf (—1,0)
und (0,1) ergibt sich fir v € C§°((—1,1)):

1 0 1
/ uv'dac:/ —mv'dm—|—/ zv'dx
-1 -1 0
0 1
:/ vdx—/ vdx
—1 0

1
= —/ sign(z)vdx

~1
Daher existiert die schwache Ableitung von u in L{°°((—1,1)) und es ist

D'u = sign(z).
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0. 8{
0. 64
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ABBILDUNG 2. Funktion u(x) in Beispiel 1.5

BEISPIEL 1.6. Im Gebiet Q = (0,2) sei die folgende Funktion u gegeben, vergleiche auch

Abbildung 3:
(2) = z fir xz € (0,1]
Y=Y 2 firze (1,2)

1],
2).
Fiir ein beliebiges v € C§°((0,2)) gilt:

2 1 2
/ wv'dx :/ xv'dx +/ ' dx
0 0 1

— _/O vdz + [zv]y + 2(v(2) — v(1))

= —/Olvda:—fu(l).

Es bleibt zu iiberpriifen, ob eine Funktion D'u € L{¢((0,2)) existiert, so dass gilt:

_leu(x)v(x)dx = —/lv(x)dz —(1).
0 0

Sei {vm }men eine Folge in C§°(Q2) mit v,,(1) = 1 und vy, () — 0 fir m — oo,z # 1. Wir
nehmen an, es sei D'u € L{°¢((0,2)). Dann gilt:

1 = vp(1) = lim </02(D1u(m))vm(m)dx - /Olvm(m)d:v> = 0.

m—00

Aus diesem Widerspruch folgt, dass u keine schwache Ableitung in L!°¢((0,2)) besitzt.

3. Sobolevriume

Durch die schwache Ableitung ist es jetzt moglich, neue Funktionenrdume einzufiihren. Sie
spielen in der Analysis und Numerik fiir schwache Formulierungen von Randwertproblemen
fiir partielle Differentialgleichungen eine zentrale Rolle.

Bis auf weiteres sei 2 C R”™ ein offenes, zusammenhéngendes, beschrinktes Gebiet mit
Lipschitz-stetigem Rand 0f2.
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ABBILDUNG 3. Funktion u(x) in Beispiel 1.6

DEFINITION 1.7. Sei k € Ng, wu:Q — R.
Der Raum WHP(Q) := {u € L,(Q) : DY € L,() fiir |o| < k} heiBt Sobolevraum.
Die Norm in W¥P(Q) ist definiert durch

Iwl = (2 a1<h HDGUHIEP(Q))UP fir 1 < p < oo,
Wkp(Q) * Z\a\gk eSS SUp,q | Du(z)|  fiir p = oo.

Die Sobolevriume kénnen auch als Abschluss von C*(Q) beziiglich dieser Normen charakte-
risiert werden.

Von besonderem Interesse fiir spitere Anwendungen ist der Hilbertraum H¥(Q) := W*2(Q)
mit dem Skalarprodukt

(,0) r(qy = Y, (D%, D)y, 0
|| <k

und der Norm

lullfmy = > 1D 7,y = (u, ) iy
|| <k

In H*(Q) ist eine Seminorm durch
1/2

[l i) = Z HDO‘UH%Q(Q)
la|=k

definiert. Dies ist keine vollstdndige Norm. Hierfiir lédsst sich leicht ein Beispiel finden.
1/2
Sei u = const # 0 und k = 1, dann ist |u| (o) = <Z|a:1 i \Dau\de> = 0.
Q
Offensichtlich folgt aus Definition 1.7 die Beziehung H°(Q2) = Lo ().

Desweiteren ergeben sich die Sobolevraume

WoP(Q) == C5e(Q)
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als Abschluss der Rdume von unendlich-oft stetig differenzierbaren Funktionen mit kompak-
tem Trager in €. Fiir £ = 2 werden diese Rdume wieder mit

HE () = W5*(9)
bezeichnet. Elemente aus diesem Hilbertraum kann man folgendermaflen beschreiben:
Fiir u € HY(Q) gilt: uw € H*(Q) mit der Eigenschaft, dass “ D% = 07 auf 0 fiir |o| < k—1,

d.h. die Funktionen und ihre Ableitungen bis zur (Ja| — 1)-ten Ordnung verschwinden (im
“Spursinn”) auf dem Rand von €.

SATZ 1.8 (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung). [27, S. 59] Sei Q2 beschrinktes zusammenhdngen-
des Gebiet. Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass gilt:

lall oy < elulyry — Vu € HF(S).

BEWEIS. Wegen der Eigenschaft, dass Wéﬂ P(Q) = C§°(2), geniigt es zunéichst, den Beweis
auf u € C§°(Q) einzuschrénken. Sei u € C§°(€2). Da  beschrankt ist, existiert eine Kugel
K,.(0), so dass Q C K,(0) ist. Fiir z = (x1,...,z,) € Q gilt dann 1 € [—r,r]. Aus dem
Hauptsatz der Differentialrechnung und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt:

T 2

0
fu()|? = /1-3—;@,@,...,%)@

T1 P 9
u
S |x1+r|/‘a—m1(€’x2,"'vzn) d€
/ ou 2
< P .
= 2T/‘8$1 ({,.Z'Q, 7x7l) df
Dann ist
ull? 0y = / u@)P da
2
//‘— (& xa, ..., xy)| dédz
ou 2
:27“//‘8—9“(5,3:2,...,3:”) dxd€
—r Q
—27“/‘
31‘1 LQ(Q
= 4p? ﬂ .
31‘1 LQ(Q)
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Es folgt mit H°(Q) = La(Q):
2 2

[ullFro () < 47 |ulfnq)

ullZr 0y = lelFro) + [ulfn) < (@4 +1) [ulfn g -
Analog erhilt man allgemein

2 2
ulpri-1) < 4r? [ulhiq) -
woraus
Julto0y < 477 |ulip ) < (47°) [ulfpeiq) < -+ < (47%)F ulfir g

folgt. Mit Hilfe der geometrischen Reihe gilt schliefllich fiir u € C§°(Q):
k

HUH?{’C(Q) = Z \Uﬁm(m
§=0

< (ARY* + (4R + - + 4R 4+ 1) |uffpnq)

1— (4R)M

Toare M)

Sei nun u € HF(Q). Dann ist wegen der Dichtheit von C§°(Q) in WF(Q2) folgendes erfiillt:

Zu jedem e > 0 existiert ein @ € C§°(Q2) mit der Eigenschaft, dass [|u — @l i (o) < € ist.
Damit ist

lull i) < llw = all ey + |0l gr (o)
< e+ clfgrg
< e+ clu—algrg) + [ulgro)
<ele+1) +clulgrg -
Fiir e — 0 folgt die Behauptung. O

Anschlieflend sind noch einige wichtige Ungleichungen aufgefiihrt. Fiir die Beweise sei auf die
Literatur [24] verwiesen.
Sei 99 Lipschitz-stetig und I' C 92 mit meas(I") # 0. Dann gilt fiir alle u € H'(Q):

n 1/2
ou |?

b =1
9 1/2
dw) ,

n 2 1/2
iy <C | [ Iulas| + (Z\ d:c>
T =1

DEFINITION 1.9. H¥(Q) := {f : H¥(Q) — R| f linear, stetig} ist der Dualraum zu HE(Q).
Er ist versehen mit der Norm

ou

Q

i=1

T

ou
31‘2‘

(f,w)
f B = sup T
1 127+ (c2) ozuctr@) Ul gr)
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wobei die duale Paarung (f,u) = f(u) als Anwendung von f auf u zu verstehen ist.

Auf die Sobolevraume mit k& ¢ N wird hier nicht ausfiihrlich eingegangen (siche [2]). Zur
Vollsténdigkeit werden in diesem Fall noch die Raum- und Normdefinitionen angegeben.

DEFINITION 1.10. Sei & € No,x € (0,1) mit s = k + s. Fiir Q C R" gelten die gleichen
Bedingungen wie bisher.

H(Q) = {u € H*(Q) : [|ull oy < 00}
mit der Sobolev-Slobodeckii-Norm
1/2
ey = { Iullzmc@y + ey
wobei der zweite Term definiert ist durch

Ul oy = Y //’Da m( )‘dedy.

lel=kq

4. Schwache Formulierung des homogenen Dirichlet-Randwertproblems

Als letzter Unterpunkt dieses Kapitels wird eine Anwendung der Sobolevriume fiir ein spe-
zielles Dirichlet-Randwertproblem betrachtet. Es sei wieder 2 C R"™ ein offenes zusam-
menh#ngendes beschrianktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 0f).

PrOBLEM 1.11. Sei
Lu := —div(AVu) = Z 0; (airOku)
i,k=1
mit der konstanten reellen Matrix
A = (aik)1<ik<n-
Das Dirichlet-Problem lautet: Finde fiir gegebenes f eine Losung u € H&(Q), so dass gilt:
Lu=f fir x € Q, (1.2)
u=0 fiir x € 09. (1.3)

Mit der Annahme, dass f € Lo(f2) so gewihlt werden kann und dass der Satz von Gauf}
anwendbar ist, liefert die Multiplikation von (1.2) mit v € H¢ () und Integration iiber Q:

— Z /6 (a;,0ru) vd:v—/fvdx

i,k= 19

Nach partieller Integration erhélt man

/fvda:— Z /3 a;xOru)vdz

i, k= 19

- Z _/(aikaku)aivdx+/(aikaku)vnidsx

ik=1] & 50
n

:/ (aikOku)divdr  =: a(u,v)
Q ’l,kil
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Mit diesem Resultat lasst sich nun die sogenannte schwache Formulierung des homogenen
Dirichlet-Randwertproblems angeben:

Finde ein u € H}(Q), so dass fiir f € H1(Q) gilt:

Z (aipOpu)dvdr = (f,v) Yo € HY(Q).
& k=1

Abschlieflend wird die schwache Formulierung des homogenen Dirichlet-Ranwertproblems fiir
Lu = —Awu und n = 2 angegeben:

Die Bilinearform a(u,v) ergibt sich durch voriges Schema als

0*u  0%u
a(u,v) = —/(— +—) - vdr
ox?  Ox2

ou Ov ou Ov
= [(=—=2)d ——)d
/(3$1 8.%'1) m+/(8x2 31‘2) v
Q Q

:/Vu-Vvd:c.
Q

Somit lautet die zugehorige schwache Formulierung:
Finde ein u € HY(Q), so dass fir fe H-L1(Q) gilt:

/Vu-Vvdx: (f,v) Vo € HY(Q).
Q






VORTRAG 2

Satz von Lax-Milgram

JUN ZHOU

In diesem Vortrag beweisen wir den Satz von Lax-Milgram in einem Hilbertraum und be-
trachten die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung eines inhomogen Dirichletproblems.
Wir definieren zuerst,was wir unter einer beschrinkten und V-elliptischen Bilinearform ver-
stehen.

1. Bilinearform, Stetigkeit, V-Elliptizitit

DEFINITION 2.1. Ein normierter Raum V heifit vollsténdig, wenn jede Cauchy-Folge gegen ein
x € V konvergiert. Ein Banach-Raum ist ein normierter (linearer) und vollstandiger Raum.

BEISPIEL 2.2.
Der Sobolevraum V = H!(€), versehen mit der Norm

1
2
el == ( / | di + / wvm) |
Q Q

ist ein Banachraum.

BEISPIEL 2.3.
Der Teilraum V = H}(Q) ¢ HY(Q) mit lull g1 () = llull 1 (q) ist ebenfalls ein Banachraum.

Ein Hilbertraum ist ein Banachraum mit Skalarprodukt. Z.B. ist H!(£2) ein Hilbertraum mit
dem Skalarprodukt (u,v) = [, uwvdz + [, Vu - Voda.
Es sein V ein reeller Banach-Raum und a(-, -) eine Abbildung von VxV in R .
DEFINITION 2.4. a(-,-) ist eine Bilinearform, falls
a(Auy + Agug,v) = Aa(ug,v) + Asa(ug,v)
a(u, \v1 + Aava) = Ara(u,v1) + Aea(u, va)
Yui, ug, u,v1,02,0 €V, VA, Ao € R gilt.

BEISPIEL 2.5.

(75} 1
u9 V2

1)Sei V=R"und u,v e R",u=| . |,v=1] . |. Dann ist a(u,v) :==u-v = > | u;
Unp Un

eine Bilinearform.

11



12 2. SATZ VON LAX-MILGRAM

2) Sei V = L*(Q) und u,v € L*().  a(u,v) := [, uvdz ist eine Bilinearform auf
L2(2) x L2(%).
3) Sei V = H'(Q), und u,v € H'(Q2). Die Abbildung a(u,v) := [, Vu - Vodz von
HY(Q) x HY(Q) in R beschreibt eine Bilinearform.
DEFINITION 2.6. a(-,-) ist beschrénkt (stetig), falls ein ¢>0 existiert, so dass

la(u,v)| < cllullv]v]v Vu,v eV ist.
DEFINITION 2.7. Eine Bilinearform heifit V-elliptisch, falls die Bedingung

a(u,u) > cl|lul|¥ YueV

mit einer Konstanten ¢ > 0 gilt.

2. Satz von Lax-Milgram

Um den Satz von Lax-Milgram zu beweisen, brauchen wir den Banachschen Fixpunktsatz
und den Rieszschen Darstellungssatz. Die beide Sétze werden hier ohne Beweis angegeben.

SATz 2.8 (Banachscher Fixpunktsatz). (vgl.[12, Seite 67] ):
Seien V ein Banachraum und T: V — V' eine Kontraktion, also

|Tv — Tw| < L|jv —w||, Vo,w eV mit Le|0,1).

Dann besitzt T einen eindeutigen Fizpunkt. D.h, es existiert genau einu € V', so dass Tu = u
15t.

Wir beschreiben jetzt den Rieszschen Isomorphismus 7: H' — H.

SATZ 2.9 (Rieszscher Darstellungssatz). (wvgl.[12, Seite 319] )
Es sei H ein Hilbertraum und H' sein Dualraum. Dann ezistiert ein Norm-Isomorphismus
zwischen H' und H. D.h. es existiert eine bijektive Abbildung T : H' — H, so dass fiir alle
F e H' gilt:

\TF|| g =1Fllg uwnd F(v)=(F,v)g firaleve H. (2.1)
Hierbei bezeichnet (-,-)g das Skalarprodukt in H.

Dieser Satz wird in Vortrag 5 (Satz 5.11) bewiesen.

Wir kommen nun zum zentralen Satz von Lax-Milgram.

SATZ 2.10 (Satz von Lax-Milgram). [27, S.69]
Es sei V=H ein Hilbertraum und a(-,-) eine reelle Bilinearform auf Vx V. Wir nehmen an,
dass Konstanten c¢1 > 0 und co > 0 existieren, so dass fir alle u,v € V gilt

la(u, v)| < erllullv[vllv,

alu, u) = eo|ull}.
Sei weiter F: V — R eine stetige lineare Abbildung, d.h. F € V'. Dann existiert fiir jedes F
ein eindeutig bestimmtes Element u* € V mit a(u*,v)=F(v)=(F,v) fir alle v € V. Hierbei

bedeutet das Symbol (-, -) die duale Paarung, d.h. das Funktional F € V' wird auf die Elemente
v € V angewandt.



2. SATZ VON LAX-MILGRAM 13

BEWEIS. Sei A: V' — V’ eine stetige Abbildung, die fiir alle v und v aus V durch
Au(v) = a(u,v) definiert ist. Wir betrachten den Rieszschen Isomorphismus 7 : V' — V.
Dann gilt (1Au,v)y = Au(v) = a(u,v).
Weiterhin erhalten wir die Abschétzung

erllvly < la(v, v)] = |(rAv,0)v| < Irdolly ol = | Avllv ol < AN o]
Daraus folgt
0< %2 <1 mit b=|A] (2.2)
Wir definieren
Q(u) :=u— k(tAu — 7F), (2.3)

wobei k eine reelle Zahl ist. @ ist eine Abbildung von V in V.
Es ist sofort zu sehen: u* ist Fixpunkt von ) genau dann wenn

TAU" —7F = 0. (2.4)

Wir iiberlegen, dass 7 Au* — 7F = 0 ist, genau dann, wenn fiir alle v € V gilt a(u*,v) = (F,v).
Nach (2.1) ist a(u,v) = (F,v) dqivalent zu (7Au,v)y = (F,v) = (7F,v)y. Daraus folgt, dass
(TAu — 7F,v)y =0, fir alle v € V ist. (2.5)

Da diese Gleichung fiir alle v € V' gilt, kénnen wir v = TAu — 7F wéihlen. Wir erhalten aus
(2.5), dass ||[TAu — 7F||} = 0 ist, und daher 7Au = 7F folgt.

Somit haben wir folgendes Ergebnis erhalten:

Besitzt @ einen eindeutig bestimmten Fixpunkt «*, dann ist u* eindeutige Losung von

a(u,v) = (F,v) YveV.

Wir zeigen nun, dass fiir bestimmte Wahl der Konstanten k, () einen eindeutig bestimmten
Fixpunkt nach dem Banachschen Fixpunktsatz besitzt.
Seien v1,v9 € V beliebig gewéhlt. Dann ist

1Q(v1) — Qva)|lf = ((v1 — v2) — kTA(v1 — va), (V1 — v2) — kT A(v1 — v2))v
= [lv1 — w2l — 2k(rA(v1 — va), (11 — v2))v + k[T A(v1 — )|},
= o1 — v2||¥ — 2ka(vy — va, v1 — Vo) + K2a(vy — v, TA(vy — v3))
< Jlor = valffr — 2keal|vr — vaf
+ B2 A[[[or = va|lv [T A(or — v2)llv
< o = vallf = 2keallvr — w2l + K26? o1 — af,
= v — vl {1 — 2kcy + kb7

2
€2

2
Wir setzen ¢? := 1 —2kcy + k*b® und k = $%. Dann ist nach (2.2) ¢*=1-23%+73 €[0,1).
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz haben wir die Existenz und Eindeutigkeit von u* be-
wiesen. U

BEMERKUNG 2.11. Falls V ein reeller reflexiver Banachraum ist, gilt dieser Satz auch. ( siehe
[21, Seite 104-105] )
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3. Anwendung des Satzes von Lax-Milgram auf ein Randwertproblem

Wir betrachten folgendes inhomogenes Dirichletproblem:
Fiir f € C(Q),c(x) € L®(2),g € C(99) finde ein u € C?(), so dass

—Au+c(x)u=f x € ), (2.6)
u=g x € 0N

gilt. Dieses Problem hat nicht immer eine Losung in C2(().

BEISPIEL 2.12. Man betrachte ein zweidimensionales Gebiet 2 mit einspringender Ecke (Ab-
bildung 1.)

Q={(z,y) = (rcosp,rsing) cR?*: 0<r<1, 0<¢< ;7‘(’}

(3]

© b

(-1,0) (0,0) (1.0)

0.-1)

ABBILDUNG 1. Das Gebiet Q

In Polarkoordinaten ist dann die harmonische Funktion u(r, ¢) = r3 sin %(b Losung der Rand-
wertaufgabe

—Au=0 x € Q,

mit dem Dirichletdatum

0 sonst auf

u:{sin(%qb) fﬁrOéqbé%’r,
0
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Wegen
ou_oudr  oudo
or  Ordx  0¢ Oz
2 1 2 2 2 2 sin ¢
=37 381n§¢cos¢+§7"3 cosgtb <— >

r

2 2 2
:gr_% (sin g(bcos ¢ — cos g(bsin ¢>
2 1
= — gT‘_% sin g(ﬁ

sind nicht einmal die ersten Ableitungen von w fiir 7 — 0 beschréinkt, d.h. dieses Dirichlet-
problem hat keine (klassische) Losung in C%(Q).

Trotzdem konnen wir eine schwache Losung finden. Um dies zu zeigen, geben wir zunéchst
eine schwache Formulierung fiir das Randwertproblem (2.6), (2.7) an.

Dazu nehmen wir an, dass f € Lo(f2) sei, multiplizieren die partielle Differentialgleichung
(2.6) mit einer Funktion v € H}(2) und integrieren partiell. Wir erhalten

/QVU-Vvd:c—l—/Qc(a:)uvda::/vada:. (2.8)

Nun sehen wir uns die Randbedingung (2.7) an und setzen voraus, dass g € H %(89) sei.
Folgender Fortsetzungssatz garantiert, dass eine Fortsetzung g; € H'(£2) von g in das Gebiet
Q existiert.

SATZ 2.13 (Fortsetzungssatz). (vgl.[26, Seite 133])
Sei Q) ein Lipschitz-stetiges Gebiet. Es existiert ein linearer, stetiger Fortsetzungsoperator

I': H2(0Q) — HY(Q)
mit der Figenschaft
voTg=g Vge H2(09).
Hier ist v der Spuroperator
v HYQ) - H2(09),
u = ulpo.

Wir stellen w in der Form u = w + ¢; dar und setzen diesen Ausdruck fiir u in (2.8) ein. Wir
erhalten

/QVw-Vvdx—i—/Qc(x)wvda; = /vada:— /QVgl-Vvda:— /Qc(a:)glvdx = (F,v). (2.9)

Hierbei ist FF € V/ = H~1(Q), und (-, -) bezeichnet die duale Paarung zwischen V und V".
Da w =u—g; € H}(Q) ist, sind wir nun in der Lage, eine schwache Formulierung fiir das
Randwertproblem (2.6), (2.7) anzugeben:

Sei V. = HLQ). Fir F €V’ finde einw €V, so dass gilt
/ Vw - Vodzx + / c(x)wvdr = (F,v) Vv e V. (2.10)
Q Q

Jetzt konnen wir den folgenden Satz formulieren und beweisen:
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SATZ 2.14. Falls g € H%(aQ), fev, ce L*Q) und c(x) = ¢o > 0, dann besitzt das
Dirichletproblem (2.6), (2.7) genau eine schwache Losung u € H ().

BEWEIS. Wir zeigen, dass die Bilinearform, die auf der linken Seite von (2.10) auftritt, den
Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram geniigt. Die Bilinearform a : H} (Q) x H} (Q) —
R lautet:

a(w,v) = / Vw - Vudz + / c(x)wudz Vw,v € HY ().
Q Q
Es gilt nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und da |¢(z)| < d f.ii.,

la(w, v)] < / |Vw - Vu|dx +/ le(x)wv|dx  (Dreiecks — Ungleichung)
Q

< </ IVw-Vw|dx> </ Vo Vv|dx> +d</ " m)é </Q|v|2dm>;

< max{L,d}wll gy oy 0l gy ) Ve,v € HY(S

Andererseits haben wir auf Grund der Voraussetzung c(z) > ¢o > 0

a(w,w) :/Vw-de:L‘—l—/ c(x)w?d
Q Q

>/Vw-dex+co/w2dm
Q Q

> min{1, co}lwl}y g Ve € H3(Q),

d.h, a(w,v) ist eine Bilinearform auf H{(Q) x H} (), die beschrinkt und V-elliptisch ist.
Nach dem Satz von Lax-Milgram, gibt es genau ein w € H}(Q), so dass

a(w,v) = (F,v) Yo € HY () gilt.
Die Behauptung folgt nun fiir u = w + ¢;. g



VORTRAG 3

Lineare Elastizitat

FEUGEN REMPEL

Waéhrend wir in den ersten beiden Vortrdgen das mathematische Riistzeug kennengelernt ha-
ben, sehen wir uns in diesem Abschnitt ein Problem an, welches wir mit Hilfe dieses Apparats
behandeln werden. Es handelt sich dabei um das Problem der linearen Elastizitét.

1. Physikalische Motivierung

Aus Erfahrung wissen wir, dass ein Korper unter Einwirkung duflerer Krifte deformiert wird.
Um diese Tatsache mathematisch erfassen zu konnen, fithren wir folgende Begriffe ein:

DEFINITION 3.1. Als Referenzkonfiguration wird ein Gebiet Q € R? bezeichnet, welches

offen, beschrénkt, zusammenhéngend mit stiickweise glattem Rand OS2 ist, wobei int(£2) = Q
ist.

DEFINITION 3.2. Als Deformation der Referenzkonfiguration wird eine Abbildung ¢ be-
zeichnet, fiir welche gilt:

e o € CYQ,RY),
e ¢ bildet Q auf p(Q) bijektiv ab,
e det V¢ > 0.

»(Q)
ABBILDUNG 1. Die Referenzkonfiguration © und der deformierte Kérper ¢(€2)

17
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DEFINITION 3.3. Als Verschiebungsfeld v :  — R? wird die Abbildung bezeichnet, die
durch die Relation

p=1id+u
definiert ist.

Anhand des Verhaltens, welches ein Korper offenbart, wenn er dufleren Kréiften ausgesetzt
ist, unterscheidet man folgende Deformationen:

(1) Eine Deformation ist elastisch, falls sie riickgéingig und zeitunabhéngig ist.

(2) Eine riickgéingige, aber zeitabhingige Deformation bezeichnet man als viskoela-

stisch.

(3) Eine Deformation ist plastisch, falls sie irreversibel oder permanent ist.
Fiir die Untersuchung der elastischen Deformationen sind die Begriffe Spannung bzw. Verzer-
rung von grofler Bedeutung. Wir fiihren sie an einem eindimensionalen Beispiel ein.

A

vl

lo

ABBILDUNG 2. Metalldraht unter axialer Zugeinwirkung

Wir betrachten einen Metalldraht unter axialer Zugeinwirkung P> 0, siche Abbildung 2.

Die urspriingliche Lénge des Drahtes ist [y, die Linge des deformierten Drahtstiickes ist [,

die Fliche des Querschnittes ist Ag. Wir verstehen unter den Begriffen Nominalspannung

bzw. Nominalverzerrung die Ausdriicke

1 . l=1lo
) €= o

P

o=

Die Relation ¢ = ¢(¢) héngt von den Materialeigenschaften bzw. von der Kraft P ab. Fiir
die Druckeinwirkung P ist die Nominalspannung 6 negativ.

Falls wir die Zugeinwirkung langsam erhoéhen, erhoht sich die Spannung und [ nimmt zu.
Abbildung 3 veranschaulicht einen typischen Verlauf der 6 — é-Kurve.

(1) Im Bereich 0-1 ist die Relation zwischen Spannung und Verzerrung linear, 6 = E£.
Dies wird als Hookesches Gesetz bezeichnet. Die Konstante FE nennt man Elasti-
zitdtsmodul.

(2) Jenseits des Punktes I ist die Abhéngigkeit zwischen ¢ und € nicht mehr linear, aber
die Deformation bleibt elastisch, d.h. nach dem Entfernen der Zugeinwirkung kehrt
der Korper in den urspriinglichen Zustand zuriick. Die Relation 6 = 6(£) bezeichnet
man als nichtlineares Hookesches Gesetz.

(3) Der Bereich II-III zeichnet sich durch eine erhohte Verzerrungsrate ohne essentiellen
Zuwachs der Spannung aus. Er stellt ein plastisches Verhalten dar.



2. STARK UND SCHWACH FORMULIERTES RANDWERTPROBLEM 19

N

g
Spannung

~

€

Verzerrung

ABBILDUNG 3. Die ¢ — é-Kurve

(4) Falls im Punkt III die Spannung weiterhin erhsht wird, setzt eine Materialverhértung
ein, bis die maximale Spannung im Punkt IV erreicht wird. Jenseits des Punktes IV
wird das Verhalten insgesamt instabil (der Draht reifit).

BEMERKUNG 3.4. Nominalspannung bzw. -verzerrung sind durch die urspriingliche Mafle
definiert. Tatséchliche Spannung bzw. Verzerrung sind als

l
, €=1In—

1 =
- —||p
7 AH o

definiert, wobei A der deformierte Querschnitt ist.

Fiir den ausfiihrlicheren Einstieg in die Elastizitétstheorie méchte ich auf [21, S. 77-97] und
[8] verweisen.

2. Stark und schwach formuliertes Randwertproblem

2.1. Starke Formulierung. Wir betrachten jetzt dreidimensionale elastische Korper.
Um bei gegebenen Volumen- bzw. Oberflichenkréiften f und g Relationen zur Bestimmung
des Verschiebungsfeldes u herzuleiten, werden sowohl kinematische Aspekte, als auch Gleich-
gewichtsbeziehungen und Materialgleichungen herangezogen. Dazu fiithren wir einen neuen
Begriff ein.

DEFINITION 3.5. Der symmetrische Tensor

1
€= §(qu + (Vou)T) : Q - R?

heifit linearisierter Verzerrungstensor.
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Die Relation zwischen Verzerrungstensor ¢ und Spannungstensor o wird als Hooke’sches Ge-
setz bezeichnet

o(e) = Mr(e)I + 2pe,

wobei A, i die sogenannten Lamé-Konstanten sind, welche vom homogenen, isotropen Material
abhéngen und experimentell bestimmt werden. Mit diesen Bezeichnungen lautet das stark
formulierte Randwertproblem zur Bestimmung von w:

—divo(u) = f in Q, (3.1)
u = 0 auf I', (3.2)
ocluyn = g auf I'y, (3.3

wobei n der duBlere Normalenvektor ist und 9Q = U;—¢ 11, Ni=o.1 = 0 gilt.

LEMMA 3.6. Das Randwertproblem (3.1),(3.2),(3.3) ist dquivalent zu:
Finde ein Verschiebungsfeld u, so dass gilt

—(pAu+ (A + p)Vy(dive)) = f in Q, (3.4)
u = 0 auf Ty, (3.5)
on = g auf I'y. (3.6)

BEWwEIS. Es gilt fiir u = (ul,u2,u;g,)T

Adivu +2p01u1 p(O1ug + Oour)  p(Orug + dzuy)
—div O'(’LL) = —div M(81UQ + 82u1) Adivu + 2/1,(92212 M(@QU;}, + 83UQ)
M(alu:), + 83u1) M(ﬁgUg + 8211,3) Adivu + 2udsus

61()\ divu + 2/181’[“) + Og,u(ﬁluQ + agul) + agu(alu;g + 83u1)
= — al,u(all@ + agul) + 82()\ divu + 2#82112) + 63M(82u3 + 83u2)
alu(alu;g + agul) + 82u(82u;5 + 83u2) + 83()\ divu + 2/183U3)
A0y divu + 2,u(9fu1 + po10xus + ,u@%ul + po103usz + u8§u1
= — ,u@%uQ + ,u8162u1 + Adg divu + 2/13%2@ + ,u8263u3 + ,u@%uz
puOug + ud10suy + pdug + udedzug + A3 divu + 2u8§u3
uAuy + pdy divu + A0y divu

= — | pAug + pdodivu + Ads divu

uAusg + pdsdivu + Ads divu

= —(pAu+ (A + p)Vy(divau)).

d
DEFINITION 3.7. Der Differentialoperator
PA+ A+ )07 (A + p)010o (A + 1)0103
L= ()\ + u)agal ,U,A + (A + M)@% ()\ + u)azag

(A + w9301 A+ p)0203  pA+ (A + )3
wird Lamé-Operator genannt.
BEMERKUNG 3.8. Somit l#8t sich (3.1) als
—Lu=f in (3.7)

schreiben. (3.7) wird Lamé oder Lamé-Navier-System zur Bestimmung von u genannt.
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Das Hooke’sche Gesetz in Tensorform lautet
o = Me,
wobei M ein Materialtensor 4. Stufe ist. Es ist hiufig bequemer, die Verzerrungs- und Span-
nungstensoren als Vektoren zu schreiben:
£:= (511,522563352512,252352513)Ta 0= (0’11,022,033,012,023,013)T
Das Hooke’sche Gesetz lautet dann in Vektorschreibweise
d=M¢,
wobei M die Elastizitdtsmatrix ist und fiir isotrope Materialien, d.h. fiir solche, fiir die es
keine explizite Abhéngigkeit von der Richtung gibt, folgendermaflen aussieht:

Af2u A A 00 0
A A420 A 0 0 0
oA A A+24 0 0 0
M=y 0 0 4 00
0 0 0 0 u 0
0 0 0 0 0 pu
Weiterhin definieren wir die Matrizen
81 0 0 ni 0 0
0 0o 0 0 ny O
. 0 0 63 L 0 0 ns
D= 82 31 0 ’N T no Ny 0
0 O3 Ob 0 n3 no
83 0 61 ns 0 ny
Damit folgt
X €11
Oaug €92
-~ 33U3 . £33 o
Du = Oauq + Or1us o 219 =&
O3us + Oous 2e93
O3uq + Orug 2e13
Weiterhin gilt
o11
O 0 0 8 0 8\ 7%
AT - 033
D*d=10 0, 0 9 05 0 o
0 0 83 0 8y & 12
023
013
01011 + Oa012 + 03013 01011 + 02012 + 03013
= | Ooog2 + 01012 4+ 03023 | = | 01021 + 020922 + 03023
03033 + 02093 + 01013 01031 + Oo032 + 03033

=dive = Lu.

Somit erhalten wir R R R }
Lu=DYs=DYnmz= DT MDu. (3.8)
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Ferner gilt
nio11 + n2o012 + N3013
NT& = | noo92 +Mn1012 +n3093 | = on.
n3033 + N2023 + N1013
D.h. es ist
on=NTg = NTMDu.

Das linearisierte Randwertproblem lautet dann

—Lu=-DYMDu = f inQ (3.9)
u = 0 auf T'p, (3.10)
NYMDu = g auf I'y. (3.11)

2.2. Schwache Formulierung. Fiir die schwache Formulierung des Randwertproblems
wéhlen wir fiir den Raum der Testfunktionen den Abschlufl des Funktionenraumes {u €

{C=(2)}3, u |r,= 0} bzgl. der Norm ||-||;, mit

3 3 3

1 1

l[ully = (Z/ﬂ(lwl2 + Y 105uil?) de)? = (O lluillay)?-
i=1 j=1 i=1

Diesen Raum bezeichnen wir mit V = H'(,Tg). Um die Variationsgleichung zu erhalten,
multiplizieren wir (3.1) skalar mit einem v € V und integrieren tiber Q. Wir erhalten zunéchst

/ frvdx = / —divo(u) - v dx.
Q Q
Mit folgender Gleichung, die sich leicht nachrechnen 148t (siche auch [21, S. 33]),

div(TTw) =T : Vou + 0 - div T,

gilt dann

/Q—diva(u)~vdx:/ﬂ—diva(u)-v—a(u):Vg;v—i-a(u):va;v da:

—~
~

S— 5—

o(u): Vyvdr — /Qdiv(o'(u)v) dx

o(u): Vyvdr — o(u)v-nda
Q

® / o(u): Vyvdr —
Q

wobeil wir an der Stelle (1) den Satz von Gaufl und an der Stelle (2) die Symmetrie der Matrix
o(u) angewendet haben. Ferner zerlegen wir V,v in seinen symmetrischen und antisymme-
trischen Anteil. Es gilt also

o(u)n - v da,
Q

S—

— () + %(va ~(v.n)D).
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Es ist bekannt (siehe [21, S. 11]), dass das Skalarprodukt einer symmetrischen Matrix mit
einer antisymmetrischen gleich Null ist. Somit gilt

o(u): Vv =0o(u): (e(v) + %(va - (va)T))

=o(u) :e(v) +o(u) : (%(va - (va)T)) =o(u) : e(v).

D.h. wir erhalten insgesamt

/Qf'vd:n:/ﬂa(u):e(v)dx—
:/Qa(u)  e(v) dz —

:/Qa(u) : e(v) da
:/Qa(u) : e(v) d —

Insgesamt gilt mit der Definition

a(u,v) := /Qa(u) ce(v) de,

die Relation

a(u,v):/ﬂf-vd:v+/F g-vda.
1

Fiir die Existenz dieser Integrale braucht man zum Beispiel, dass f € L?(Q2) und g € L*(T'y)
ist. Um dieses Problem auch in allgemeineren R&umen formulieren zu kénnen, benutzen wir
anstelle von fQ f v dx die duale Paarung (f,v)q mit f aus dem Dualraum V' von V und

v € V. Analog verwenden wir die duale Paarung (g, v)p, mit g € [I:I%(IH)]/ = Hfé(I’l) fiir
fFl g - v da. Hierbei ist ﬁ%(f’l) ={u € H%(aQ), supp u € I'1}. Man kann sich iiberzeugen,
dass (g,v)r, fiir v € V einen Sinn macht, denn es gilt nach dem Spursatz [8, S.279]: ist
v € HY(Q,Ty), so ist v|r, € I:I%(Fl). Sind f und g geniigend glatt, so ist (f,v)q = [ fv dz
und (g,v)r, = ‘[FI gv da. Somit lautet das schwach formulierte Randwertproblem:

Fir f aus V' und g aus [I:I%(Fl)]/ finde ein u € V, so dass fir allev €'V gilt:
a(u, 'U) = <f7 U>Q + <gv U>F1- (312)

Im Folgenden geben wir verschiedene Darstellungen der Bilinearform a(-,-) an. Es gilt
o(u):e(v) = (Mtre(u)l 4+ 2ue(u)) : e(v)
= Mre(u)l : e(v) +2ue(u) : e(v)
= Mre(u)tre(v) + 2ue(u) : e(v)
= Adivudivoe + 2ue(u) : e(v),
d.h. a(-,-) ist symmetrisch. Mit
MDu - Dv = &(u) - &) = o(u) : e(v)
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gilt dann insgesamt:

a(u,v) = /Qa(u) ce(v) dox

= /Q)\tr e(u) tre(v) + 2ue(u) : e(v) dx
(3.13)
= )\/levudlvv dx + 2,[1,/98(71,) ce(v) dox

:/M]ju-]jvdx.
Q

Ist die Losung u des schwach formulierten Randwertproblems geniigend glatt, so folgt aus
dem Fundamentallemma der Variationsrechnung, dass u klassische Losung des RWP (3.9),
(3.10), (3.11) ist. Die Regularitét der schwachen Losung wird beeinflusst von der Glattheit
des Randes 02 und der Kraftdichten f und g. So gilt im zweidimensionalen Fall [16]:

SATZ 3.9. Seien f € L?(Q),g € H%(ﬁﬂ) und u die Losung des schwach formulierten Rand-
wertproblems (3.12). Dann gilt:

(1) w € H*(Q), falls reine Dirichlet oder Neumann Randbedingungen vorliegen und OS)
glatt ist,

(2) ue H%_a(Q), falls gemischten Randbedingungen vorliegen und 0 glatt ist,

(3) u e H%_a(Q), falls reine Dirichlet oder Neumann Randbedingungen vorliegen und
0%) polygonal ist,

(4) u € H%{(Q), falls gemischte Randbedingungen vorliegen und OS2 polygonal ist.

3. Losbarkeit des schwach formulierten Randwertproblems

In diesem Kapitel formulieren wir einen Losbarkeitssatz zum schwach formulierten Randwert-
problem und beweisen ihn. Dazu brauchen wir die sogenannte Kornsche Ungleichung, die wir
jetzt fiir verschwindende Dirichletdaten beweisen.

Satz 3.10 (Kornsche Ungleichung in Hg ().
Sei Q C R3 ein Lipschitzgebiet, u € (HL())2. Dann gilt:

3
1
/ e(u) re(u)dz > 5 ) / (Oju;)? da. (3.14)
Q 257 Ja
BEWEIS. Wir betrachten zuniichst u € (C§°())3. Es gilt fiir 1 <4,5 <3

/ 6jui8iuj dx (:1) — / (Oﬁjuz)u] dr —|—/ (9jul-ujni dayg
Q Q o0

= — / (8,3]uz)u] dx (i) — / (8j31ul)uj dx
Q Q

= — / (8j31uz)u] dx +/ (%uiujnj day
Q [2/9)

(:U/ajujﬁzul dm,
Q

(3.15)
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wobei wir an der Stelle (1) den Satz von Gaufl und an der Stelle (2) die Schwarzsche Vertau-
schungsregel verwendet haben. Somit folgt mit dieser Voriiberlegung

&7 dx—/z (Oguj + Ojus)* d

((8iuj)2 + 28Z-uj(9jul- + (8Jul)2) dx

1,j=1 Q
138
ZZ/(@UJ dr + — Z/ (9;u;)? dx—i— /3uj8uldx
i,j=1 1,j=1 t,j=1
138
:52/(8%) dx—i— /Bujauldx
i,j=1 i,j=1
1
(3.15) 22/ 8u] dx + = Z/@ulaujdx
1,j=1 i,j=1
13
52/8% dr + - /Z@ul Z@u] dx
1
:52/8% dx + /Zaul
1
> 5 Z 8u]
ty=1
Aufgrund der Dichtheit von C§°(Q) in H}(2) folgt die Behauptung. O

Ferner brauchen wir fiir den Beweis des Losbarkeitssatzes folgende Erkenntnisse aus der Funk-
tionalanalysis bzw. Vektoranalysis:
(1) Einbettungssatz von Rellich-Kondraschov (siehe [1, S.144]): Fiir ein Lipschitz-Gebiet
Q C R" ist die Einbettung H'(Q) C L%(Q) kompakt, d.h. jede beschriinkte Folge in
H'(Q) hat eine in L?(2) konvergente Teilfolge.
(2) Kornsche Ungleichung in H!(Q2)(siehe [7]): Sei Q C R? eine Referenzkonfiguration.
Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0 so, dass fiir alle u € (H'(£2))3 gilt

le(@) 122y + lullzz) > cllullfq)- (3.16)
(3) V Nkere = {0}.

Wir formulieren und beweisen jetzt folgenden Satz:

SATZ 3.11. Das schwach formulierte Randwertproblem (3.12) besitzt eine eindeutige Lsung
u €V, falls meas(I'y) > 0 und die Elastizitdtsmatriz M positiv definit ist.
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BEwWEIS. Wir beweisen die Behauptung, indem wir die Giiltigkeit der Voraussetzungen
des Satzes von Lax-Milgram zeigen.
1. Schritt: Die Linearitéit von F' folgt trivialerweise aus der Linearitéit des Integrals. Die
Stetigkeit von F' ergibt sich aus der Relation (wobei wir voraussetzen, dass die entsprechenden
Normen endlich sind):

[F()] = [(f,v) + {9, v)r: | < [{f;v)al + [{g,v)r |-
Mit der Definition der Dualnorm folgt nun
PO < 17l + 19l o 10l e
< [IFlly +ellgll -3 )]II lvs
wobei ¢ die Stetigkeitskonstante des Spuroperators tr : H(Q) — H 2 (092) ist.

2. Schritt: Die Stetigkeit von a(-, ) ergibt sich aus folgender Ungleichung, wobei wir an dieser
Stelle die Integraldarstellung von a(-,-) benutzen:

a(u,v)| = /QMDU-DU dx| = MDU)Z'(DU)Z' dx
6
ZMkDuval Z( My, Duy, D)o (
i=1 k=1 i,k=1

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt nun

6 6
‘a(uvvﬂ Z HMlkDuk‘ LQ(Q)HDvi‘ L2(Q) - Z ’Mlk’ HDukHLQ(Q)HDw‘ L2(Q)
i,k=1 i,k=1
< mx [ M Z 1))kl 2qy | E@))ill 2oy
i,k=1
6 6
Z )kl L2 )Z\I(g(v))i\lp(m
3
<c Z ”3 uz”L2(Q Z H@ UZHL2
i,j=1 i,j=1

< cllully [vlly-

3. Schritt: Um die V-Elliptizitéit von a(-, ) zu zeigen, stellen wir zunéchst fest, dass folgende
Relation gilt:

a(u,u) /MDu Du dx

/Ma ) dx

= / gw) L Me(u) da.
Q
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Da M symmetrisch und positiv definit ist, gilt

a(u,u) > min{ Eigenwerte von M}/ 5(u)T§(u) dx.
Q

Somit hdtten wir die Behauptung bewiesen, wenn wir zeigen, dass fQ é’(u)TE(u) dx elliptisch
in V ist. Im Falle eines reinen Dirichletproblems folgt aus der Ungleichung von Poincaré-
Friedrichs, dass durch

n
1
ol i= (3 [ 10ui(o)l® o)’
jri=17%

eine zu [|-[| g1(q) dquivalente Norm auf HZ(Q) definiert wird. Die Kornsche Ungleichung in
H{ () liefert daher die (Hg(Q2))*-Elliptizitét der Bilinearform [, é’(u)TE(u) dr = He(u)H%Q(Q).
Hierdurch wird aber nur die Randbedingung v = 0 auf 92 erfasst. Wir wenden uns jetzt den
gemischten Randbedingungen (3.2),(3.3) zu und zeigen durch einen Widerspruchbeweis, dass

le(w)ll72 (@) = cllulifp g
gilt.
Fiir den Nachweis der Elliptizitdt nehmen wir an, dass die Bilinearform HE(U)H%Q(Q) nicht
V-elliptisch sei. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein u € V mit Ha(u)H%z(Q) < cHuH%l(Q). Es gibt
also eine Folge (up)nen C V mit

. 2
”un”Hl(Q) =1, nh_{go ”5(Un)HL2(Q) = 0.

Da die Folge (un)nen in (H'(2))3 beschrinkt ist und (H'(92))3 in (L?(Q))? kompakt einge-
bettet ist, gibt es eine in (L?())? konvergente Teilfolge. Fiir diese Teilfolge (un, Jren gilt:

klim Up, = u in (LQ(Q))?’, klim He(“nk)H%?(Q) = 0.

Aus (3.16) folgt, dass durch

[vlle := lle)ll 20y + vl 120

eine zu ||-[| 1) dquivalente Norm auf (H1(Q))? definiert wird. Da sowohl (up, ke, als auch
(¢(un,,))ken Cauchy-Folgen sind (bzgl. der L2-Norm), ist (un, )ken eine Cauchy-Folge bzgl.
der [|-[|.-Norm. Somit ist (un,)ren eine Cauchy-Folge bzgl. der ||-[| ;1 q)-Norm, besitzt also
einen Grenzwert in (H'(92))3, den wir mit u bezeichnen. Da V abgeschlossen in (H*(9))? ist,
folgt w € V. Ferner gilt aufgrund der Stetigkeit von e, dass e(u) = limy_o €(up, ) = 0 in der
H-||L2(Q) Norm ist . Somit ist © € V N kere, d.h. u = 0. Dies steht im Widerspruch zu

= lim up || 1) = 1-

[l 1 () =

lim
k—o0

Somit war unsere Annahme falsch. Daraus folgt die V-Elliptizitét von a(-,-) und die Behaup-
tung des Satzes 3.11. U
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4. Minimierungsproblem

Wenn wir iiber den physikalischen Hintergrund dieses Problems nachdenken, kommen wir zu
einem anderen Ansatz. Es ist aus der Physik bekannt, dass ein beliebiges System bestrebt
ist, seine Energie zu minimieren. D.h. wir konnen evtl. das Problem ldsen, indem wir das
Minimum des Funktionals bestimmen, welches der Energie entspricht. Dies motiviert den
folgenden Satz.

SATZ 3.12. Seien folgende Voraussetzungen erfillt:

(1) Xy ist ein abgeschlossener linearer Teilraum des reellen Hilbert-Raumes X ;
(2) Die Bilinearform a(-,-) : X x X — R ist symmetrisch, stetig und Xo-elliptisch;
(8) Die Linearform f: X — R ist stetig und linear.

Ferner ist ein ug € X gegeben. Dann hat das Problem:
Finde ein u € ug + Xg, so dass

%a(u,u) — fu) = min{%a(v,v) —f(v) |v€E€uy+ Xo} (3.17)

gilt, eine eindeutige Losung.
Ferner ist dieses Minimierungsproblem zu dem folgenden Variationsproblem dquivalent:
Finde ein u € ug + Xg, so dass gilt:

a(u,v) = f(v) Vv € Xp. (3.18)

BEMERKUNG 3.13. In dieser Formulierung spielt ug die Rolle einer inhomogenen Dirichlet-
Randbedingung.

BEWEIS. Wir beginnen mit einer Hilfsiiberlegung: Seien z,y € X, dann gilt die Parallelogramm-
Identitét:

2|z + 2llyl* = o+ yl* + = — y]”

1. Schritt: Wir zeigen, dass (3.17) und (3.18) dquivalent sind.
Wir definieren fiir u € X ein sogenanntes Energiefunktional

1
F(w) = Salu,u) - f(w)
ferner fiir festes u € X und festes v € Xo\{0}
o(t) :==Flu+tv), telR.

Dann gilt:
1
dp(t) = Fu+tv) = §a(u + tv,u + tv) — f(u+ tv)

1 1
= L%a(v,0) + Hau,v) — F(0) + Salu.) - Fu).
Da a(v,v) > 0 fiir alle v € X\{0} erfiillt ist, ist {¢,$,(t)} C R? eine nach oben gedffnete
Parabel. Aufgrund von ¢,(0) = F(u) ist
F(u) = min{F(w) | w € up + Xo} (3.19)
dquivalent zu

¢U(O) = min{¢v(t) ’ teR,v e Xo}



4. MINIMIERUNGSPROBLEM 29

D.h. (3.19) hat genau eine Lésung, wenn ¢, ein Minimum in ¢ = 0 hat, oder, wenn fiir alle
v € Xg gilt

6,(0) = 0 a(u, v) — f(v) = 0.
2. Schritt: Wir zeigen die Eindeutigkeit.
Seien v und u Losungen von (3.17). Nach dem ersten Schritt gilt fiir alle v € X

a(u,v) = f(v),
a(t,v) = f(v).
Aus u € ug + X, u € ug + Xg folgt, dass v := u — @ € Xy ist. Somit gilt
a(uu— ) = flu— ),
(i u— ) = flu— ),
woraus a(u — i, u —u) = 0 folgt. Da a(-,-) Xo-elliptisch ist, ist u = 4.

3. Schritt: Wir fithren den Energieraum ein.
Wir definieren fiir u,v € X

1
<U7U>E = a(u,v), HUHE = <u7u>2]
Aufgrund der Stetigkeit bzw. Xo—Elliptizitidt von a(-,-) gilt:
collull* < Jlullf < exlul.
Definieren wir den Energieraum mit (X, || - || g), so folgt aus der Tatsache, dass (Xj, (-, -)) ein
Hilbert-Raum ist, dass (Xo, (-,-)g) wiederum ein Hilbert-Raum ist.

4. Schritt: Existenz der Losung des Minimierungsproblems (3.17).
Definieren wir

Gw) = ghw,w)s — fi(w) = 3 Julf — fi(w)

= gllwl = ) + atuo,w) = a(w,w) = () +atuo,w)

= %G(U] + 2“0,1”) - f(w)a

so gilt fiir das feste ug und w := u — ugp:

G(u —up) = %a(u + ug, u — ug) — f(u—uo)
1 1

— §a(u,u) — f(u) — (ia(uO,uo) - f(UO))

:meﬂédwmw—fWM)

Somit ist (3.17) dquivalent zu: Finde ein w € X, so dass gilt
G(w) = min{G(w) | w € Xy}. (3.20)
Ferner gilt fiir fi:
[fr(w)] = |f (w) = a(uo, w)| < |f(w)| + [a(uo, )]
<A lwllix + edlluollxwlix < lwllx (£l + lexlluollx)
< Bllw|lg

mit einer Konstanten B > 0.
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Sei w = inf{G(w) | w € Xp}, dann gibt es eine Folge (wy,)nen mit G(w,) — @ fir n — oo.
Fiir alle w € Xy gilt mit f1(w) < |f1(w)]

1 1
Glw) = 3wl - fi(w) = el - Bl

Dies bedeutet, dass G(w) — oo fiir |w||g — oo, d.h. @ > —o0, da G stetig ist. Aus der
Parallelogramm-Identitét

1 1 1 1
Slhwnl% + il = Zllwn = wnlE + 7 lwn + wnll:

erhalten wir, indem wir auf beiden Seiten — f(wy,) — fi(wy,) addieren,

Glwn) + Glwnm) = i\

1 1 1
= 1 lwn = wnllf + 15 (wn + w)l[ = 21 (5 (wn + wyn))

1
|[wy, — me% + ZHwn +me% — fi(wp + wp,)

1 1 5
= ~[Jwn — wnllE + 2G (5 (wn + W) > < [Jw, — me?ﬂ + 2w.
2 4

Somit gilt
1
0< ZHwn —w||% < Glwy) 4+ Glwy,) — 2 — 0fiir n,m — oo.
D.h (wp)nen ist eine Cauchy-Folge in (Xo, || - ||g). Somit existiert ein Grenzwert wy € Xj.
Aufgrund der Stetigkeit von G gilt
G(wp) = G( lim w,) = lim G(w,) =,
n—oo n—oo

und wy ist die Losung von (3.20). O



VORTRAG 4

Einfiihrung in die Theorie der monotonen Operatoren

MARKUS DAUB

In diesem Beitrag fithren wir nun nichtlineare monotone Operatoren ein. Hierzu sind zunéchst
einige wichtige Definitionen notwendig, denen der erste Abschnitt gewidmet ist. Anschlieflend
werden Zusammenhénge zwischen diesen Definitionen in einem Satz aufgestellt und bewiesen.
An diesem Satz koénnen wir dann erkennen, welche Monotonie die stérkste ist. Im letzten
Kapitel befassen wir uns mit Beispielen monotoner Operatoren. Insbesondere wird der p-
Laplace-Operator betrachtet, der eine Verallgemeinerung des Laplace-Operators Au darstellt.
Diesem Vortrag haben die Werke [28],[22],[20] und [18] als Quellen gedient.

1. Grundlegende Definitionen fiir nichtlineare Operatoren

Im Folgenden sei A ein nichtlinearer Operator, der den Banachraum V in den Dualraum V'
abbildet. Die duale Paarung (Au,u) ist dabei folgendermafien zu verstehen: A bildet v € V' in
den Dualraum ab, und Au € V' ist ein lineares Funktional, welches wiederum auf ein Element
u € V angewendet wird.

DEFINITION 4.1. A ist monoton genau dann, wenn
(Au — Av,u —v) >0 fir alleu,v € V.
DEFINITION 4.2. A ist streng monoton genau dann, wenn
(Au — Av,u —v) > 0 fiir alleu,v € V,u # v.
DEFINITION 4.3. A ist gleichmdffig monoton genau dann, wenn
(Au — Av,u —v) = b((Ju = v[])[Ju —v].

Dabei sei b eine streng monoton wachsende, stetige Funktion, die zusétzlich folgende Eigen-
schaften erfiillt:

b:(0,00] — R",
b(0) = 0 und b(t) — oo fir t — oo.
DEFINITION 4.4. A ist stark monoton genau dann, wenn ein ¢ > 0 existiert, so dass
(Au — Av,u —v) > c|lu — v|)? fiir allew,v € V.
DEFINITION 4.5. A ist koerzitiv genau dann, wenn

(Au, u)
i

— oo fiir |Ju|| — oo.

31
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2. Satz iiber Monotonie
Wir iiberlegen,wie die verschiedenen Monotoniebegriffe zusammenhéngen.

SATZ 4.6.

19 Aus der starken Monotonie folgt die gleichmdfige Monotonie.
20 Aus der gleichmdfSigen Monotonie folgt die strenge Monotonie.
3% Aus der strengen Monotonie folgt die Monotonie.

49 Aus der gleichmdfigen Monotonie folgt die Koerzitivitit.

Kurz:
Stark monoton = gleichmdfig monoton = streng monoton = monoton.
Gleichmdf$ig monoton = koerzitiv.

BEWEIS.
Zu 1° : Da A stark monoton ist, existiert ein ¢ > 0, so dass (Au — Av,u —v) > ¢|lu — v
Wir definieren eine Funktion b als b(||u — v||) = ¢||lu — v|| und iiberpriifen die Bedingungen
an b, unter welchen der Operator A gleichméflig monoton ist: b ist streng monoton wachsend,
da b'(JJlu — v||) = ¢ > 0. AuBerdem ist b stetig, da b mit einer linearen Funktion identifiziert
werden kann: Mit der Substitution ¢t = ||u — v|| folgt b(t) = ct. Das Argument der Funktion b
ist stets grofer gleich Null, also gilt: b : [0,00) — R™. Die beiden Bedingungen

b(0) = 0und b(t) — oo fiirt — oo
sind trivialerweise erfiillt.

Zu 2°: Sei (Au— Av,u —v) > b(|lu —v||)||u — v fiir alle u,v € V. Da b streng monoton
wachsend ist und b, an der Stelle Null ausgewertet, Null ist, folgt dass b strikt groBer Null
ist fir u # v, also:

(Au — Av,u —v) > b(|lu —v|])[Ju —v| > 0Vu,v € V,u # v.
Zu 39 : Diese Implikation ist trivial:
(Au — Av,u —v) > 0Vu,v € Viu # v = (Au — Av,u —v) > 0Vu,v € V.

Zu 49 : Es ist
(Au,u) = (Au — A(0) + A(0),u — 0)

(
= (Au — A(0),u — 0) + (A(0),u — 0)
2> b([Jul[lull + {A(0), u)
|

= b([lulD)[ull = [[AO) | [ful].
Da |[(A(0),u)| < ||A(0)]|[Ju] ist, folgt aus (A(0),u) > 0, dass (A(0),u) > —[|A(0)]||w| ist.

Andererseits gilt: Ist (A(0),u) < 0, dann ist (A(0), > = —|(A(0),u)| > —||A(0)]|||u||. Somit
bekommen wir insgesamt die Abschétzung:
(Au,u) .
Tl = b(l[ull) = | ACO)[} fiir w 7 O
und mit der Bedingung b(||u||) — oo fiir [ju|| — oo folgt die Koerzitivitét. O

Also ist die starke Monotonie die stirkste Eigenschaft.
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3. Beispiele fiir monotone Operatoren

Beispiel I. Sei A der in (4.1) beschriebene nichtlineare Operator, der den Banachraum
R nach R abbildet und sei 1 < p < oo (siehe auch Abbildung 1):

o ufP?u firu £ 0
Alw) := { 0 fiiru = 0. (4.1)
> 2
2 b= p=
p<2
1
2 1 1 5 U

-2
ABBILDUNG 1. Funktion (4.1)

Im Folgenden wollen wir den in (4.1) definierten Operator A auf Monotonie untersuchen, und
dabei betrachten wir verschiedene Werte von p.
Als erstes betrachten wir den Fall p = 2. Wir erhalten:

(Au— Av,u —v) = (JuP 2 u — P2 0)(u —v) = (u—0)? > clu—v|?

mit ¢ = 1.

Also ist fiir p = 2 der Operator A stark monoton. Bei der weiteren Untersuchung miissen wir
fiir die Werte von u und v zwei Fille unterscheiden:

1.Fall: Es sei 0 <wv < .

Wir betrachten ein p > 2 : Dann gilt die Abschitzung

R T /0 1)+ ot

u—v
> [C - = e = o
0
Wir erhalten
(Au— Av,u—v) = (WP =P D(w—0v) > lu—ovP " u—v|.

Somit haben wir eine Funktion b(|ju — v|) = |u — v|P~! gefunden, welche die Voraussetzungen
der gleichméfiigen Monotonie erfiillt. Also erhalten wir fiir p > 2 und 0 < v < u gleichméfige
Monotonie.
Fiir p > 1 gilt: (uP~! — vP~)(u — v) > 0. In diesem Fall ist der Operator A also streng
monoton.
2.Fall: Fiir den Fall v < 0 < u brauchen wir folgende Ungleichung fiir a; > 0, [15]:
n n n
Z(ai)o‘ < (Z a;)® < no 1 Z(ai)o‘, falls > 1ist. (4.2)

i=1 i=1 =1
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n n

n
Z(ai)o‘ > (Z a;)® > n*"t Z(ai)o‘, falls0 < a < 1ist. (4.3)
i=1 i=1 i=1
Essei v <0 <wuundp > 2 : Wir erhalten

(Au— Av,u —v) = (WP = [P 2 o) (u—v) = (WP~ + [v]P ) (u —v)

2
> (elu+ o)) Ju—v] = clu—of " u -]
Also ist A gleichméBig monoton, wobei sich die Funktion b ergibt als b(|u — v|) = ¢ |u —
Fiir v <0 <wundp > 1 ergibt sich wie oben

(Au— Av,u —v) = (WP 2u — [oP 2 0)(u —v) = (WP~ + |[u]P 1) (u =+ |v]) > 0.

Folglich ist der Operator streng monoton fiir p > 1 und fiir v < 0 < u. Zusammen mit dem
Ergebnis im ersten Fall fiir p > 1 folgt, dass die strenge Monotonie fiir alle 4 und v gilt.

[Pt

Beispiel II. Nun definieren wir einen stiickweise linearen Operator A, der R nach R
abbildet und folgendermafen definiert ist ( siche Abbildung 2 ):

{u—|—1 firu <0,

Alu) = 1—wu fiiru>0,

(4.4)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei u > v. Bilden wir die Differenz Au — Av, so ergibt

A(u) A

V4N

ABBILDUNG 2. Der Graph von A, definiert in (4.4).

sich:
(u+1)—(v+1) fiiru,v <0
Au—Av =¢ 1—-u)—(1—-v) firu,v>0
(—u+1)—(v+1) firv<0<u (4.5)
u—v firu,v <0 ’
=< v—u firu,v >0

—(u+4wv) firv<0<u.
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Im Folgenden bendtigen wir wieder eine Fallunterscheidung fiir « und v, wobei wir ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit u > v annehmen.

Seien zunichst u und v jeweils als negativ vorausgesetzt. Dann ergibt sich die duale Paarung
(Au — Av,u —v) = (u—v)(u—0) = |u—v|% Fiir u,v < 0 ist der Operator A stark monoton.
Im zweiten Fall seien u,v beide positive reele Zahlen. Wir erhalten nun (Au — Av,u —v) =

(v—u)(u—v) = —(u—v)(u—0v) = —|u—uv|> <0. Also ist der Operator A nicht monoton
fiir u,v > 0.

Der Vollstéandigkeit halber betrachten wir noch den Fall, dass ohne Beschriankung der Allge-
meinheit v < 0 < u. Wir erhalten (Au — Av,u — v) = —(u+v)(u—v) = —(u? —v?) = v2 —u?.
Dieses Ergebnis fiihrt auf eine weitere Fallunterscheidung:

Ist |u| = |v|, so ist (Au — Av,u —v) = v? — u? = 0 und somit A monoton.

Fiir den Fall |u| > |v| erhalten wir (Au — Av,u — v) = v2 —u2 = |v|? — |u* < 0. Somit ist der
Operator A nicht monoton.

AbschlieBend untersuchen wir den Fall |v| > |u|, woraus (Au — Av,u — v) = v? —u? > 0 und
daraus die strenge Monotonie des Operators A folgt. In Anbetracht dessen, dass der Operator

A auf ganz R definiert ist, ist A nicht monoton.

Beispiel III: Der p-Laplace-Operator.
In diesem Abschnitt untersuchen wir eine quasilineare elliptische partielle Differenzialglei-
chung, in der der p-Laplace Operator div(|Vu|P’"? Vu) auftritt:

—div(|VulP 2 Vu) +su=f auf Q,
uw=0 auf 09,

mit 1 < p < oo,s > 0. Hierbei sei € beschrinkt und der Rand 02 sei Lipschitz-stetig.
Zunichst seien noch die Begriffe ”partielle Differenzialgleichung” und ”quasilinear” erklért:

(4.6)

DEFINITION 4.7. Es sei k > 1 eine ganze Zahl. Eine Gleichung der Form

F(VFu(z), V" u(z), -, Vu(z),u(z),z) =0,z € Q c R", (4.7)
wird partielle Differenzialgleichung der Ordnung k genannt. Hierbei ist
VFu(z) :== {D(z), |a| =k}, = (aq,- - , ) ein Multiindex (4.8)
und «; > 0 sind ganze Zahlen, || = a1 + -+ + ap,
olal
D%(z) = _Oulz) = 0z{" -+ Orpu(x). (4.9)

- [ [o7
Dz - Qg

Die Funktion
FR"xR" 'x-+ xR'xRxQ—R
ist gegeben und
u: ) — R

ist die Unbekannte.
DEFINITION 4.8. Die Gleichung (4.7) ist quasilinear, falls sie durch

Z aa(VF 2, - Vu,u, 2) D% + ag(VF ", -+, Vu,u, ) = 0 (4.10)
la|=k

beschrieben wird.
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Die Quasilinearitét der partiellen Differenzialgleichung (4.6) ergibt sich aus folgender Uber-
legung;:

—div(|VulP 2 V) + su = — [VulP 2 div(Vu) + V(| VuP %) - Vu + su
= —|VulP? Au+ V(|VuP~?) - Vu + su.

Im ersten Term tritt der lineare Laplace-Operator Au auf und der Vorfaktor — |Vul|” -2 héngt
nur von partiellen Ableitungen erster Ordnung ab. Im zweiten Term treten die zweiten Ab-

leitungen ebenfalls nur linear auf, denn es gilt:
p—2

V(IVulP?) = V((0z,u)® + -+ + (Op,u)?) 2

n
p—4

P2 (@ 4+ (00,0 V(Y Bn )
=1

wobei in dem Faktor V(Y"1 (8,,u)?) nach Anwendung der Kettenregel die zweiten Ablei-
tungen nur linear auftauchen. Folglich ist die partielle Differenzialgleichung (4.6) quasilinear.
Im Folgenden leiten wir zu dem Randwertproblem (4.6) die schwache Formulierung her. Dazu
multiplizieren wir die Gleichung (4.6) mit der Testfunktion ¢ € I/VO1 P(Q), und so ergibt sich
mit der Umformung

—div(|VulP 2 V)¢ = — div(|Vul’ % Vueg) + |Vul[’ > Vu - Vo

und nach Anwendung des Divergenzsatzes folgender Ausdruck:

/ —div(|VulP? Vu)pdr = / —div(|VulP~? Vue) + |VulP~? Vu - Vodz (4.11)
Q Q

= / |VulP~? Vug - ndo + / |VulP 2 Vu - Vdz
oN Q

= / IVulP~2 Vu - Vodz,
Q
da ¢ auf dem Rand 92 verschwindet. Folglich erhalten wir die schwache Formulierung zu

dem Randwertproblem (4.6):
Finde ein u € W, P(Q), so dass

/(\Vu]p_z Vu-Vé+ sup)dr = / fodr Vo € Wol’p(Q) (4.12)
Q Q

15t.
Fiir die folgenden Untersuchungen definieren wir den Operator A durch

(Au, ¢) = / (IVulP 2 Vu - Vo + sud)dz (4.13)
Q
und das Funktional b € (W, ?(2))’ durch
b,¢) = d 4.14
t.0) = | fods (1.14)

+ z% = 1. Es gilt folgendes Lemma:
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LEMMA 4.9. Sei Q) ein beschrinktes Gebiet des R™ mit Lipschitz-stetigem Rand 0S). Ferner

sei f e LV (Q),p = z%,p > lunds > 0. Fiir p > n2—f2 bildet der Operator A, definiert in

(4.13) den Raum X = Wol’p(Q) in seinen Dualraum ab, d.h. A : X — X', und das Funktional
b, definiert in (4.14), gehirt zu X'. Ferner ist die schwache Formulierung (4.12) dquivalent
zur Operatorgleichung in X'

Au =b.
BEWEIS. Beweis siche [18, S. 60 - 61] O

Im folgenden Abschnitt werden wir den Operator A auf Monotonie und Koerzitivitdt un-
tersuchen. Bei der Uberpriifung auf Monotonie fithren wir zunéchst eine Funktion g ein, die
folgendermaflen definiert ist:

p—2

g:R">R": (- | ¢ (4.15)

LEMMA 4.10. FEs gilt die Abschdtzung fir p > 1:

- agi e . P2 = n
> ,()mmzmm(l,p—l)(C( il® vij e R™.

BewEIs. Wir leiten die Komponenten der Funktion g, definiert in (4.15), nach den Kom-
ponenten von ¢ ab

- p—3

¢

p—2
ij +(p—2)

-

2, ——

e
2|¢

ac;

p

-

4 s+ -2 6

Sei 77 € R™. Ziel der folgenden Rechnung ist nun, eine geeignete Abschétzung fiir die Funktion
g zu bekommen.

0gi . = ~|p—2 _p—4
ééxOmm g’ 5umm+wp—2wqp GiCming
Damit folgt
n 81 . n p2 i
E:g%(ﬁhy_ (Cp &wmr+@—Qde QQmm)
ij=1 > ij=1
Lp—2 2 -4 N
=+ e-2| € nep
_yp—2 FL7)2 _p—2
AP+ - >|“|2 ”Z‘ ) = min(Lp—1)|¢f 7
i~ ¢

Diese Abschétzung bekommen wir aus folgender Uberlegung: zunéchst schiitzen wir den Quo-
()2
)¢l

tienten durch 1 nach oben ab, denn es gilt nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

(Z Gimi)* < ZCZQZUZZ = ‘5‘2 7
i=1 =1 =1
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Um das Minimum {iber alle p in der Abschétzung zu erhalten, miissen wir eine Fallunterschei-
dung machen:

i) p > 2. Dann istl + (p — 2)

[~

¢’ > 1, da der Summand (p — 2) S22 ersBer Null ist
L =i

ii) 1 < p < 2. Wir erhalten —(2 — p) IEICT|7%|2 —(2 — p) und damit
7

1+(p—2)%:1_(2—P)M>1—(2—p):p—1.

O

SATZ 4.11. Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.9 ist der Operator A streng monoton
und koerzitiv auf VVO1 P(Q).

BEwEIS. Wir untersuchen zunéchst die strenge Monotonie des Operators A, wobei Lem-
ma 4.10 die entscheidende Abschétzung liefern wird.

(Au — Avyu — v) =
= / |VulP~2 VuV (u — v) 4 su(u — v)de — / IVo|P 2 VoV (u — v) + sv(u — v)d
) )

= / |VulP~2 Vu(Vu — Vo) — Vo2 Vo(Vu — Vo) + su(u — v) — so(u — v)d
Q

:/(Vu—VU)(|Vu|p2Vu— |Vv]p2Vv)dx+s/ lu —v|? da

Q Q

:/Z(@iu—aiv)(gi(Vu)—gi(Vv))daH—s/ lu —v|* da.
Qi Q

Mit der Umformung ¢;(Vu) — g;(Vv) = fol %gi(VU + 7(Vu — Vu))dr folgt
(Au — Av,u — v)

/Z / dci_(gi(vv—{—T(VU—Vv))deJ:—i—s/Q|u—v|2dm_

Vertauschung der Summation und Integration liefert

(Au — Av,u —v)

// Zau—av (gl(VU—FT(V’LL—VU))dei'—FS/‘u—v’ dx.

Mit der Kettenregel % =i gg; % folgt weiter
(Au — Av,u — v)

/ / 892 (Vo +7(Vu — Vv))%(&u — Ojv)drdx + s/ lu — v|? dz.
8CJ or 9]
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Da (; = 0jv + 7(0ju — 0;v) ist, erhalten wir mit %LTJ = O0ju — 0jv
(Au — Av,u — v)

/ / ggl Vo +7(Vu — Vv))(9ju — 0;v)(9iu — dv)drdr + 3/ u —vf* da.
; 0

2 —|P—2
Mit der Abschétzung ZZJ‘:1 g—g]?(C)nmj > min(1,p — 1) M |7]* mit den Argumenten

f: Vv +7(Vu — Vv),n; = 0ju — v und n; = d;u — 0jv folgt weiter

1
(Au—Av,u—v)Zc/ |Vu—Vv]2/ |Vv—|—T(Vu—Vv)|p2dex+s/ lu —v|? da
Q 0 Q
>0 fir u#wv,8 >0,

also ist der Operator A streng monoton. Besonderer Beachtung ist noch dem Fall s = 0
zu schenken. Ist nun s = 0, so entféllt der Summand s [, [u — v|2 dz, welcher fir u # v

strikt grofer Null ist. Der Summand [, [Vu — Vol|? fol Vo + 7(Vu — Vo) [P~ 2 drd ist genau
dann Null, wenn sich die Funktionen «undv nur durch eine Konstante unterscheiden. Dies
ist jedoch im Sobolevraum WO1 P nicht moglich. Ferner wollen wir fiir den Operator A die
Koerzitivitdt nachweisen.

(Au, u) :/(|Vu|p2Vu-Vu+suu)dx:/ |Vu|p—|—s/u2dac
Q

= |Vull}, o) + slullzy) = IVul] q)-
Also
(Au,u) > HVuH’zp(Q). (4.16)

Da wir den Sobolevraum X = I/VO1 P zu Grunde gelegt haben und wegen der Ungleichung von
Pioncaré-Friedrichs die Normen ||ul[y1.0(q) und |[Vul| (o) dquivalent sind, d.h.

[ull x ~ [Vully, @) bzw. e[ Vull ) < lullx < c2llVullp, @),
ergibt sich:

(Au, u) (4;6) HVUHZ(Q)
lull x = el Vully, @

1 llullx—oo
HV ull” @) 257 o0, fallsp > 1.

Somit ist die Koerzitivitdt des Operators A nachgewiesen. O

Beispiel IV: Verallgemeinerung von Beispiel I1I. Zum Schluss betrachten wir nun
noch ein Beispiel, welches eine Verallgemeinerung zum vorhergehenden Beispiel 111 darstellt.
Gegeben sei das Randwertproblem

—div(|VulP 2 Vu) + g(u) = f  auf Q,
u=20

auf 0 (4.17)

mit 1 < p < oo.
Analog zum Beispiel III leiten wir die schwache Formulierung zu (4.17) her und definieren
folgende Operatoren:

(Aju, @) = /Q \VulP~? VuV¢dz, (4.18)
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(Agu, &) = / g(w)ddz, (4.19)

Q
(0.0) = | foda (4.20)

Zuniéchst beweisen wir folgendes Lemma, um zu zeigen, welche Forderungen an die Funktion
g gestellt werden miissen.

LEMMA 4.12. Sei € ein beschrinktes Gebiet des R™ mit Lipschitz-stetigem Rand 0. An die
stetige Funktion g : R — R stellen wir folgende Wachstumsbedingung:

l9(s)] < e(1+s["), (4.21)
wobei 1 < r < o0 ist. Firl < p < nundr < n"Tpp bildet der Operator As den Raum X =

Wol’p(Q) in seinen Dualraum X' ab und ist beschrinkt.

BEWEIS. Der Operator As wurde definiert durch

(21,0) = [ glu)oda (4.22)

Nun leiten wir eine geeignete Abschatzung fiir den Operator As her, so dass wir direkt die
Beschrinktheit des Operators As ablesen kénnen und eine Aussage dariiber treffen kénnen,
dass der Operator Ay in den zu dem Raum X zugehérigen Dualraum X’ abbildet. Es ist

.6 = | [ gtwoas] < [ latwlas < [ latw ol do
< [ ettt el

aufgrund der Wachstumsbedingung (4.21). Mit der Holder-Ungleichung und mit % + % =1

und g = n"—i, erhalten wir

1
(A, ) gc</(1+yuv N da)d / 6] do)
Q
< ”*1H .
e (R Dl I
Mit der Dreiecksungleichung folgt
[(Azu, @) < e(1 + Jlull ) ISl - (4.23)

Wir bemerken, dass der Sobolevraum X = I/VO1 P stetig in L7 eingebettet ist und LY stetig in
L=D4" cingebettet ist, falls ¢ > (r —1)¢’ ist (siehe [18, S. 61]). Die Ungleichung ¢ > (r —1)q’
formen wir um, und erhalten

02 (1= 1) % (= 1)y <= o (- 1)

1 1 1 1
)S—/:1——+—<:)7“(—
q p n p

1
——)<1
n)_

==
S|+

np
n—p
Somit erhalten wir fiir r < J*5 aus (4.23) die Ungleichung

[(Asu, §)] < e+ [fully Dl x- (4.24)

sSr<
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Die Operatornorm ist definiert als
[Azul|x, :== sup [(Azu,¢)].
peX
9l x <1

Aus (4.24) folgt || Agully, < c(1+ [|ul’s ). Folglich bildet der Operator As den Sobolevraum
X in seinen Dualraum X’ ab, da die Norm existiert und aus der Abschitzung folgern wir,
dass der Operator Ay beschriankt ist. O

LEMMA 4.13. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Lemma 4.12 erfiille g die Koerzitivitits-
bedingung infser g(s)s > —oo und es sei p > 1. Dann ist der Operator A = A1+ Ay : X — X'
koerzitiv.

BEWEIS. In Beispiel III haben wir gezeigt, dass (Aju,u) > HVuHIzp(Q) (siehe (4.16)).
AuBerdem folgt aus der Koerzitivitdtsbedingung fiir die Funktion ¢ die Abschitzung

(Agu,u) = / g(u)udr > —co,co € RT.
Q
Nun wollen wir zeigen, dass A = A; + Ay koerzitiv ist. Dabei nutzen wir aus, dass in W, ()
die Norm H'”Wl’p(Q) fquivalent zur Halbnorm [[Vul|, ist.
0

(Au,u)  (Aju,u) N (Agu, u) S (Aju,u) (Agu, u)

fullxy — llullx lullx — eVuly, dVulg,q
Va7 1 IVl 2y 00
Lp(Q) €0 _ _Hqu}z—(lQ) _ ‘% L) oo fiirp > 1.
clVull, ) clVullp, @ ¢ v cllVaull,

Also ist der Operator A koerzitiv. O






VORTRAG 5

Hauptsatz iiber monotone Operatoren, I

ANIKA REIMANN

Nach der Einfiihrung monotoner Operatoren im vierten Vortrag, wollen wir uns im Folgenden
Gedanken dariiber machen, wie man den Satz von Lax-Milgram aus dem zweiten Vortrag auf
monotone Operatoren verallgemeinern kann. Dies geschieht im Hauptsatz iiber nichtlineare
monotone Operatoren. Um diesen einfithren zu kénnen, miissen wir aber zunéchst noch einige
Definitionen und Séatze betrachten. Simtliche in diesem Vortrag auftretende Vektorrdume sind
R — Vektorrdume.
1. Vorbereitende Sitze und Definitionen
DEFINITION 5.1. Vollstédndige normierte Rdume nennt man Banachridume.

Als néchstes definieren wir die Dichtheit und mithilfe der Dichtheit einen separablen Raum.

DEFINITION 5.2. Sei V' ein metrischer Raum mit Metrik d. Dann ist M C V dicht in V' genau
dann, wenn

Ve>0 YoeV JmeM:dv,m)<e.

Dies ist #iquivalent zu der Aussage M =V, d.h. jeder Punkt v € V ist Grenzwert einer Folge
aus M.

BEISPIEL 5.3. @ liegt dicht in R.

DEFINITION 5.4. Ein metrischer Raum heifit separabel genau dann, wenn es eine abzahlbare
dichte Teilmenge gibt.

Wir wollen uns diese Definition mithilfe von Beispielen verdeutlichen.

BEISPIEL 5.5. Die Sobolevriume W#P(Q), k € Ny, 1 < p < oo sind separabel. Dies wird in
[2, Seite 54ff.] gezeigt.

BEISPIEL 5.6. Die Rdume [P sind separabel fiir 1 < p < oo mit

P i= {{tn}nen : tn €R; Y [tal’ < o0}

n=1

o0 ’
lollp = <Z !M”) :
n=1

Einen Beweis dafiir findet man in [22, Satz 8.6].

Sie tragen die Norm

43
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SATZ 5.7. Ein normierter Raum V ist separabel genau dann, wenn es eine abzdihlbare Teil-
menge A gibt, mit V = spanA.

BEWEIS. Sei V separabel. Aus V = A erhalten wir sofort V = spanA.
Sei andererseits A abzdhlbar und V = spanA. Wir definieren die Menge

B .= {Z)\ﬂ),\n eN) )\ € Q,UZ’ S A} .

i=1
B ist abzihlbar, da IN, @Q und A abzéihlbar sind.
Falls folgendes gilt:

YVoeV Ve>0 FyeB:|v—y|<e,
ist B eine abzdhlbare dichte Teilmenge von V. Sei nun v € V = spand und wihle yg € spanA,
n

so dass ||[v — yol| < 5. Da yp € spand ist, existieren \; € R und v; € A, so dass yo = > A\jv;.
i=1

n
Wiihle \; € Q mit |\; — M| < . iall - Dann ist y = > Mu; ein Element aus B und es gilt
Vi i=1
i=1

n
3
lo =yl < llv = goll + llyo — yll < 5 + max|Ai = X Do lill <.
=1
0

Wir brauchen nun noch die Definiton eines reflexiven Raumes. Dazu miissen wir uns aber
zunéchst klar machen, wie Dualraum und Bidualraum eines normierten Raumes aussehen.

DEFINITION 5.8. Der Raum L(V,RR) der stetigen linearen Funktionale auf einem normierten
Raum V heifit der Dualraum von V und wird mit V' bezeichnet.

BEMERKUNG 5.9. Ist der Raum V normiert, dann definiert folgender Ausdruck eine Norm
im Dualraum V' von V:

v eV : ||V]| = sup |v'(v)].
[[of| <1

SATZ 5.10. Bei Hilbertrdumen H kann der Dualraum mit H identifiziert werden.

Der Satz folgt aus dem Rieszschen Darstellungssatz, der bereits als Satz 2.9 formuliert wurde
und jetzt bewiesen wird.

SATZ 5.11 (Rieszscher Darstellungssatz).

Sei V.= H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (.,.). Dann wird fiir jedes feste z € H durch
f(w) = (v,z) eine stetige Linearform auf H definiert. Umgekehrt gibt es zu jeder stetigen
Linearform f auf H genau ein z € H, so dass

fw)=(v,z) YveH (5.1)
gilt. Es st || f|| = ||z||-
BEWEIS. Wir zeigen, dass die Abbildung
g: H— R, mit g(x) := (x, z) fiir festes z € H

eine stetige Linearform ist.
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Linearitat: Seien A\, u € R und v, w € H, dann gilt

g(Av + pw) = (Av + pw, z)
= (\v, 2) + (pw, z)
— Mo, 2} + uw, 2)
= Ag(v) + pg(w).

Stetigkeit: Die Beschrinktheit kann man folgendermaflen zeigen

l9(0)| = [{v, 2)| < [Jo]ll|=]-

Da z fest ist, folgt die Beschranktheit und somit die Stetigkeit aus

lg(v)] < e(2)]|v]l-

Sei nun umgegehrt f € H' gegeben. Wir zeigen, dass f auf eindeutige Art wie in (5.1) darge-
stellt werden kann.

1. Schritt: Wir wollen die Eindeutigkeit mithilfe eines Widerspruchbeweises zeigen.
Wir nehmen an, es existieren z,w € H, mit z # w, fiir die f(v) = (v,2) = (v, w) gilt. Gilt
aber (v, z) = (v,w) fiir alle v € H, so folgt

(v,z—w)=0 VveH.

Das heifit, es gilt z — w = 0 und damit z = w, was im Widerspruch zur Annahme steht. Die
Eindeutigkeit ist also erfiillt.

2. Schritt: Nun gilt es, die Existenz zu zeigen, d.h. zu jeder stetigen Linearform f € H'
existiert ein z € H mit f(v) = (z,v) Yv € H.

Im Spezialfall f = 0 muss offensichtlich z = 0 gewé&hlt werden.

Voriiberlegungen: Wir bezeichnen im folgenden das orthogonale Komplement zu ker f mit
ker f+. Sei f # 0. Dann lisst sich H darstellen als

H=ker f @ker fX mit ker f+ # {0}.

Das heifit, fiir jedes v € H existieren eindeutig bestimmte Elemente v; € ker f und vy € ker f+
mit v = v1 4+ v2. Da f|e g1 €in Isomorphismus von ker f L in R ist, ist ker f* eindimensional.
Somit gilt fiir jedes 0 # vy € ker f1: span vy = ker f1. Das heift, fiir alle v € H existiert ein
«a € R und ein y € ker f, so dass v = avg + y. Wir erhalten also

f(v) = flavo +y) = af(vo) + f(y) = af (vo).

Wir wollen nun zeigen, dass es ein z € H gibt, fiir das (v, z) = f(v) gilt. Fiir z := (ﬁévgo))

mit vy € ker f* erhalten wir

(v,2) = (g + y, 2) = vy, 2) + (Y, 2).
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Da nach Voraussetzung y € ker f und z € ker f* sind, gilt (y, z) = 0. Es folgt damit

21 = e o)

Es existiert also tatséchlich fiir jedes f ein z, so dass (v, z) = f(v) gilt.

3. Schritt: Wir miissen nun noch zeigen, dass ||f|| = ||z| gilt.
111 < [l2]] -
[fll'= sup |f(v)] = sup |(v,2)] < sup [vll]lz]| =[]
[[oll=1 l[ol=1 l[o]l=1

111> [l2]l -

[fll'= sup |f(v)] = sup |(v,2)]

[[oll=1 l[ol=1

Wiéhle v = ;. Dann folgt

||f||_|( 2)| = ( )| =l H 1= =1

O

SCHLUSSFOLGERUNG 5.12. Es folgt also aus dem Rieszschen Darstellungssatz, dass der Dual-
raum eines Hilbertraums aus stetigen linearen Funktionalen besteht, fiir die gilt || f|| = ||z||-
Der Dualraum ist also isomorph zum Hilbertraum.

BEISPIEL 5.13. Wir betrachten den Raum /2. Der Raum [? hat die Norm

o 3
[oll2 = (Z \tn!2>
n=1

Das dazugehorige Skalarprodukt ist

o0

(v,w) = Zvn Wy,

n=1
12 ist ein Hilbertraum und es gilt der Rieszsche Darstellungssatz.

DEFINITION 5.14. V sei ein normierter Raum, V’ sein Dualraum und V" := (V’)" der Dual-
raum des Dualraums V’. Wir bezeichnen V" als Bidualraum. Fiir v € V ist durch

i) : V' =R, (i(v)@) =v"(v)

ein Element aus V" definiert. Die Abbildung 7 : V' — V" wird als kanonische Einbettung
bezeichnet.

SATZ 5.15. Die kanonische Abbildung i ist ein injektiver Homomorphismus auf R-Vektorrdum-
en.
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BEwEIS. 1. Schritt: Wir zeigen, dass ¢ linear und stetig ist.
Zunichst die Linearitéit. Seien v,7 € V, v/ € V/ und A\, u € R, dann gilt:

(i(Av + pv))(v") = o' (Ao + o)

= ' (v) + ' ()

= (Xi(v))(v) + (ui(7))(v")

— (Ni(v) + i (3) ().
Wir erhalten also

i(Av 4 pv) = Ai(v) + pi(0).

Dabher ist i eine lineare Abbildung. Wir zeigen nun die Stetigkeit. Dazu zeigen wir die Be-
schréanktheit der Operatornorm von 4.

Hﬂ’V” = sup H ( )”V”
v#0 veEV HUHV

. /
N 101041
v£0 vEV VA0 V' EV HUHV”U ”V’

. [/ (v)
= sup  sup 7
v#0 vEV v/ £0 o' €V [vllv[|v][ve

- lollv [/ llve
< p sup i
v#£0 VEV v/ #£0 v/ V! lvllv v’y
=1.

Die Operatornorm von i ist also beschrankt und somit ist ¢ stetig.

2. Schritt: Es ist nun zu zeigen, dass gilt: keri = {0} in V.
Wir nehmen an, es existiert ein 0 # v € V mit i(v) = 0 € V”. Es folgt

(i())=2(v)=0 Y eV.
Nach einer Folgerung [3, 4.4 Folgerung| des Satzes von Hahn — Banach [3, 4.2 Satz| gilt aber
Vw €V mit w#0 Fw € V' mit w'(w) = 1.
Daher muss v = 0 erfiillt sein, was im Widerspruch steht zu der Annahme v # 0 und daher
ist keri = {0}. O
DEFINITION 5.16. Ein Banachraum V heifit reflexiv, wenn die kanonische Einbettung i sur-
jektiv ist.

SCHLUSSFOLGERUNG 5.17. Da in einem reflexiven Raum V =2 V" ist und V" ein Banachraum
ist, miissen reflexive Rdume Banachriume sein.

SATZ 5.18. Jeder Hilbertraum ist reflexiv.

BEWwWEIS. Um zeigen zu konnen, dass alle Hilbertraume reflexive Rdume sind, miissen wir
zweimal den Rieszschen Darstellungssatz, Satz 5.11, verwenden. Zunéchst gilt mit dem Riesz-
schen Darstellungssatz, dass jedes f € H' durch genau ein zy € H erzeugt wird. Wir kénnen
also ein Skalarprodukt in H' durch (f, g) ;» = (2y, 2¢) ;y definieren. Dieses Skalarprodukt erfiillt
die Eigenschaft

VA D =820 = gl = £l
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H’ ist also ein Hilbertraum.

Mit dem Rieszschen Darstellungssatz erhalten wir wieder, dass jedes F € H” erzeugt wird
durch genau ein gr € H', d.h. es gilt F(f) = (f,g9r) . Sei i : H — H" die kanonische
Abbildung. Dann gilt

F(f)={f9r) i = (2, 290 ) ir = [(2g) = (ilz))(f)  Vfe€H.
D.h. fiir jedes F € H" existiert ein z € H, so dass i(z) = F. Also ist H"” = i(H). Damit ist
die Surjektivitdt der kanonischen Abbildung i gezeigt, also ist H reflexiv. O

SATZ 5.19. V sei ein reflexiver Banachraum. Dann ist V genau dann separabel, wenn V'
separabel ist.

BEWEIS.
1. Schritt: V' sei separabel. Damit ist auch Sy» = {v' € V' : ||| = 1} separabel. Sei

{v],v},...} dicht in Sy-. Fiir jedes i wihle v; € Sy mit [v](v;)| > 3. Wir definieren U :=

span{vy,va,...}. Es ist nun zu zeigen, dass U dicht liegt in V. Dazu zeigen wir: Ist v/ € V'
mit v"U =0, so folgt v = 0. Hieraus folgt wegen [25, Korollar 3.1.9], dass U dicht in V liegt.

Sei also v € V/ mit U‘/U = 0 und v # 0. Ohne Einschrénkung sei [|¢'|| = 1. Wir wihlen ein
v}, € Sys mit [|v' — ] || < § und erhalten folgende Ungleichung (beachte, dass v'(v,) = 0, da
v;, € Sy C U und v"U =0):

= [vj, (vig) — V' (V)]
< v, — ' [[llv

1
S Za

was einen Widerspruch erzeugt. Es muss also v'=0 gelten.

2. Schritt: Sei V separabel. Wegen der Reflexivitit von V gilt V' = V” und damit ist
V" ebenfalls separabel. Es folgt aus dem ersten Schritt, dass V' separabel ist. O

2. Die Galerkingleichungen
Galerkingleichungen ermdglichen das ndherungsweise Losen der Operatorgleichung
Au=f, mit A:V — V',

wobei V' unendlich-dimensional ist und A nichtlinear sein kann. Da Au und f Elemente aus
dem Dualraum V' sind, kann man die Gleichung auch folgendermaflen ausdriicken

Gesucht ist u € V, so dass: (Au,v) = (f,v) Yv eV,

wobei (.,.) die duale Paarung zwischen Elementen aus V und V' bezeichnet. Die grundlegende

Idee ist, die Operatorgleichung zunéchst nur auf endlichdimensionalen Teilrdumen V,, C V mit
oo

J Vi =V zu betrachten und auf V;, Galerkingleichungen zu formulieren. Durch {wq, ..., w,}
n=1

sei eine Basis von V,, gegeben. Untersucht wird also das Problem:

Gesucht ist u,, € V,,, so dass: (Auy,,v) = (f,v) Vv e V.
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Wir kénnen nun v € V,, durch eine Linearkombination von Basisvektoren

n
v = E )\Z’U)Z
i=1

darstellen. Unser Problem lautet jetzt

Gesucht ist u,, € V,,, so dass: <Aun, Z )\iwi> = <f, Z )\iwi>
i=1 i=1

fiir alle (A1, ..., \p) € R™.
Dies ist dquivalent zu

n n
Gesucht ist u,, € V,,, so dass: Z)\i(Aun,wi> = Z il f,w;) (5.2)
i=1 i=1
fiir alle (A1, ..., \p) € R™.
Diese Gleichungen miissen insbesondere fiir A\; = (0, ...,0,1,0,...,0) mit 1 an der j — ten Stelle
erfiillt sein, was zu den folgenden n Gleichungen fiihrt:

Gesucht ist u,, € Vi, so dass: (Auy,,w;) = (f,w;) fir i=1.n. (5.3)

Falls andererseits u,, eine Losung von (5.3) ist, so folgt durch Multiplikation der Gleichun-
gen (5.3) mit den A; und anschlieBendes Aufaddieren, dass u, auch eine Losung von (5.2)
ist. Die Formulierungen (5.2) und (5.3) sind also #quivalent. Die Gleichungen (5.3) werden
Galerkingleichungen genannt.
Wir kénnen die Galerkingleichungen mit der sogenannten Galerkin — Methode 16sen. Bei der
Galerkin — Methode stellen wir u,, mit Hilfe der Basis von V,, dar, also
n
Up = Z ClnWk-
k=1

Die Galerkingleichungen lauten dann

Gesucht ist (1, ..., ) € R", so dass: <A (Z c/mwk> ,wi> = (f,w;) (5.4)
k=1
fir ¢=1...n.

Linearer Fall: Ist A linear, dann ist (5.4) dquivalent zu

n
Gesucht ist (cip, ..., cnn) € R, so dass: chm(Awk,wi> = (f,w;) fir i=1..n.
k=1
Wir haben also fiir die n Koeffizienten ¢, (k = 1...n) n Gleichungen. Die Operatorgleichung
wurde also auf ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen fiir die n Koeffizienten cg,,
zuriickgefithrt. Wir kénnen dann, die u,, aus den ¢y, berechnen. Die Matrix (Awg, ws) ;1 .,
wird als Steifigkeitsmatrix bezeichnet. Das Lemma von Céa sagt uns, dass die u, in ihrem

o

jeweiligen Raum V,, die beste Anndherung an u sind und aus |J V,, =V folgt, dass die Folge
n=1

{un}nen gegen die Losung u aus der Ausgangsgleichung konvergiert.
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SATZ 5.20 (Lemma von Céa). [19] Es gelten die Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram,
V sei ein Hilbertraum. Dann existiert fiir ein gegebenes f € V' eine eindeutige Losung u € V,
so dass
(Au,v) = (f,v) YveV.
Ferner existiert eine eindeutig bestimmte Galerkinlésung u, € V,,, mit
(Aup,v) = (f,v) Vv € V.
Es gilt folgende Abschdtzung
Cc1 .
_ < 2L nf _
e = unlly < = nf flu—wly,
wobei ¢1 und co Konstanten aus den Ungleichungen des Satzes von Lax-Milgram sind.

Nichtlinearer Fall: Ist A nichtlinear, dann lautet das Problem

Gesucht ist (cip, ..., Cnn) € R", so dass: <A (Z cknwk> ,wi> = (f,w;)
k=1

fir 71=1...n.

Man stellt das nichtlineare Gleichungssystem fiir die Koeflizienten c,, auf, und 16st es. Da-
durch erhélt man eine Losung u, des endlich-dimensionalen Problems auf V,, und fiir ver-
schiedene n € N eine Folge von Funktionen u,,, die jeweils das endlich-dimensionale Problem
auf V,, 16sen. Im linearen Fall folgt aus Céas Lemma, dass die Folge der u,, gegen eine Losung
der Ausgangsgleichung konvergiert. Die Existenz einer Losung ist im linearen Fall durch den
Satz von Lax-Milgram gesichert. Im nichtlinearen Fall wird die Argumentation umgekehrt.
Unter geeigneten Voraussetzungen an den Operator A (siche Satz 5.25) kann gezeigt wer-
den, dass die aus den Galerkingleichungen gewonnene Folge {u,},cn eine Teilfolge besitzt,
die gegen ein Element u € V konvergiert, von dem schliefllich gezeigt werden kann, dass es
Losung der urspriinglichen Operatorgleichung ist. Fiir diese Vorgehensweise muss allerdings
der Konvergenzbegriff in V' abgeschwicht werden.

3. Schwache Konvergenz

DEFINITION 5.21. Eine Folge {v, }nen in einem normierten Raum V' heifit schwach konver-
gent gegen v € V, wenn
lim v/ (v,) = v'(v) ' e V',

n—oo
Man schreibt dann auch v,, — v in V.

SATZ 5.22. Im Allgemeinen folgt aus schwacher Konvergenz nicht Konvergenz.

BEWEIS. Diesen Beweis kénnen wir mithilfe eines Gegenbeispiels im Raum [? fithren. Wir
zeigen dazu zunéchst, dass die lineare Hiille der Einheitsvektoren

£=1{(1,0,0,...),(0,1,0,...), ..}

dicht liegt in der Menge [?. Wir zeigen dann, dass die Folge der Einheitsvektoren schwach
gegen 0 konvergiert, aber nicht stark.

1. Schritt: Wir zeigen, dass span & = 2.
Sei t = {t, nen € I2. Es gilt zu zeigen, dass eine Folge

{vn}nen C span{(1,0,0,...),(0,1,0,...),...}
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existiert mit v,, — t. Setze

vy == 11(1,0,0,...)
v :=11(1,0,0,...) +t2(0,1,0,...)

Wir erhalten also
o0

lon =t = > Il

k=n+1
woraus

lim |[v, —t[| =0
n—oo
folgt. Die lineare Hiille der Einheitsvektoren £ liegt also dicht in der Menge 2.

2. Schritt: Wir zeigen die schwache Konvergenz der Folge {e;, }nen mit e, = (0,...,0,1,0,...)
mit 1 an der n — ten Stelle gegen 0.

Wie wir aus dem Beispiel 5.13 wissen, ist [? ein Hilbertraum und es gilt der Rieszsche Dar-
setllungssatz, d.h.

Vo' € (1?) 3z €1? sodass v'(v) = (v,2) = Zvn czn Vv el
n=1

Es folgt daher

V' (ej) = Zejn Zn = Zj
n=1
[e.e]
Da aber Y |z,|? < oo ist, folgt
n=1

lim v'(e;) = lim z; = 0 =/(0).

Die Folge der Einheitsvektoren ist daher schwach konvergent, gegen 0 € 2. Aber wegen
le; =0l =1 VjeN
liegt keine starke Konvergenz vor. O

SATZ 5.23. Aus Konvergenz folgt schwache Konvergenz.

BEWEIS. Da v’ € V' = L(V,R) ist, ist v’ stetig und daher folgt aus v,, — v auch v/'(v,) —
V' (v). O

Der folgende Satz ist fundamental fiir den Beweis des Hauptsatzes iiber monotone Operato-
ren. Mithilfe dieses Satzes kann aus der Folge der Galerkinltsungen eine schwach konvergente
Teilfolge extrahiert werden, von deren Grenzwert gezeigt werden kann, dass er die urspriing-
liche Operatorgleichung 16st. Der Satz kann auch fiir nichtseparable Ridume gezeigt werden,
(siehe [25, Theorem 3.3.7]) wir wollen uns aber auf den separablen Fall beschrinken, weil wir
ihn auch nur in diesem Zusammenhang fiir den Beweis des Hauptsatzes (Satz 5.25) benétigen.

SATZ 5.24. In einem separablen, reflexiven Raum besitzt jede beschrinkte Folge eine schwach
konvergente Teilfolge.
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BEWEIS. Da V reflexiv und separabel ist, ist nach Satz 5.19 auch V' separabel mit
= {v], v}, ...}

1. Schritt: Wir konstruieren uns eine Folge, die konvergent ist beziiglich der Menge {v],v5, ...}
{vn, }n,en sei beschriinkte Folge in V. Dann ist auch {v](vpn,)}n,en eine beschriinkte Folge
in R wegen der Stetigkeit von v]. Wegen des Satzes von Bolzano — Weierstrass [13, Satz 23.2
Seite 156] enthiilt sie eine in R konvergente Teifolge {v(vn,) }noeN- {VUny tnsen ist aber auch
eine beschrinkte Folge, da sie ja Teilfolge von {vy, }n,en ist. Wiederum wegen der Stetigkeit,
ist {v}(vny) tnyen eine beschrinkte Folge in R. Es existiert daher eine konvergente Teilfolge
{v}(Ung) }nsen usw.. Man konstruiert nun eine Teilfolge von{vy,vs, ...}, indem man das erste
Glied der ersten Teilfolge {vy, }n,en nimmt, das zweite der zweiten Teilfolge {vn, tn,en ete.
und erhélt so eine Teilfolge {vy,, }n,en, fiir die v} (vy, ) konvergent ist beziiglich ny, fiir alle 4.
Die so ausgewéhlte Teilfolge bezeichnen wir im folgenden mit {v, }pen-.

2. Schritt: Wir zeigen, dass {v'(v,)}nen Cauchyfolge ist fiir alle v' € V'. Sei ¢ > 0 und
v/ € V. Wéhle ¢ € N mit ||v] — /|| < ¢ und setze M := sup ||v,||. Dann gilt, folgende

Ungleichung, falls m und n hinreichend gro8 sind, d.h. |v}(vy,) — v} (vy,)| < e:

[V (0n) = V" (vin)| < [0 (0n) — Vi (vn)] 4 [V;(0n) — Vi (V)] + [V} (vm) — V' ()]
< (0" = v})(vn)| + &+ |(v] — V') ()]
< [l = villllvall + & + v = V|| lvm]|
< M| — ol +
<2Me +¢
= (2M + 1)e.

{v'(v) bnen ist folglich Cauchyfolge in R. Wir haben damit allerdings noch nicht gezeigt,
dass v, schwach gegen ein v konvergiert.

3. Schritt: Um zeigen zu konnen, dass v, schwach gegen ein v konvergiert, miissen wir
erst noch den Grenzwert hm v (vn) untersuchen.

Wir betrachten dazu die Abblldung

[:v — lim v/'(vy,),
n—od
und zeigen, dass [ eine lineare und stetige Abbildung von V/ — R, also ein Element aus V",
ist. [ ist wegen des 2. Schrittes wohldefiniert und, da die Limesbildung und v’ linear sind, ist
auch [ linear. Zu iiberpriifen ist also nur noch die Stetigkeit, die dquivalent zur Beschranktheit
ist.
1) = lim v'(v,)] = lim ' (vy)] < [Jv']| M
n—oo n—oo

Da also auch Stetigkeit vorliegt, ist [ € V”. Da V reflexiv ist, existiert ein v € V mit [ = i(v).
Es gilt also

(V) = (i(v))(") =2 (v) = lim V' (v,) V' eV

n—oo

Daher gilt v,, — v. O
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4. Hauptsatz iiber monotone Operatoren

Nach den vorbereitenden Abschnitten sind wir jetzt in der Lage, den Hauptsatz iiber mono-
tone Operatoren zu formulieren.

SATZ 5.25 (Hauptsatz iiber monotone Operatoren). (von Browder, Minty 1963, [28])
Es sei A ein monotoner, koerzitiver und stetiger Operator, der den reellen, separablen, refle-
ziven Banachraum V in seinen Dualraum V' abbildet. {wy,ws, ...} sei eine Basis in V. Fiir
die Operatorgleichung

Au = f (5.5)

und die Galerkingleichungen
a(un, wp) = (Aun, wi) = (fwe) k=1,...n; up€Vy (5.6)
gelten folgende Aussagen:

(1) Lésungsmenge von (5.5):
Fiir jedes f € V' besitzt die Gleichung (5.5) eine Ldsung. Die Ldsungsmenge ist
beschrinkt, konver und abgeschlossen.

(2) Galerkin — Methode: Fulls dimV = oo, dann besitzen die Galerkingleichungen
(5.6) fiir jedes n € N eine Lisung uy, € V;, und die Folge {uy}nen hat eine schwach
konvergente Teilfolge u,, mit

. !
Uy —u €V  firn — oo,

wobei u eine Lisung von (5.5) ist.

(3) Eindeutigkeit:
Ist A streng monoton, dann sind die Gleichungen (5.5) und (5.6) eindeutig [dsbar in
V bzw. V,.

(4) Inverser Operator:
Falls A streng monoton ist, dann existiert A~1 : V! — V. A~ ist streng monoton,
stetig und beschrdnkt.
Falls A gleichmdflig monton ist, dann ist A~ stetig.
Falls A stark monoton ist, dann ist A~' Lipschitz-stetig.

(5) Starke Konvergenz der Galerkin Methode:
Es sei dimV = oco. Ist A streng monoton, dann konvergiert die Folge von Galerkin
Lésungen {un fnen von (5.6) schwach in V' zur eindeutig bestimmten Ldsung u von
(5.5).
Ist A gleichmdj$ig monoton, dann konvergiert {un tnen stark in 'V zu der eindeutig
bestimmten Ldsung u von (5.5).

(6) Nichtseparable Riume:
Ist V' nicht separabel, dann gelten (1), (3) und (4).

Der Beweis des Satzes folgt in Vortrag 6.

BEMERKUNG 5.26. Der Hauptsatz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Lax-Milgram.
Dass dies tatséchlich so ist, zeigen wir im Folgenden dadurch, dass wir iiberpriifen, ob ein
Operator, der die Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram erfiillt auch die des Haupt-
satzes erfiillt. Es gilt also die Monotonie und die Koerzitivitdt nachzupriifen.

Monotonie: Nach Voraussetzung ist unser Operator V' — elliptisch, d.h. es gilt

(Au,u) > c|jull? YueV
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und somit
(A(u —v),u —v) > clju —v||%, Vu,veV, dau—veV,
woraus die starke Monotonie von A folgt.
Koerzitivitat: Es folgt wieder aus der V' — Elliptizitét
B > aly.
[ullv
Also ist A koerzitiv.
Nach dem Hauptsatz iiber monotone Operatoren folgt also fiir die lineare Operatorgleichung
Au = f:
e Sie und die zugehorigen Galerkingleichungen besitzen eine eindeutige Losung v € V/
bzw. u, € V,,.
e Die Folge der Galerkinlésungen konvergiert stark in V' gegen die Lésung u.
e Al existiert und ist Lipschitz-stetig.



VORTRAG 6

Hauptsatz iiber monotone Operatoren, 11

MARITA THOMAS

1. Motivation

In der linearen Theorie liefert der Satz von Lax-Milgram eine Aussage iiber die Losbarkeit der
Operatorgleichung Au = f fiir den linearen, V-elliptischen Operator A. In Vortrag 4 wurde die
Klasse der monotonen Operatoren eingefiihrt, die als Spezialfall die linearen, V-elliptischen
Operatoren enthélt. Der Hauptsatz iiber monotone Operatoren, der in Vortrag 5 vorgestellt
wurde, liefert fiir die Klasse der monotonen Operatoren Aussagen iiber die Losbarkeit der
Operatorgleichung Au = f, sowie iiber die Konvergenz von Niherungslosungen, die mit Hilfe
des Galerkin-Verfahrens ermittelt werden kénnen. Da er sowohl fiir lineare als auch fiir nicht-
lineare Operatoren giiltig ist, bildet er eine Verallgemeinerung des Satzes von Lax-Milgram.
In diesem Vortrag wird der Hauptsatz iiber monotone Operatoren bewiesen.

2. Der Hauptsatz iiber monotone Operatoren
Wir wiederholen den in Vortrag 5 formulierten Hauptsatz:

SATZ 6.1 (Hauptsatz iiber monotone Operatoren). [28, S. 557]
Es sei A : V. — V' ein monotoner, koerzitiver, stetiger Operator, V ein reeller, separabler,
reflexiver Banachraum mit Basis {wq,ws, ...} und V' sei der Dualraum von V.

Fiir die Operatorgleichung
Au=f (6.1)
und die Galerkin-Gleichungen
a(tn, w) = (Aup, wg) = (f,wr) k=1.n, u, €V, =span{w;...w,} (6.2)
gelten die folgenden Aussagen:
IT. Losungsmenge S ={u €V |Au= f} von (6.1):
Fiir jedes f € V' hat (6.1) eine Lésung. S ist beschrinkt, konvex und abgeschlossen.

I. Galerkin-Methode:

Falls dimV = oo, dann hat (6.2) eine Lisung u, € V,, fir jedes n € N und {u, }nen besitzt
eine schwach konvergente Teilfolge {u, }nen, sodass uy, — u inV o firn' — oo und u ist
Lésung von (6.1).

ITI. Eindeutigkeit:

Ist A streng monoton, so sind (6.1), (6.2) eindeutig lésbar in V bzw. V.

IV. Inverser Operator:

Ist A streng monoton, so existiert A~ : V! — V.

55
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A~ st streng monoton und beschrdinkt.
Ist A gleichmdf$ig monoton, dann ist A~' stetig.
Ist A stark monoton, so ist A~ Lipschitz-stetig.

V. Starke Konvergenz der (Galerkin-Methode:

Sei dimV = oo.

Ist A streng monoton, so konvergiert die Folge {un}nen der Galerkin-Lisungen schwach in
V' zur eindeutig bestimmten Ldsung u von (6.1).

Ist A gleichmdf$ig monoton, so konvergiert {uy,}nen stark in V' zu der eindeutig bestimmten
Lésung u von (6.1).

V1. Nichtseparable Riume:
Ist V' nicht separabel, dann gelten II., III., TV.

3. Beweis des Hauptsatzes

Die Vorgehensweise, aus den Galerkin-Gleichungen Néherungen fiir die Losung der Operator-
gleichung zu bestimmen, spiegelt sich auch in der Beweisfiihrung wider. So werden zunéchst
die Aussagen zur Galerkin-Methode gezeigt, indem die Existenz von Galerkin-Losungen auf je-
dem endlichdimensionalen Unterraum V,, bewiesen wird. Da es mdoglich ist, die Beschréanktheit
dieser Losungsfolge nachzuweisen, folgt aus Satz 5.24 die Existenz einer schwach konvergenten
Teilfolge. Schliefllich ist zu zeigen, dass der Grenzwert dieser Teilfolge eine Losung von (6.1)
darstellt. Damit lassen sich die Beweise der iibrigen Punkte durchfiihren.

Der hier gefithrte Beweis folgt der Argumentation in [28, S. 557 ff].

Beweis von I. Galerkin-Methode.
Der Beweis von I gliedert sich in drei Schritte. Wir beschreiben zunéchst die Beweisidee.

1. Schritt:

Um die Existenz einer Losung von (6.2) zu zeigen, soll der folgende Hilfssatz, welcher eine
Aussage iiber die Existenz einer Losung fiir ein homogenes Gleichungssystem im R”™ macht,
auf die Galerkin-Gleichungen angewandt werden.

SATZ 6.2. [29, S. 53] Gegeben ist das Gleichungssystem

g(x) =0, z=(&,...,&) €R", k=1,...,n. (6.3)
SeiUU(0,R*) = {z € R"|||z|| < R*}, R* > 0 fest, und sei || - || Norm auf R™.
Seien gy, : U0, R*) — R stetig fir k =1,...,n . Ist zudem

> gr(@) & >0 (6.4)
k=1

fiir alle x mit ||z|| = R* erfiillt, so haben die Gleichungen (6.3) eine Léisung x mit ||z|| < R*.

Somit muss die Losungssuche in V), auf ein dquivalentes Problem in R"™ iibertragen werden.
Dabei werden fiir u,, = Y {gnwy, € V,, die Koeffizienten &y, € R dieser Linearkombination
gesucht. Um den Hifssatz anwenden zu kénnen, miissen seine Voraussetzungen {iiberpriift
werden.

(1) Es werden zunéchst Gleichungen (6.3) aus den Gleichungen (6.1), bzw. (6.2) formu-
liert.
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(2) Die Stetigkeit der g beziiglich € U(0, R*) kann mit Hilfe der Stetigkeit von A
nachgewiesen werden.
(3) Zur Uberpriifung der Unleichung (6.4) wird die Koerzitivitit von A ausgenutzt.

2. Schritt:
Es ergeben sich a-priori-Abschitzungen

llun|| < Rund |jul]] <R

fiir die Losungen w,, von (6.2) und u von (6.1) als direkte Folgerungen. Daher ist die Fol-
ge {up tnen beschrinkt. Aufgrund der Reflexivitidt von V folgt die Existenz einer Teilfolge
{tp }nren, die schwach gegen ein Element u € V' konvergiert: u,, — u fiir n’ — oo. Nun muss
gezeigt werden, dass u eine Losung von (6.1) ist. Dies geschieht im dritten Schritt.

3. Schritt:
Hier wird gezeigt, dass das Grenzelement der Teilfolge {u,},en eine Losung der Operator-
gleichung Au = f ist.

(1) Die Monotonie von A ergibt das Kriterium

0<(Av— f,v—w) fiiralleve Vy. (6.5)

oo
Mit der Dichtheit von |J Vi in V und der Stetigkeit von A kann begriindet werden,
N=1
dass (6.5) fiir alle v € V' gilt.

(2) Nun muss die Giiltigkeit von
(Au— f,v) =0 firaleveV
gezeigt werden. Dies geschieht durch Betrachtung von Elementen (u + Av) € V' mit
A € R in Gleichung (6.5) und der Stetigkeit von A beziiglich .
Es folgt der ausfiihrliche Beweis der Aussage 1.

1. Schritt: Existenz einer Losung von (6.2):
0.B.d.A. seien die Basiselemente wy, € V,,, kK =1,...,n normierte Funktionen. Aus (6.1) bzw.
(6.2) werden die Funktionen

g(u):<Au—f,u>, gk(u):<Au_f7wk>

definiert. Damit lauten die Galerkin-Gleichungen nun:
n

Gesucht ist up, = Y ckpwi € Vj,, sodass

k=1
gr(uy) =0 firk=1,...,n. (6.6)
Beziehungsweise in R"™: Gesucht ist = (£1,...,§,) € R", sodass
gin(x) =0 firl <k <n, (6.7)

wobei gi, () = gk(lﬁ:1 §ruy) = <A(z§:1 &) — f, wk> ist.

Aus der Stetigkeit von A und da (Au,, — f) € V' ist, folgt die Stetigkeit der Funktionen
gV - R, u gg(u), k = 1,...,n auf V und insbesondere auf V,,. Da eine Folge
{Un}tnen C V, mit v, = > )1; §uw; genau dann in V;, konvergiert, wenn die Folge der Koeffizi-
enten {x, = (£1,...,&) tnen in R™ konvergiert, folgt daraus insbesondere auch die Stetigkeit
der Funktionen gi, : R" = R fiir1 <k <n.
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Es gilt
o 1 (ww) (A (Auw) | |(f)
T AR A T Y I e 'uun
> S sl

Somit folgt aus der Koerzitivitdt von A

g(u) _ (Au,u)
Tl = Tlul

— [Ifllvr — oo falls [Juf| — oo.

Daher existiert eine reelle Zahl R > 0, sodass
g(u) > 0 fiir allew € V mit |lul]| > R. (6.8)
Hieraus folgt nun fiir alle v € V,, mit ||v|| = Rund v = >, uw; , = (&1,..., &)

0 < g(v) = (Av— f,0) = <Aw—f,§j§kwk>

k=1

= > ge(v) & (6.9)
k=1

= Grn(®) & -
k=1

Die Abbildung V,, — R", >}, {wi, — @ = (&1,...,&,) ist ein Isomorphismus zwischen V,
und R™. Es existieren also Konstanten 0 < ¢,, < C,,, die von n abhéingen kénnen, mit

cnllv]] < || < Cyllv||  fir allev € V,, . (6.10)
Mit (6.9) und (6.10) gilt nun

> Grn(@)& > 0
k=1

fiir alle x € R™ mit ||| > C,R.

Damit ist der Hilfssatz 6.2 auf die Gleichungen (6.7) anwendbar und somit existiert fiir jedes
n € N eine Losung ¢ = (&1,...,&,) von (6.7). Dies 1Bt sich auf die Rdume V,, iibert-
ragen, sodass zu Gleichung (6.6) fiir alle n € N eine Losung u,, existiert mit der Gestalt

Up = 22:1 EknWy -

2. Schritt: A-priori-Abschitzungen:

Ist w, eine Losung der Galerkin-Gleichungen (6.2), so ist g(u,) = 0. Nach Ungleichung
(6.8) muss daher |lu,|| < R fiir alle n € N sein. Da Gleichung (6.1) #quivalent ist zu
g(u) = (Au — f,u) = (0,u) = 0, folgt ebenfalls aus (6.8), dass fiir jede Losung w der Opera-
torgleichung (6.1) gilt: |jul| < R.

Aus der Beschrianktheit der Folge {u,}nen und der Reflexivitit von V' folgt mit Satz 5.24,
dass ein u € V und eine Teilfolge {u, }en von {u, bnen existiert, die schwach gegen u kon-
vergiert: u,» — u fiir n’ — oo. Es muss nun gezeigt werden, dass u die Operatorgleichung
16st.
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3. Schritt:
Wir zeigen, dass u aus Schritt 2 eine Losung von (6.1) ist. Der folgende Beweis orientiert sich

an den Ausfithrungen in [19, S. 47].

Aus der Monotonie von A folgt fiir v € Viy und uy, € {uy }pren mit m > N

0

IN

(Av — AUy, v — Up,)

(Av— [+ [ — Aup, v — up,)

(Av — f,v —upm) — (Aup — fo0 — up,)
B=0

=(Av— f,v—up) .

Der Ausdruck B ist null, da (v — uy,) € Viy C V;,, und u,, Losung der Galerkin-Gleichungen
auf V,, ist, d.h. (Auy, — f,w) = 0 fiir alle w € V,,,. Durch die schwache Konvergenz ergibt
sich fiir m — oo aus dieser Abschitzung das Kriterium (6.5)

0<(Av— f,v—u) YveVy.

Mit der Dichtheit von |Jx_; Va in V und der Stetigkeit von A kann die Giiltigkeit von
(6.5) fiir alle v € V wie folgt begriindet werden: Sei v € V und {vg}ren C Uy—; Vv mit
v = limyg_, o Vk.

Weiter sei h(x) = (Az — f,x — u). Wegen der Stetigkeit von A und da (Az — f) € V' ist,
bildet h eine beziiglich = stetige Funktion. Daher gilt

0< klim h(vy) = h(klim vg) = h(v).

Folglich gilt
0<(Av—f,v—u) YoeV. (6.11)

Nun muss die Giiltigkeit von
(Au— f,v) =0 firalleveV
gezeigt werden. Dazu werden Elemente (u+Av) € V mit A € R in Gleichung (6.11) eingesetzt.
0< (Alu+ ) — f, (u+ M) —u) = (A(u+ M) — f, )
= MA(u+Av) = f,v).

Falls A > 0 ist, so ist auch (A(u+ Av) — f,v) > 0. Aus der Stetigkeit von A folgt damit fiir
A — 04, dass auch (Au— f,v) > 0 ist. Im Fall A < 0 muss aufgrund obiger Ungleichung
(A(u+ Av) — f,v) <0 sein. Wegen der Stetigkeit von A ist daher fiir A — 0_ die Bedingung
(Au — f,v) < 0 giiltig. Daher ist (Au — f,v) = 0 fiir alle v € V. Dies ist dquivalent zu
Au = f und die Folge {u, },en konvergiert somit schwach gegen eine Losung u von (6.1).

Da f beliebig ist, ist (6.1) erfiillt fiir alle f € V’. Wir fassen die Uberlegungen zu (6.11)
zusammen:
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SCHLUSSFOLGERUNG 6.3. Maximale Monotonie
Ist A: V — V' ein monotoner und stetiger Operator auf dem reellen, reflexiven Banachraum
V', so ist A maximal monoton, d.h. aus

(Av— f,v—u) >0 fiir alle v eV
folgt bei festem u € V und f € V' die Beziechung Au = f.

Beweis von II. Losungsmenge S von (6.1).

(1) Existenz der Losung fiir alle f € V':
Nach dem dritten Schritt im Beweis von I ist die Losungsmenge S fiir ein beliebiges,
fest gewéhltes f € V' nicht leer, da u mit u,, — u eine Losung ist. Daher existiert
fiir jedes f € V' ein Element v € V mit Au = f.

(2) Beschrénktheit von S:
Wegen ||u|| < R fiir alle Losungen u von (6.1) ist S beschréankt.

(3) Abgeschlossenheit von S:
Esist S ={u e V|Au = f, ffest}. Daherist A(S) = f und {f} ist als einelementige
Menge abgeschlossen. Die Abgeschlossenheit ihres Urbildes S ergibt sich nun aus dem
folgenden Satz:

SATZ 6.4. Unter einer stetigen Abbildung ist das Urbild einer abgeschlossenen
Menge ebenfalls abgeschlossen.

(4) Konvexitét von S:
Seien uy,ug € S, d.h. Au; = f, ¢ = 1,2. Dann folgt fiir

u=1tiug +tous mit 0 <t1,t0 <1, ti+to=1

die Ungleichung
2
(f — Av,u —v) = Zti(Aui —Av,u; —v) >0 firaleveV
i=1
aus der Monotonie des Operators. Durch Ausnutzung der maximalen Monotonie von
A, siehe Schlussfolgerung 6.3, folgt damit wiederum Au = f, alsou € S'.

Beweis von III. Eindeutigkeit.
Es wird angenommen, dass zwei Losungen u,v mit v # v und Au = Av = f existieren. Die
Beriicksichtigung der strengen Monotonie ergibt

0 < (Au— Av,u—v) = (0/,u—v) =0.

Dies ist ein Widerspruch! Folglich existiert eine eindeutige Losung.

Beweis von IV. Inverser Operator.
(1) (a) Existenz des inversen Operators:
Da der ganze Raum V' das Bild von A bildet, ist A surjektiv. Aufgrund der
strengen Monotonie ist A auch injektiv. Folglich ist A bijektiv und A~ existiert.
(b) Strenge Monotonie des inversen Operators:
Wegen der strengen Monotonie und der Bijektivitdt von A gilt

(fi— f2, AN L= AT fo) = (Aug — Aug,ug —up) > 0.
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(c) Beschrénktheit des inversen Operators:
A ist koerzitiv. Deshalb gilt fiir den inversen Operator

(/A1)
[A=Lf]

Wenn ||f|ly» < C ist, dann ist auch [|[A~!f|| < C* < oo, denn sonst erhilt
man einen Widerspruch zur Koerzitivitit von A. Folglich ist A~! beschrinkt,
da eine beliebige beschrinkte Menge aus V' auf eine beschrinkte Menge in V
abgebildet wird.

Stetigkeit von A~! bei gleichméiBiger Monotonie von A:

Der Operator A ist gleichméflig monoton, d.h.

<|Ifllve — oo falls AT f]| = [|ull — oo.

(Au— Av,u —v) > b(|lu—vl) |lu—wv| fir alle w,v e V. (6.12)

Die linke Seite dieser Ungleichung kann fiir Au = f, Av = g nach oben abgeschétzt
werden durch

{Au— Av,u— )| = [{f — gou—)] < IIf —gllvs Ju— o] (6.13)
Dadurch ergibt sich aus (6.12) und (6.13)

b(llu—=ol)) lu =2l <I[f =gllv: lu =]
b(llu=w2ll) <IIf —gllv-

Da die Funktion b streng monoton ist, existiert die Umkehrfunktion b6—! und es folgt
lu—ol| = |A7 f = A7 g <07 Lf = gllvr) -

Die Funktion b~ ist eine monotone und stetige Funktion mit »=1(0) = 0. Daraus
ergibt sich die Stetigkeit von A1

Lipschitz-Stetigkeit von A~! bei starker Monotonie von A:

Nach Voraussetzung ist A stark monoton, d.h. es existiert eine Konstante ¢ > 0,
sodass

(Au— Av,u —v) > cllu—o|?® firalleu,v € V.
Durch die Abschétzung (6.13) fiir Au = f, Av = g ergibt sich
cllu =l < [If = gllve lu— vl .

Dann folgt die Lipschitz-Stetigkeit von A~! aus der Ungleichung

_ _ 1
[ —vll = A7 = A7l < = (I1f = gllv) -

Beweis von V. Starke Konvergenz der Galerkin-Methode.
Wir geben zunéchst die Beweisidee an.

Die Eindeutigkeit der Lésung u von (6.1) folgt aus III.

(1)

Es ist die schwache Konvergenz der Folge der Galerkin-Losungen {u, }nen zu zeigen.
Dazu wird Satz 5.24 ausgenutzt und ein Widerspruch zur schwachen Konvergenz
einer Teilfolge erzeugt.
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(2) Es ist zu zeigen, dass aus der gleichméBigen Monotonie und der Stetigkeit von A die
starke Konvergenz der Folge der Galerkin-Losungen gegen die eindeutige Losung u
von (6.1) folgt, also

U, — u stark in V.

Dazu soll aus der Bedingung der gleichméfiigen Monotonie Normkonvergenz gefol-
gert werden. Hierbei ist es von besonderer Wichtigkeit, nachzuweisen, dass die Folge
{Auy}nen in V' beschrinkt ist.

Dies erfolgt, indem zunéchst im 1. Schritt die lokale Beschrénktheit des Operators
A mit Hilfe eines Widerspruchsbeweises gezeigt wird.

DEFINITION 6.5. Lokale Beschrénktheit
Der Operator A ist lokal beschrinkt, wenn fiir alle w € V' eine Umgebung U (w) C V
existiert, sodass A(U(w)) beschrankt ist.
Damit kann im 2. Schritt die Beschrinktheit der Menge {A(uy,),n € N} nachge-
wiesen werden.

Es folgt der ausfiihrliche Beweis.

Schwache Konvergenz:

Nach I. und III. hat die Folge der Galerkin-Lésungen eine Teilfolge {u, }n/en, die schwach zur
eindeutigen Losung u von (6.1) konvergiert. Aufgrund der Beschrénktheit von {uy }nen, ist
auch jede ihrer Teilfolgen {u, }men beschrénkt. Daher hat jede dieser Teilfolgen eine schwach
konvergente Teilfolge {ty }rmen mit

Upy — u* firm — oo.
Da die Losung u eindeutig ist, gilt u* = .

Nun wird angenommen, dass die Gesamtfolge {u,, }nen nicht schwach gegen u konvergiert.
Daher gibt es ein f € V', sodass

(fyun) 4 (fyu) firn — oco.
Das heifit, es gibt eine Teilfolge {u, }men, sodass fiir g > 0 gilt
[{(fyum) — (fyu)| > eo fiir alle u,y, .
Da {uy, }men aber eine schwach konvergente Teilfolge {u }men besitzt mit
Upy — u  fiirm’ — oo,

ist dies ein Widerspruch. Also konvergiert die gesamte Folge der Galerkin-Lésungen schwach
gegen die Losung u von (6.1).

Starke Konvergenz:
Aufgrund der gleichméfligen Monotonie ist

b(llu — unl]) lu — un|| < (Au — Aup, u — un)
= (Au,u) — (Au, up) — (Aup, u) + (A, uy)
= (fyu) — (f,un) — (Aun, u) + (f, un)
= (f — Aup,u) ,

denn es gilt, dass (Au,v) = (f,v) fiir alle v € V und (Au,,v,) = (f,v,) fir alle v, € V,, ist.
Da {wy }ren nach Voraussetzung eine Schauderbasis von V' ist, existieren fiir u € V eindeutige

(6.14)
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Koeffizienten &, € R, k € N, sodass u = Y o, {wy . Fiir 4 = Ziﬁ:l Sw €V CV ogilt
folglich ||u — w;|| — O fiir [ — oo. Auflerdem gilt fir alle n > [ wegen 4; € V; C V,, die
Beziehung (Auy,, 4;) = (f,4;) . Damit 148t sich der letzte Ausdruck aus (6.14) im Falle [ =n
wie folgt darstellen:

(f — Aup,u) = (f — Aup,u) — (f — Auy, ty)
=0
=(f — Aup,u — Uy)

und somit
(f — Aup,u)| < ||f — Auy|ly ||u — Gyl ,  wobei ||u — G, — 0 firn — oco.

Falls gezeigt werden kann, dass { Auy, fren in V'’ beschrinkt ist, so folgt:
[(f = Aup, u)| < ([[fllv + [[Aunv) lu = da|

<c|lu =1yl — 0 fiirn — co.

(6.15)

Behauptung: {Au, },cn ist eine beschrinkte Menge in V.
Wir beweisen die Behauptung in zwei Schritten.

1. Schritt:

Zunichst wird durch einen Widerspruchsbeweis gezeigt, dass der Operator A lokal beschrankt
ist. Dazu wird angenommen, es existiere ein Element wg € V und eine Folge {v,}nen € V
mit v, — wg in V und ||Avy, ||y, — oo fir n — oco.

Aufgrund der Stetigkeit von A folgt aber aus v, — wqg in V" auch die Konvergenz Av,, — Awyg
in V', weshalb { Av,, }n,en beschrinkt ist. Dies ist ein Widerspruch, also ist A lokal beschrinkt.
Es folgt daher fiir wg = 0 die Existenz von reellen Zahlen 7,6 > 0, sodass mit ||v|| <7 auch
[[Av||yr < § erfiillt ist.

2. Schritt: Beschrinktheit von {Au, }pen in V.
Nach der Definition der Norm in V' ist

1
|Auy ||y = sup — (Aup,v) .
veV T
l[oll=r

Aufgrund der Monotonie von A gilt

| Ay ||y = sup 1 (Auy,v) < sup 1 ((Aup, un) + (Av,v) — (Av,uy)),
veV T veV T
loll=r loll=r

da (Au, — Av,u,, —v) > 0. Durch Ausnutzung der Galerkin-Gleichungen und der lokalen
Beschranktheit von A kann dieser Ausdruck weiter abgeschétzt werden:

1 1
sup = ((Aun, up) + (Av,v) — (Av,up)) < sup = ((f,un) + 0r + 8fun|) .
veV T veV T

llvl|=r llvl|=r
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Da die Folge der Galerkin-Losungen nach Schritt 2 unter I. beschrinkt ist mit ||u,| < R,
gilt:
1
|Auy ||y < sup = (||[fllv R+ dr+6R) < c.
vev T

l[oll=r

Dabei ist die Konstante ¢ unabhéngig vom Index n und die Behauptung ist bewiesen.

Es folgt, dass {Auy,}nen beschriankt in V7 ist und es gilt Ungleichung (6.15). Also ergibt
sich Normkonvergenz aus

0 < [b(llu = unlDl [lu = unll < |(f = Aup, w)| < ¢lju = G|l — 0 firn — oo,



VORTRAG 7

Der p-Laplace-Operator

ALEXANDER WEISS

1. Einleitung

In diesem Vortrag behandeln wir den p-Laplace-Operator als Prototyp eines nichtlinearen mo-
notonen Operators. Wir werden uns zunéchst mit dem Fall homogener Dirichlet-Randbedingungen
befassen und die Monotonie, Koerzitivitdt und Stetigkeit des zugehorigen Operators der Va-
riationsformulierung zeigen. Anders als in Vortrag 4 sind die dabei verwendeten Techniken
nicht fiir den p-Laplace-Operator spezifisch, sondern lassen sich auf eine grofle Klasse von
nichtlinearen Problemen iibertragen. Der Hauptsatz der Monotonen Operatoren liefert dann
die eindeutige Losbarkeit der Variationsformulierung.

Im zweiten Teil werden wir uns mit dem Fall inhomogener Randbedingungen befassen und
schlieBlich sehen, dass die beiden Fille typische Beispiele fiir quasilineare Diffentialgleichungen
vom Grad 2 sind, fiir die ein allgemeiner Losungssatz angegeben werden kann.

Der Vortrag und die Vorgehensweise lehnt sich an [28] und [18] an.

DEFINITION 7.1 (p-Laplace-Operator). Sei p € R,p > 1. Der p-Laplace-Operator L ist defi-
niert durch

Lu = —div(|Vu[P > Vu). (7.1)
Wir definieren die vektorwertige Funktion g:

DEFINITION 7.2. Fiir festes p > 1 ist die Funktion ¢ definiert als:

-p—2 5

¢ <.
BEMERKUNG 7.3. Fiir p < 2 und ¢ = 0 ist g({) offenbar nicht definiert, jedoch existiert der
(q g:k‘ 0 fiir ¢ — 0.

Mit dieser Definition von g ist Lu = —div(g(Vu)).

g:R"—>R”,51—>

Grenzwert

1.1. Verwendete R&ume. Wir werden die Funktionenrdume LP(€2) und I/VO1 P(Q) bzw.
WP(Q) verwenden. Sei ¢ durch % + % = 1 definiert. Durch Nachrechnen erhilt man:

LEMMA 7.4. Es gilt: p= (p —1)gq.
- - —p—2
LEMMA 7.5. Sei ¢ € LP(Q2). Dann ist g(¢) = <‘C‘p C) € L) und es gilt:

p/q
1o@) (7.2)

Hg(f)

= |

65
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o™
Lq(Q)_ Q

BEWEIS. Es ist

~|p—2 p—2 D
14

Lr(Q)

e e G- |

2. Homogene Dirichlet-Randbedingungen

Fiir p > 1 und fiir ein beschriinktes Gebiet  C R¢ mit Lipschitz-Rand ist die Losung des
folgenden Problems gesucht:

Lu = f inQ,
u = 0 aufdf,

wobei L wie in (7.1) gegeben ist.

Durch Multiplikation mit einer Testfunktion v, Integration iiber 2 und Anwendung des Satzes
von Gauss (wobei das Randintegral verschwindet, da u = 0 auf 0 ist) erhélt man folgende
Variationsformulierung;:

Suche u € Wol’p(Q), so dass
/Qg(Vu) -Vodz = /vadx fiir alle v € Wol’p(Q).
DEFINITION 7.6. Der Operator A : Wy (Q) — (Wol’p(Q)>,, u — Au ist definiert durch
(Au,v) = /Qg(Vu) - Voudzr = /Q VulP 2 Vu - Vodz Yo e WyP(9).

/
LEMMA 7.7. Der Operator A aus Definition 7.6 bildet von W,*(9) nach (Wol’p(Q)> ab.

BEWEIS. Linearitdt und Stetigkeit von (Au,v) beziiglich v € Wol’p(ﬂ) ergeben sich aus
der Linearitdt und Stetigkeit des Integrals. Noch zu zeigen ist, dass das Integral existiert.
Seien also u,v € VVO1 P(Q). Mit der Holder-Ungleichung und Lemma 7.5 gilt dann:

(/Q |g(Vu)]qdm> v </Q IVol? dm> v

= ||9(VU)HLq(Q)HVUHLp(Q)

(7.2)
= VUl V0]l oy < oo

(Au,v)

IN

Wir kénnen also die Variationsformulierung schreiben als:
/

Suche u € Wol’p(ﬂ), so dass Au=F mit F € <W01’p(ﬂ)) .
Man kann z.B. F(v) = [, fvdx wihlen, wobei f € L9(Q) ist.
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2.1. Koerzitivitit.

SATz 7.8 (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung). Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-
Rand. Weiter sei V.C WYP(Q) ein abgeschlossener Unterraum mit der Eigenschaft

VvoeV:Vo=0 = v=0.
Dann gibt es eine Konstante cpp > 0, so dass gilt:
[ull 2o @) < cprllVull o) -

Einen Beweis fiir p = 2 findet man z.B. in [26, S. 121]. Dieser Beweis 148t sich direkt auf den
Fall p € (1, 00) iibertragen.

KOROLLAR 7.9 (Norméquivalenz in Wol’p(Q)). Fiir u € Wol’p(Q) gilt:
IVull ooy < lullwrr@) < el Vull )
BEwEIs. Trivialerweise gilt:
HVUHIL)/P(Q) < ||u”z£p(Q) + ||Vu”z£p(ﬂ) = ||U||€Vl,p(g)-

Offenbar gilt fiir v € Wol’p(ﬂ) : V=0 = v =0. Also ist Satz 7.8 anwendbar und damit
ist

1y = 1y + IVl < (o + DIVl -
Also folgt die behauptete Norméquivalenz. O

Mit Hilfe der Norméquivalenz 7.9 lisst sich die Koerzitivitdt des p-Laplace-Operators auf
Wy () leicht zeigen:
0" () leicht zeigen:

SaTz 7.10 (Koerzitivitdt des p-Laplace-Operators). Der Operator A aus Definition 7.6 ist
koerzitiv auf Wy (Q).

BEWEIS. Es ist
() = [ [Val? do = [Full 0y = Pl
Dap > 1, also p—1 > 0, folgt damit
(Au, u)

lull e
Also ist A koerzitiv. O

2 cpl!ﬂ!lwlp — 0 fﬁr”“”WLp(Q) — 0.

BEMERKUNG 7.11. Wie wir sehen werden, folgt im Fall p > 2 die Koerzitivitdt auch direkt
aus der gleichméfiigen Monotonie.

2.2. Monotonie. Zunéchst bendtigen wir eine wichtig Hilfsungleichgung;:

LEMMA 7.12. Es existiert ein ¢ > 0, so dass fir a, beR" gilt:

—.

(9(@) — g(b)) - (@ — b) > c(la| + \5\)17—2 i—b

(7.3)
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BEMERKUNG 7.13. Man kann eine entsprechende Ungleichung fiir viele Funktionen g herlei-
ten, tatsichlich wird nur bendtigt, dass die im folgenden Beweis definierte Hilfsfunktion w
eine Art Konvexititsbedingung erfiillt fiir b € R%:

d 0?w(x)
31‘2‘8.%']‘

N 9 412
bibj = (D*w)(&)[b,b] > ¢ |77~ ‘b‘
ij=1

Diese Eigenschaft wurde fiir g bereits in Vortrag 4 gezeigt.

BeEWwEISs. Es wird hier nur der Beweis fiir p € (1,2] gefiihrt. Fiir p > 2 ist er etwas
aufwendiger und kann in [14] nachgelesen werden.
Wir betrachten die Hilfsfunktion w(&) = % |Z]P. Man berechnet als Ableitungen:

(Dw)(&) = |7 & = 9(&),
(D*w)(@) = (p—2) | &7 + |FP* 1.
Setzt man nun fiir t € [0,1]: f(£) := w(b+ (@ — b)), so gilt:
w(@) —w(b) = (1)~ f(0)
= f(0)+ 01(1 —t)f"(t)dt

-,

1
= (Dw>(b)~(6—b)+/0 (1 - t)(D*w)(b+ (@ - b))[@ — b,a — bldt

-, -,

1
> g(b)-<a—b)+/0 (1—t)c‘5+t(d’—b)

— _)2
a—b>b

> o) @0+ g (lal+]f)

Fiir den letzten Schritt wurden p < 2 und die Dreiecksungleichung verwendet.

Entsprechend erhélt man
- . - S . p—2
w(b) = w(@) > gla) - (5~ @) + e (|al + |B])

Durch Addition ergibt sich die gesuchte Ungleichung (7.3). O

a—b

b

SATZ 7.14 (Monotonie des p-Laplace-Operators). Der Operator A aus Definition 7.6 ist streng
monoton, fir p > 2 gleichmdjf$ig monoton und fiir p = 2 sogar stark monoton auf Wol’p(Q).

BEWEIS. Seien u,v € Wol’p(Q). Mit Lemma 7.12 gilt:
(Au— Av,u —v) = /Q(]Vu\pQ Vu — |VolP 2 Vo) - (Vu — Vo)dz
— [ (6(Va) ~ 9(¥0) - (Vu— Voo
> c/Q(WU| + |V )P72|Vu — Vo> dz > 0.

Aus (Au — Av,u —v) = 0 folgt Vu — Vv = 0 und mit der Norméquivalenz aus Korollar 7.9
[u = vllwie@) = Ve =Vl 1pq) =0, also u=v.
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Somit ist A streng monoton. Weiter gilt fiir p > 2 mit der umgekehrten Dreiecksungleichung
(IVul + | Vu))P~2 > [Vu — Vo~

und es folgt wieder mit Korollar 7.9

(Au— Av,u —v) > c/ |Vu — Vol? dx
Q
= ¢||Vu-— VUHZ,(Q)
> ellu— vl = bllu = vllyrso)lle = vipeq)

mit b(t) = &P~ p > 2.
Also ist A fiir p = 2 stark monoton und gleichméfiig monoton fiir p > 2. O

2.3. Stetigkeit.
Ein Hilfsmittel, um die Stetigkeit des Operators A aus Definition 7.6 zu zeigen, ist folgendes
Lemma iiber Nemyckii-Operatoren.

LeEMMA 7.15 (Nemyckii-Operator). Es sei Q C R? eine messbare Menge, ii : Q — R" €
LP(Q), d.h. uw; € LP(Q) fir 1 < ¢ < n. Die Funktion f : Q x R™ — R erfiille folgende
Figenschaften:

(1) Carathéodory-Bedingung:
fC) cx— f(x,7) ist messbar auf Q fir alle 7 € R,
fz,) 17— f(x,n) ist stetig auf R™ fir fast alle x € .
(2) Wachstums-Bedingung: fir alle (z,7) € Q x R™ gilt:

[, )] < la(@)| + b |l (7.4)
i=1

mit b > 0 und a € L4(S2).

Dann nennt man
(Fi)(x) = f(z,ur(x),...,up(z))
Nemyckii-Operator und es gilt:

o [': (LP(Q))” — Lq(ﬂ).
o [ ist stetig.
o [ ist beschrinkt mit

HFﬁHLQ(Q) <c (HQHLQ(Q) + Zl ”%H%)q(m> :

BEWEIs. (vgl [18], S. 66) Der Beweis wird nur fiir n = 1 gezeigt, der allgemeine Fall folgt
analog. Zunichst bemerkt man, dass aus der Carathéodory-Bedingung sofort die Messbarkeit
von Fu fiir u € LP(Q) folgt. Somit kann man die Beschranktheit von F' wie folgt zeigen:
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Sei uw € LP(Q2). Dann gilt wegen der Wachstumsbedingung und Ungleichung (4.2):

IFulfugy = [ 15 @) ds

a(z u(@)P'?)’ de
< [ (@) + bluta)p)'a
< c/ﬂ|a(:n)] + b7 Ju(x)|P dz
= c(llall7q ) + b ullzq) -

Hieraus folgt sofort die Beschrianktheit von Fu. Um die Stetigkeit zu zeigen sei {u,,n € N} C
LP(R2) eine Folge mit u, — u in LP(§2). Dann gilt:

|f (@, un(2)) = fz,u(@)" < el f (@ un(@))] + [ f (2, u(@))[7)
< cfla(@)? + b Jun (@) + | £, u(@))]7)
= hyp(x)

Nach Integration iiber 2 ergibt sich

| Fuy — Fu||Lq(Q /h dz .

Definiert man weiter h(z) := c(Ja(z)|? + b7 |u(x)|P + | f(x,u(x))|?), so gilt wegen u, — w in

7()
/Q hn (2)dz — /Q h(z)dz

Wir haben also folgende Situation:
|Fup(z) — Fu(x)|? < hyp(z) fi. in Q

und h,, — h in L(Q).
Aus der Folge {u,,n € N} kann eine Teilfolge {u,,n" € N} ausgewihlt werden mit w, (z) —
u(zx) fiir fast alle x € Q2. Wegen der Stetigkeit von f folgt fiir diese Teilfolge:

Fuy(z) = f(z,up(z)) — f(z,u(x)) = Fu(z) fi. in Q.
Die Folgen {|Fu,» — Fu|?,n’ € N} und {h,/,n’ € N} erfiillen somit die Voraussetzungen des
verallgemeinerten Satzes iiber majorisierte Konvergenz (vgl. [18], S. 68) und es folgt
[Fun — Ful[qq) — 0 fiir n' — oo. (7.5)

Mit Hilfe eines Widerspruchsbeweises zeigt man, dass (7.5) sogar fiir die gesamte Folge
{Fuy,,n € N} gilt. O

LEMMA 7.16. Der Operator G, der durch

(Gu)(x) := g(i(x))

definiert wird, ist ein Nemyckii-Operator von LP(Q) — L1(2).
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BEWEIS. Setzt man f(z,7) := ¢(7), so ist f(-,7) trivialerweise messbar und f(z,-) ist
offenbar stetig, also erfiillt f die Carathéodory-Bedingung. Weiter ist wegen p — 1 = p/q
(Lemma 7.4) und der Norméquivalenz in R"™

n
] =[P < e e

i=1
Somit erfillt f die Wachstumsbedingung mit a = 0,b = c¢. Also ist der von f erzeugte
Operator G ein Nemyckii-Operator. O
SATZ 7.17 (Stetigkeit des p-Laplace-Operators). Der Operator A aus Definition 7.6 ist stetig.

BEWEIS. Wir betrachten eine Folge {u,,n € N} C Wol’p(Q) mit u, — u in Wol’p(Q), also
insbesondere Vu,, — Vu in LP(Q2). Da der in Lemma 7.16 definierte Operator G ein Nemyckii-
Operator ist, also stetig von LP(Q2) — L%(Q2) abbildet, folgt G(Vu,) — G(Vu) in L4(£2). Mit
der Holder-Ungleichung und der Norméquivalenz aus Korollar 7.9 gilt fiir v € VVO1 P(Q):

(Auy, — Au,v)y = /Q(G(Vun) — G(Vu)) - Vodx

< G(Vun) = G(Vu)| Loy VOl 1o ()
< 11G(Ven) — GV ey lelyiney -
Somit ist
| Au, — AUH(WOI,p(Q))/ = sup{(Au, — Au,v),v € Wol’p(Q), HvHWl,p(Q) <1}

< [[G(Vun) = G(Vu)|| gy — 0 fiir n — oo.
/ /!
Also konvergiert Au, — Au in <W01’p(Q)) und A : Wol’p(Q) — <W01’p(Q)) ist stetig. O

2.4. Zusammenfassung.
Wir haben gezeigt, dass der in 7.6 definierte Operator A monoton, koerzitiv und stetig ist.
Somit folgt mit dem Hauptsatz {iber monotone Operatoren:

SATZ 7.18. Sei Q ein beschrdnktes Lipschitz-Gebiet, p > 1 und f € L1(Q2). Das Variations-
problem

(Au,v) = /Q |VulP ™2 Vu - Vode = /vad:n = Wol’p(ﬂ)

besitzt eine eindeutige Losung u € Wol’p(Q).

o Fiir 1 < p < 2 ist der inverse Operator A~ streng monoton und beschrinkt.
o Fiirp> 2 ist A~' zusitzlich stetig.
o Fiir p=2ist A~' sogar Lipschitz-stetig.

3. Inhomogene Dirichlet-Randbedingungen

Wir betrachten nun den p-Laplace-Operator mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen.
Fiir p > 1 ist also die Losung des folgenden Problems gesucht:

Lu=—div(|Vu/P ?Vu) = f inQ,
u = g aufdf.



72 7. DER p-LAPLACE-OPERATOR

Die Vorgehensweise zur Losungsfindung ist dhnlich wie im linearen Fall. Zunéchst sucht man
eine Funktion u, € WP(Q) so, dass uy|gn = g. Dazu wiihlt man eine Fortsetzung von g. Aus
dem Ansatz u = ug + uy mit ug € VVO1 P(Q) erhélt man dann im Distributionensinn:

—div(|Vug 4+ Vug[P~ (Vuy + Vug)) = f inQ,
ug = 0 auf 0Q2.

Man erhélt also fiir up zu gegebenem wu, eine neue Differentialgleichung mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen mit dem geéinderten Differential-Operator L,

Ly, := — div(|Vug + Vug P> (Vug + Vuy))

Durch Multiplikation mit einer Testfunktion v, Integration iiber 2 und Anwendung des Sat-
zes von Gauss (wobei das Randintegral wieder verschwindet, da ug = 0 auf 0€2) erhilt man
folgende Variationsformulierung:

Suche ug € Wol’p(ﬂ) so, dass

/Q [Vuo 4 Vug[P~2 (Vug + Vuy) - Vode = /Q fude Yo e WyP(Q). (7.6)

/
DEFINITION 7.19. Fiir u, € WHP() ist der Operator A, : Wol’p(Q) — (Wol’p(Q)> , Uy —
Ay, ug definiert durch

<Auguo, U> N /Q [Vuo + vug‘p_Q (Vug + Vug) - Vodz Vv € Wol’p(Q) .

Wir wollen zeigen, dass auch das inhomogene Dirichlet-Problem fiir den p-Laplace-Operator
l6sbar ist. Dazu werden wieder die Voraussetzungen des Hauptsatzes iiber monotone Opera-
toren nachgerechnet. Hierbei wird mehrfach verwendet, dass A, ug = A(ug + ug) ist.

3.1. Monotonie.

SATz 7.20. Der in 7.19 definierte Operator Ay, ist streng monoton, fir p > 2 gleichmdfSig

monoton und fir p =2 sogar stark monoton auf Wol’p(ﬂ).
BEWEIS. Setzt man @ := u + ug, ¥ := v + ug, 50 ist u —v = u — v und es gilt:
<Augu — Ay, v,u — v>
= / (\Vu + Vg [P (Vu + Vug) — [Vo + Vug|P 2 (Vo + vug)) (Vu — Vo)dz
Q
_ / (1val*= (Va) - [VolP (V0)) - (Vi - Vo)de
Q
= (Ai— Ab, i —7)
Somit folgt die Aussage aus den Monotonie-Eigenschaften von A (vgl. Satz 7.14). O

3.2. Koerzitivitit.
SATZ 7.21. Der in 7.19 definierte Operator A, ist koerzitiv auf Wol’p(ﬂ).
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BEWEIS. Es ist

(Ay,u,u) = /Q IVu + Vug[P ™2 (Vu + Vau,) Vudz
= / IVu + Vg P72 (Vu + Vug)(Vu + Vug)dz
Q

— /Q IVu + Vug|P ™2 (Vu + Vuy) Vuydz

Mit — [ fdz > —|[ fdz| > — [|f|dz, der H6lder-Ungleichung und den Dreiecksungleichun-
gen in beide Richtungen erhélt man

(Auyuu) > ||vu+vug\|§p(m—/Q|vu+vug|p1 V| da

1/q
> [V Vgl = ([ 190 Va0 ) [V

19+ Vgl ) = 170+ Vug 750 [Vt oy

Y

P p/q
IVullrgy = Vgl ey = (IV0lnigy + IV ugllgey) IVl ey

Da wir ||ullyy15(q) — o0 betrachten, und da deshalb wegen u € Wol’p(Q) und der Norméquivalenz

aus Korollar 7.9 auch ||Vul| Lr(Q) — gilt, geniigt es, folgende Abschétzung zu beachten:
HVUHLP = QHVUg”Lp ‘HVUHLP(Q) - HVUQHLP(Q)‘ > 1/2HVUHL1)(Q)

Damit folgt fiir [[Vul| ) = 2||VugHLp

<Augu’ u>

v

p/q
(120190017 0y = (IV0l oy + 1V o)) 1Vl oo

—1
AVl gy — callVulty — .

v

Also folgt mit der Norméquivalenz aus Korollar 7.9

<Augu,u> 9 c3
e > allullyraq) — Glullyrag) — — 00 i fJullypg) — o0
HUHWLP(Q) W1 2(Q) Wir(Q) HU’HWLP(Q) Wir(Q)

und somit ist A koerzitiv auf W,? (). O

3.3. Stetigkeit.
SATZ 7.22. Der in 7.19 definierte Operator Ay, ist stetig.

BeEwEIS. Wir betrachten eine Folge {u,,n € N} C Wol’p(Q) mit u,, — v in Wol’p(ﬂ).
Setzt man
Up 1= Up + Uy, U:=u+ug
so gilt Ay, u, = Ay, Ay,u = At und u, — .
Mit Satz 7.17 folgt Au,, — Ax, also Ay u, — Ay, u. O
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3.4. Zusammenfassung.
Wir haben gezeigt, dass der in 7.19 definierte Operator A,, monoton, koerzitiv und stetig ist.
Somit folgt mit dem Hauptsatz {iber monotone Operatoren:

SaTz 7.23. Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand, p > 1, u, € WhP(Q)
und f € LY(Q2). Das Variationsproblem

(Ay,up,v) = /vada: Yo € Wy (Q)

besitzt eine eindeutige Losung ug € Wol’p(Q).

o Firl < p <2 ist der inverse Operator (Aug)*1 streng monoton und beschrdinkt.
e Fiirp>2ist (Ay,)"" zusitzlich stetig.
o Fiirp=2 ist (Aug)_1 sogar Lipschitz-stetig.

4. Quasilineare elliptische Differentialgleichungen vom Grad 2
In den Abschnitten 2 und 3 haben wir gesehen, dass im Falle des p-Laplace-Operators
samtliche fiir den Hauptsatz iiber monotone Operatoren nétigen Monotonie-, Stetigkeits- und

Koerzitivitdtseigenschaften aus den Wachstumseigenschaften der Funktion ¢g(¢) = |¢ ¢

hergeleitet werden kénnen. Wir geben nun eine allgemeine Klasse quasilinearer elliptischer
Differentialgleichungen zweiter Ordnung an, fiir die mit denselben Techniken wie fiir den
p-Laplace-Operator die Existenz von schwachen Losungen gezeigt werden kann.

SATZ 7.24. Sei
(Lu)(z) = = Y D*Aa(z, Du()) + Ao(x, Du(z))
la|=1

und die Funktionen A, erfiille folgende FEigenschaften:

Die Carathéodory-Bedingung, vergleiche Lemma 7.15,
Die Wachstumsbedingung (7.4),
Die Monotoniebedingung

Z (Aa(x,n) - Aa(%ﬁ))(na - ﬁa) > 0 Vxe 9777777 € ]R'da

la|<1

e Die Koerzitivitits-Bedingung: 3c > 0,h € L'(Q) :

> Aawmi® e Y '~ h(z) VeeQneR”.
laf<1 Iv|=1

Dann besitzt Lu = f eine (schwache) Lésung in Wol’p(Q) fiir jedes f € LYQ), d.h. zu jeder
Funktion f € LY(Y) gibt es eine Funktion ug € Wl’p(Q), so dass

/ S Aule, Dua) Dou( )dx—i—/Ao(x Du(z dx—/f Dde Yo e WHP(Q).

|al=1

Der Beweis des Satzes ist einfach, denn man kann die Voraussetzungen des Hauptsatzes iiber
monotone Operatoren praktisch ablesen. Dafiir sind diese Bedingungen fiir eine gegeben Diffe-
rentialgleichung eventuell schwer nachzuweisen, man muss also hier die Arbeit hineinstecken.
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BEISPIEL 7.25. Der p-Laplace-Operator ist eine quasilineare elliptische DGL mit

Aa(l',ﬁ) = ‘ﬁ‘p_Q Nas AO =0.

BEISPIEL 7.26. Den p-Laplace-Operator mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen kann
man formal als Operator
Ly, := — div(|Vug + Vug [P~ (Vu+ Vug)) = f in @ ¢ R?

auffassen mit fester Funktion u, € W1P(€). Es ergibt sich somit eine quasilineare elliptische
Differentialgleichung mit

Ag=0 und Au(z,7) = |7+ Vug(@)]" > (na + (Vug)alz)) fiir 1 <a<d.
Man sieht, dass hier im Gegensatz zum normalen p-Laplace-Operator die Funktionen A, auch

vom Ort abhéngen.

Im Vortrag wurden fiir diese Beispiele die Voraussetzungen des Hauptsatzes iiber monoto-
ne Operatoren direkt gezeigt, die Voraussetzungen von Satz 7.24 lassen sich vollig analog
beweisen.






VORTRAG 8

Ein mathematisches Modell fiir scherentzihende Fluide

ANITA KETTEMANN

1. Mathematisches Modell und klassische Formulierung

Wir werden ein Modell herleiten, mit dem das vektorwertige Geschwindigkeitsfeld u(x,t) und
das skalare Druckfeld m(x,t) eines scherentzihenden Fluids der Dichte p(z,t) beschrieben
werden kann. Dazu bendétigen wir Erhaltungsgleichungen und konstitutive Gleichungen.

BEDINGUNG 8.1. Massenerhaltung
Sei p = % + Vp - u die totale zeitliche Ableitung der skalaren Dichtefunktion p. Dann gilt

p+pdivu =0. (8.1)
BEDINGUNG 8.2. Impulsbilanz

Sei f(x,t) vektorwertige Volumenkraft und S(x,t) der Cauchysche Spannungstensor. Dann
gilt

0
p(a—Z: + (Va)u) — div S — pf = 0. (8.2)
Hierbei ist ((Vu)u); = Z;'l:1 gT“;uj fiir 1 <4 < d. Fiir den Cauchyschen Spannungstensor S
gilt S = —wl +T. Der symmetrische Tensor der viskosen Spannungen 7" beschreibt die innere

Reibung.

Um die Bedeutung des Cauchyschen Spannungstensors besser zu verstehen, betrachten wir
die Wirkung der einzelnen Komponenten auf ein wiirfelformiges Volumenelement. Wir sehen,
dass sich der Spannungstensor aus Normalspannungen senkrecht zur Oberfliche und Schub-
spannungen tangential zur Oberfliche zusammensetzt (siche Abbildung 1).

DEFINITION 8.3 (Fluid).

Man nennt einen deformierbaren Stoff ein Fluid, wenn noch so kleine auf ihn einwirkende
Schubspannungen den Stoff unauthérlich deformieren und bei unbegrenzter Dauer der Ein-
wirkung unbegrenzt grofie Verformungen hervorrufen kénnen.

Hieraus ergibt sich, dass ein Fluid im Gegensatz zu einem Festkorper nur dann ruhen kann,
wenn es keinen Schubspannungen ausgesetzt ist. Fiir den Cauchyschen Spannungstensor eines
ruhenden Fluids gilt folglich S = —n[.

Wir treffen nun Annahmen um die Gleichungen der Massenerhaltung (8.1) und der Impuls-
bilanz (8.2) zu vereinfachen:

e Wir betrachten ein stationires Problem: % =0

7
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ABBILDUNG 1. Komponenten des Cauchyschen Spannungstensors

e Linearisierung: (Vu)u =0
e Wir betrachten ein inkompressibles Fluid: p = const. =1

Mit den ersten beiden Vereinfachungen erhalten wir aus Gleichung (8.2) und der Bedingung
S=—-nl+T
divS+f=0 bzw. —Vr+divl+f=0 (8.3)

und mit der dritten Annahme aus (8.1)
divu = 0. (8.4)

Damit haben wir 4 Gleichungen fiir die 10 Unbekannten m, uq, uo, ug, 111, 112, 113, To2, Tog, T33.
Um ein vollsténdiges Gleichungssystem zu bekommen benétigen wir noch ein Materialgesetz.
In unserem Fall wird das ein Zusammenhang zwischen der inneren Reibung 7" und den Scher-
bzw. Verzerrungsgeschwindigkeiten e(u) = 2(Vu + Vu ) sein.

Betrachten wir den Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeiten (u) genauer, so sehen wir, dass
die Diagonalelemente Dehngeschwindigkeiten und die Nichtdiagonalelemente Schergeschwin-
digkeiten entsprechen.

BEISPIEL 8.4. Ebene Dehnstrémung
Wir betrachten eine Stréomung mit dem Geschwindigkeitsfeld

up = a(t)z
ug = —a(t)y

und den Verzerrungsgeschwindigkeiten

= ("0 o)

Diese beiden gewthnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung zur Bestimmung der Bahn-
kurve (z(t),y(t)) eines Partikels, der sich fiir t = ¢y in (xo,y0) befindet, lassen sich durch
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Separation der Variablen 16sen:

t
= :Eoefto a(r)dr

y = yoe— fti) a(T)dT.

Haben zwei Punkte zu Beginn dieselbe x- bzw. y-Koordinate, so haben sie dies zu allen Zeiten,
d.h. betrachtet man ein rechteckiges Volumenelement, so wird es rechteckig bleiben. Durch die
Stromung wird das Volumenelement gedehnt oder gestaucht, die Diagonalelemente von &(u)
sind daher die Dehngeschwindigkeiten. Die Fléche des rechteckigen Volumenelements bleibt
dabei erhalten, da

t
eftto a(’T)dT( o go)e— fto a(r)dr

(x —2)(y — ) = (w0 — To)
= (w0 — Zo)(¥o — ¥o)
= const.

Yo

Eine derartige Stromung wird isochore Strémung genannt.

Wir erhalten fiir die Bahnen, auf denen sich ein Teilchen in der z-y-Ebene bewegt, die Glei-
chung
oo
oz

(siehe Abbildung 2).

v

ABBILDUNG 2. Ebene Dehnstromung: Bewegung eines rechteckigen Volumenelements

Bei diesem Geschwindigkeitsfeld ist die Geschwindigkeit im Ursprung immer Null. Man spricht
von einer Staupunktstréomung.



80 8. EIN MATHEMATISCHES MODELL FUR SCHERENTZAHENDE FLUIDE

BEISPIEL 8.5. Einfache Scherstréomung
Wir betrachten eine ebene Schichtstromung mit dem Geschwindigkeitsfeld

U =cy

u9 =0

und den Verzerrungsgeschwindigkeiten

(siche Abbildung 3).

yli
U= cy
cyo At
Yol - ofe- ———— — —
Ay
Yfo e em——t K
cyn At
*x

ABBILDUNG 3. Einfache Scherstromung

Betrachten wir nur kleine Zeiten, so gilt fiir den Winkel A~:
_cypSt—ceyp A
Y2— W

Ay c/\t.

Aus dem Grenziibergang fiir ¢ — 0 erhalten wir

Ay

’.}/:E:C:2€12.

Die Schergeschwindigkeit ist die Geschwindigkeit, mit der sich der rechte Winkel zwischen

zwei zu den Achsen parallelen Linienelementen &ndert.

Fiir weitere Stromungsbeispiele verweisen wir auf [5, S.33-39].

Kehren wir nun zu dem Zusammenhang zwischen dem Tensor der viskosen Spannungen 7'
und den Verzerrungsgeschwindigkeiten e(u) zuriick. Der einfachste Fall ist ein linearer Zu-
sammenhang 7' = ue(u), wobei die Viskosititszahl p ein Materialparameter ist. Man spricht

von einem Newtonschen Fluid. Aus (8.3) und (8.4) erhalten wir

—Vr+pdive(u) + f=0
divu =0
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bzw. das Stokessystem

1
-V + §pAu+f =0
divu = 0.
Fiir Losbarkeitsaussagen zum Stokes-Problem siehe [23, S.223-234].

Im Folgenden betrachten wir das Reibspannungsgesetz von Ostwald-de Waele:
T = aleP )" P (u) = n(=P ()" (u) (8.5)
mit

e () = e(u) — étrs(u)[.

n ist hierbei die scheinbare Viskositit und e”(u) der deviatorische Anteil des Tensors der
Verzerrungsgeschwindigkeiten. Fiir ¢ = 2 und o = p erhalten wir wieder das Stokes-System.

Fiir 2 < ¢ < oo nimmt die Viskositdt mit steigender Schergeschwindigkeit zu. Man spricht
von einem scherverzihenden oder dilatanten Fluid. Ein Beispiel hierfiir ist nasser Sand. Bei
geringer Schergeschwindigkeit fiillt das Wasser die Liicken zwischen den Sandkérnern aus und
wirkt als Schmiermittel. Bei groflerer Schergeschwindigkeit reifit die Wasserumhiillung auf,
so dass die Schmierwirkung abnimmt und der Widerstand, d.h. die Reibung zwischen den
Schichten, zunimmt.

Wir werden uns mit dem Fall 1 < g < 2 beschiftigen. Hier nimmt die Viskositdt mit
zunehmender Relativgeschwindigkeit zwischen den Schichten ab, siehe Abbildung 7. Man
spricht von einem scherentzéihenden oder strukturviskosen Fluid. Dieses Materialgesetz tritt
bei Losungen und Schmelzen von Hochpolymeren und anderen makromolekularen Substanzen
auf, sowie bei Suspensionen mit linglichen Partikeln. Beispiele sind Kautschuke wie Polyamid
oder Polymerlésungen wie Polyacrylamid in Wasser. Im Ruhezustand und bei kleinen Scherge-
schwindigkeiten sind die Molekiile stark miteinander verkettet und setzen der Scherung grofien
Widerstand entgegen. Mit zunehmender Schergeschwindigkeit richten sich die Molekiile aus
und der Widerstand gegen die Scherung nimmt ab (siehe [4, S.18-19]). Entsprechende Visko-
sitdtskurven sind in [5, S.53-55] zu finden.

BEISPIEL 8.6. Ebene stationére Schichtstromung
Betrachten wir eine Strémung mit dem Geschwindigkeitsfeld

)= ().

dem Druck m =const. und der Oberflichenkraft
(5
mit f; = const. > 0. Aulerdem sollen die Randbedingungen
u(ly=0)=0
u(ly=L)=0
gelten (siche Abbildung 4). Wir verwenden das Materialgesetz von Ostwald-de Waele mit
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ABBILDUNG 4. Randbedingungen der Strémung in einem Rohr, in dem die
Kraft f wirkt.

o= \/iq_Q. Das Geschwindigkeitsfeld v und der Druck 7 sollen die folgenden Differentialglei-
chungen l6sen:

-V + adiv ‘e[)(u)‘(ﬁ2 L)+ f=0
divu = 0.
Unter obigen Abbahmen erhalten wir folgende gewohnliche Differentialgleichung fiir u;:
1 .
502 <’52u1!q ? 82u1) =—-h
mit den Randbedingungen

ul(O) == O,
Als Losung erhalten wir
.
S Zy—1] —1).
u1(y) % Ly

(siehe Abbildung 5). Aus u; kénnen wir nun die folgenden Grofien ableiten:

1 (f1L)P~1 |2 P2 /9
= —Qyuy = —~— | Sy — 1 Zy—1
€12 5 2U1 5 Ly Ly )
2 =
-2 —1
n=als@)|" = (AL | Ty -1 .

Tio = ale(u)| T2 e1g(u) = f1 (g - y)

Diese Funktionen sind in den Abbildungen 5-6 dargestellt. Man sieht nun, dass fiir y =~ % gilt:
die Schergeschwindigkeit €19 ist klein und die ”scheinbare Viskositét”n ist grofi. In Abbildung
7 wird der Zusammenhang zwischen Schergeschwindigkeit €15 und Schubspannung Ty bzw.
Viskositéit n fiir verschiedene Parameterwerte ¢ aufgezeigt.
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€12

\

ABBILDUNG 5. Geschwindigkeitsfeld u(y) (links) und Schergeschwindigkeit
e12(u) (rechts)

Ny
/ <

e
=3
I©)

ABBILDUNG 6. Schubspannung T2(u) (links) und ”scheinbare Viskositét”n(u) (rechts)

Tio scherentzihend, g < 2 n
Newtonsches Fluid,
q=2
q=2
scherverziahend, g > 2 q<?
12 €12

ABBILDUNG 7. Zusammenhang zwischen Schergeschwindigkeit und Schub-
spannung (links) und Schergeschwindigkeit und Viskositét (rechts)
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Aus (8.4), (8.3) und dem Materialgesetz von Ostwald-de Waele (8.5) erhalten wir nun durch
Hinzunahme geeigneter Randbedingungen die klassische Formulierung.

Finde ein Geschwindigkeitsfeld uw und ein Druckfeld w, so dass fiir die gegebenen Volumen-
und Oberflichenkrdfte f und h, fir die gegebene Geschwindigkeit g auf I'p und 1 < q < 2
qgilt:

div (a|eP (u)|7 2P (u)) = Vr+ f=0 z€Q, (
divu =0 x €0, (

u =g x €T'p, (

ST = (a|eD(u)|q_26D(u) —nl)ii =h zely. (

Der Vektor 7 ist der duflere Normalenvektor auf dem Neumannrand I'p.

2. Schwache Formulierung
Fiir die schwache Formulierung benétigen wir zunéchst noch einige Rdume.

DEFINITION 8.7 (Sobolev-Slobodeckij-Raum auf 9€2). [11, S. 20]
Sei s € (0,1), © C R? beschrénktes Lipschitzgebiet mit dem Rand dQ und I' C 99 offen.
Dann ist fiir 1 < p < oo der Raum W*5P(9€) definiert durch

WeP(9Q) := {u € LP(09Q) : ||ullysr(a0) < o0},

wobei die Norm durch

u(z) — u(y)[?
Il ooy = oy + [ [ Tt s as,
gegeben ist. Auflerdem definieren wir den Raum
W*P(L) := {u € LP(T) : u = |, 0 € WP(OQ)}.

SATZ 8.8 (Spursatz). [11, Theorem 1.5.1.3, S.38]
Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand, T' C 9Q offen und 1 < p < oo.
Dann hat die lineare und stetige Abbildung

Y|p:C®(Q) — Wl_%’p(l‘) D u ulp
eine eindeutige Fortsetzung zu einer linearen und stetigen Abbildung
Y| s WE(Q) — W (D).
Die Abbildung ’y‘r ist surjektiv.

DEFINITION 8.9. Sei  C R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand 0Q = T'p U Ty,

1
I'p und I'y offen und disjunkt, und sei 1 < p < co. Fiir g € Wl_E’p(FD) definieren wir den
affinen Raum

Vylg) = {ue W) ul,. =g}
und den Raum
/W\;l_%’p(I’N) ={u:u= {L‘FN’ mita € Wl_%’p(aﬁ) und supp@ C T'n}

der mit der Norm |ju|| —, 1 =all , 1 versehen ist.
W PP () W PP (60)
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BEMERKUNG 8.10. [11, S.43, Satz 1.5.2.3] Bei zweidimensionalen Gebieten ist Wl_%’p(I’N) =
1 1

w! P’p(FN) fiir 1 < p < 2, da die Spurblldung o Wlp(Q) — W'BP(Tp) x WP (Ty)

surjektiv ist. Fiir p > 2 und Ty # 99 ist W' P’p( N GW _5’p(FN)

BEMERKUNG 8.11. Aufgrund der Linearitdt und Surjektivitit des Spuroperators existiert fiir
1
jedes g € Wlfﬁ’p(I’D) ein Element § € WHP(Q) mit §|FD = g. Folglich gilt V,,(g) = g+ V;(0).

— 1
BEMERKUNG 8.12. Der Raum W'~ #(I'y) ist der Raum der auf den Rand Ty eingeschriink-
ten Funktionen aus V,,(0).

Wir werden nun die schwache Formulierung aus der klassischen Formulierung herleiten. Dazu
wird (8.6) mit einer Testfuntion v, die auf I'p Null ist, multipliziert und tiber 2 integriert.

—/div(oz]eD( )972eP (u vdx—}—/VW vdz—/f vdz.
Q

Mit div(Mv) = div M - v+ M : Vo fiir die symmetrische matrixwertige Funktion M
und div(mv) = rdive + Vr-v  erhalten wir

/Q— div(ale? (u)|772eP (w)v) + ale? (u)|72eP (u) : Vv dz
—i—/ﬂdiv(rrv) —rdivedr = /Qf-vda:.

Durch Anwenden des Gaufischen Satzes und da e(v) der symmetrische Anteil von Vv ist
bekommen wir

— / ale? ()7 2P (w)v - i ds, + / ale? (W) 772P (u) : e(v) da
r Q
—|—/7Tv-ﬁdsx—/7rdivvdx: / f-vdz.
r Q Q

treP(u) = tre(u) — tr(> tre(u)l) = 0

d
und

eP(u): eP(w) =eP(u) 1 e(v) — Stre(w)el(w) : I =P (u) : e(v) — = tre(v) trel (u)
=eP(u) : e(v)

gilt, ist dies dquivalent zu

/ (I — a|eP (u)|772eP (u))v - i ds, +/ ale? (u)|772eP (u) : P (v) da
Ty Q

—/ rdivodr = / fude.
Q Q
Mit der Randbedingung (8.9) gilt

/Qa]et (w)|972eP (u) : € ()da:—/ﬂﬂdlvvda:—/f vda:—l—/FNh-vdsx.
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Multiplikation von (8.7) mit einer skalaren Testfunktion r und Integration iiber 2 liefert

/rdivuda; =0.
Q

DEFINITION 8.13 (Schwache Formulierung).

Sei © € R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand 09 = T'p U Ty, wobei I'p und
'y offen und disjunkt sind. Sei weiterhin 1 < ¢ < 2 und % + % = 1. Wir nehmen an, dass
FEVI0),g € WU p) und h € (W 09(Ty)) ist.

Dann heifit (ug, ) € V4(g) x LP(2) schwache Losung von (8.6)-(8.9), falls fiir alle v € V;(0)
und r € LP(Q) gilt:

/ ale? (ug) |77 2P (ug) : P (v) da — / mdivedz = (f,v) + (h,v) (8.10)
Q Q
/ rdivugdr = 0. (8.11)
Q

(f,v) bezeichnet die duale Paarung von V,/(0) und V;(0), (h,v) diejenige zwischen (/W\;l*é’q(FN))’
— 1
und W' 09(Ty).

Wir miissen nun noch sicherstellen, dass die Rdume, die gewdhlt wurden auch sinnvoll sind,
d.h., dass zumindest die Integrale existieren. Ein wichtiges Hilfsmittel ist die Holdersche
Ungleichung.

SATZ 8.14 (Holdersche Ungleichung). [25, S.15]
Sei 1 < p < oo und % + % = 1. Fiir f € LP(Q) und g € LY() ist fg € LY (), und es gilt

1fallr ) < 1fllzr@)llgll o)

Wir iiberpriifen nun die Existenz der einzelnen Integrale:

e Die duale Paarung (h, v) ist wohldefiniert, da nach dem Spur-

(W 29Ty, W 3T ))
~q 1
satz v‘r e W@ y) ist.
e divv € LI(Q)), da

dz < c/Z|8ZvZ| dm<c/ Z|8v]| dx

1,7=1

Z@vl

(4.3) d

< c/ (3 Jsv )% da = c/ Vol do < ol dre
Q=1
existiert. Aus der Holderschen Ungleichung 8.14 folgt nun die Existenz der Integrale
fﬂ mdivode und [, rdivug de.

e c ()GLq )da

[P @y = [ [Pl do = [ |

< /(|Vu| + = |tr Vu| Vd)! dz = /(|Vu| + —
Q d Q

||diVU||%q(Q) =

1 q
(Vu + Vu ' )—Etr( (Vu+ Vu' )| dx

|divu])!dr < c |Vu|q dx
7

< CHUH?/VLq(Q)-
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Daraus erhalten wir ‘esD(u){q*2 el (u) € LP(Q), da

/Q “6D(U)‘q72 eD(u)‘p dex = /Q ‘5D(u)‘(q71)p dex = /Q P (w)|" dz < oo.

Mit der Holderschen Ungleichung 8.14 folgt nun auch die Existenz des Integrals
/ e (u0) |77 2P (ug) : €P (v) da.
Q

3. Sattelpunktproblem

Die schwache Formulierung hat die Form eines nichtlinearen Sattelpunktproblems. Um dies
besser zu erkennen definieren wir:

a(--): WHQ) x WH(Q) - R:  a(u,v) = / aleP (w)|972eP (u) : P (v) dz,
Q

b(-,-): LP(Q) x V4(0) = R:  b(m,v) :—/Qﬂ'divvdcz:.

Mit diesen Bezeichnungen haben die Gleichungen (8.10) und (8.11) die Gestalt
a(ug, v) + b(m, v) = (f,v) + (h,v),
—b(r,ug) = 0.

Wir werden nun einige Eigenschaften von a(-,-) und b(-,-) nachpriifen.
LEMMA 8.15. Sei %—i—% = 1. Fir (u,v) € WhH(Q) x WH4(Q) ist der Ausdruck a(u,v)
wohldefiniert und wir erhalten die folgende Ungleichung:

la(u,v)| < aHe HL‘I(Q He )HL‘I(Q) < c||u||W1q )Hv||W1,q(Q). (8.12)

BEwEIs. Mit der Holderschen Ungleichung 8.14 erhalten wir

la(u,v)| < aH|5D(u)\"‘1(

H5 )HLQ(Q)

1

L1 -1
_a{/ |eP (u q D }PH5D(U)HLC,(Q) und mit EZQT

= alle”(u

LP(Q)

HLq(Q [C )HLq(Q)'
g
Fiir festes w ist a(u,v) linear beziiglich v und aus (8.12) erhalten wir die Stetigkeit von

a(u, v) beziiglich v. Zu jedem festen u € W19(Q) konnen wir einen eindeutigen Operator
A(u) € (WH(Q)) = ng () definieren, so dass fiir alle u,v € WH4(Q) gilt:

(46w U>(W5“’<m,ww<m> = auv).
LEMMA 8.16. Die Bilinearform b(m,v) ist fir m € LP(Q) und v € V,(0) wohldefiniert und
stetig.

BeEwEis. Mit der Holderschen Ungleichung 8.14 gilt

—/ mdivudx
Q

|b(m, v)| =

< ||7T||LP(Q)||U||W1¢1(Q)'



88 8. EIN MATHEMATISCHES MODELL FUR SCHERENTZAHENDE FLUIDE

Wir kénnen nun b(-, -) eindeutig die linearen und stetigen Operatoren
B: LP(Q) — V/(0):7+— B(r) = — /Qﬂ'div(-) dz, (8.13)
B*: V,(0) = LYQ) : u— —divu (8.14)
zuordnen.
LEMMA 8.17. Das lineare Funktional F : Vy(0) — R : v (f,v) + (h,v) ist stetig.

BEWEIS.
|F ()] < [(f, )] + [{h,v)]
<1l ol + 18l gt Mol g

Mit dem Spursatz 8.8 erhalten wir daraus
[F@I < 1 vz ol ) + el g o)

= U gy + el g1 g, ¥l
U

Wir werden nun die Gleichungen der schwachen Formulierung (8.10)-(8.11) mit den Opera-
toren A, B, B* und dem Funktional F' neu formulieren.
— 1

Sei I'p C 99 offen und % —1—5 = 1 mit 1 < ¢ < 2. Sei weiter f € V,(0),h € (W' o9(Dy))
und g € Wl_%’q(I’D). Aus dem Spursatz 8.8 und Bemerkung 8.11 wissen wir, dass V;(g) =
go + V,4(0) ist, wobei go € W14(€2) mit go‘FD = g ist. Wir definieren

A Vg(0) = V/(0): ur Au) == A(go + ).
Mit diesen Bezeichnungen ist die schwache Formulierung &quivalent zum folgenden Sattel-
punktproblem:
Finde (u,m) € V4(0) x LP(2) so, dass

Alu)+ Br=F in V,/(0), (8.15)
B*u=divgy in LI(). (8.16)

(ug, ) ist Losung von (8.10)-(8.11) genau dann, wenn (u, 7) = (ug — go, 7) Losung von (8.15)-
(8.16) ist. Die Losbarkeit des Sattelpunktproblems wird in Vortrag 9 untersucht.



VORTRAG 9

Analysis fiir ein Modell scherentzihender Fluide

ToB1AS HACKER

1. Vorbemerkungen
Im vorangegangenen Kapitel wurde fiir das nichtlineare Ostwald-de Waele-Modell eines scher-
entzihenden Fluids das Sattelpunktproblem
A(u)+Brn =F in V,(0), (8.15)
B*u=divgy in L) (8.16)
hergeleitet, doch blieb bislang die Frage nach dessen Losbarkeit offen, die nun Gegenstand

dieses Kapitels sein wird. Wir erinnern zunéchst an die Definition der Operatoren A, B, B*
fira>0und 1 <qg<2:

A Wh(Q) = (Wi u—>/ P (w)[ T2 P () : £2() da, (9.1)

B: LP(Q) — V/(0):7+— B(m) = — /Wdlv()d$ (9.2)
Q

B*: Vg (0) —» LYQ) :u— —divu (9.3)

und werden als Erstes einen allgemeinen Zusammenhang zwischen den Operatoren B und B*
herleiten.

DEeFINITION 9.1. Adjungierte Operatoren
Seien X, Y normierte Rdume und 7' : X — Y ein stetiger, linearer Operator. Dann wird der
zu T adjungierte Operator 7% : Y/ — X' definiert durch

Ty, 2) = (. Tx).
Der folgende Satz stellt sicher, dass auch der adjungierte Operator stetig und linear ist.

SATZ 9.2. Es seien X,Y normierte Riume und T : X — Y ein stetiger, linearer Operator.
Dann ist der zu T adjungierte Operator T* : Y' — X' ebenfalls stetig und linear.

BEWEIS.
Wir fithren den Beweis in zwei Schritten:

89
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(1) Linearitét:
Seien y},y5 € Y/ und A, Ay € R beliebig. Es gelten fiir alle x € X die Gleichungen
(T*(Myh + Aays), ) = ( My + Xoyh, Tx)
= )\1<y'1,Ta:> + )\2<y§,Ta:>
= M(T"yy, z) + Mo (T, )
= <)\1T*yi + )\QT*yé,@.
(2) Stetigkeit:
Es gilt die Ungleichung
1701l = sup (T"w1,2)| = sup |(y1,T)|
reX zeX
[lzf|=1 [[=]|=1
< sup [ylly Ty,
zeX
[lzfl=1
woraus aufgrund der Stetigkeit von T' die Ungleichung
1T ¢ < lyillye sup ellzllx = cllyilly
zeX
ll=]l=1
und somit die Stetigkeit von T™ folgt.
O

BEISPIEL 9.3. Lineare Abbildungen im euklidischen Vektorraum R™
Im euklidischen Vektorraum R"™ kann aufgrund des Rieszschen Darstellungssatzes (Satz 5.11
in Vortrag 5) jedem Funktional 2’ : R™ — R aus dem Dualraum zu R™ ein Vektor z € R"™ so
zugeordnet werden, dass fiir alle y € R" gilt:

(@ y)=z-y.
Da der Raum R"™ zu seinem Dualraum isomorph ist, ist diese Zuordnung eine Bijektion, d.h.

2’ kann mit z identifiziert werden. Nun gilt nach den Gesetzen der linearen Algebra fiir eine
Matrix M € R™*"™:

(x,My)=a-My=M"z-y= <MTx,y>.
Somit ist die transponierte Matrix M T der zu M adjungierte Operator.

BEISPIEL 9.4. Shiftoperator (Linksshift)
Fiir 1 < p < 0o betrachten wir den Folgenraum

= {(tn)new : tn €R, D [tn]” < o0},

n=1

dessen Dualraum mit dem Folgenraum £9 identifiziert werden kann, falls die Beziehung %—{—% =
1 erfiillt ist. Fiir ein beliebiges x = (s1, s2,...) € P und y' = (t1,1t2,...) € €7 erfolgt die duale
Paarung durch

. B 0
<y ,m> = Ztnsn.
n=1
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Definieren wir nun den Linksshift T : /¢ — ¢P durch
Tz := (s2,83,...),

so erhalten wir

/ _ - _ - to:=0 - . %/
<y ,Tx> = Ztnsn+1 = Ztn_lsn = Ztn_lsn =: <T Y ,m>.
n=1 n=2 n=1

Folglich ist der zu T adjungierte Operator T* der Rechtsshift
T (751,752, .. ) = (0,251,752, .. )
BEMERKUNG 9.5. Sei Y ein reflexiver Banachraum, d.h. die kanonische Einbettungi : Y — Y”

definiert durch (i(y),y’) = (y',y) ist ein Isomorphismus. Sei dariiberhinaus 7' : X — Y ein
linearer und stetiger Operator. Dann wird hiufig der Operator T* : Y — X' definiert durch
T :=T*"oi
mit dem adjungierten Operator T identifiziert. In diesem Fall gilt folglich
T :Y — X',
(T, y) () = T7Y, T) (1 -
Nun kénnen wir durch einfache Rechnung zeigen, dass auch die in (9.2) und (9.3) definierten

Operatoren B, B* adjungiert sind. Da B* von V,(0) in den zu LP(Q2) dualen Raum L9(2)
abbildet, existiert fiir jedes Paar (v, 7) € V,(0) x LP(€2) die duale Paarung

(B*v, ) = / B*v mdx
Q

:/ —divv wdz
Q
= (B, v).

Somit sind B, B* adjungiert. Um nun die Frage nach der Losbarkeit des Sattelpunktproblems
(8.15), (8.16) zu beantworten scheint es naheliegend, den bereits beim p-Laplace-Operator
in Vortrag 7 begangenen Weg einzuschlagen und direkt den Hauptsatz iiber monotone Ope-
ratoren (Satz 5.25 in Vortrag 5) anzuwenden. Hierfiir definieren wir den Matrix-Operator
A Vg(0) x LP(Q2) — V/(0) x LI(S2) durch

wom= (8 (1) ()

und erhalten die folgende Operator-Gleichung:

A(u,7) = ( difgo >

Uberpriifen wir nun den Operator A auf die fiir die Anwendung des Hauptsatzes iiber mono-
tone Operatoren erforderliche Koerzivitét, gelangen wir zu der Beziehung

oy = ( A0257 ) ()

= (A(u),u) + (Bm,u) + (B*u,m)
= (A(u),u) + 2(Bm,u).
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Wihlen wir eine Folge (0, ;) mit Elementen aus V;(0) x LP(Q2), welche die Eigenschaft

17l Lo () — o0 fiir n — o0

besitzt, so gilt mit der Produktraumnorm ||(-, ')qu(o)XLp(Q) = ||'||Vq(0) + H'”LF(Q)
<A(0,7Tn)7(0777n)> _ 0 =0-» o0 fiir n — oo
[P, o P |

d.h. A ist nicht koerziv. Um dennoch Aussagen iiber die Losbarkeit des Sattelpunktproblems
(8.15), (8.16) machen zu konnen, benétigen wir einen Losungssatz fiir Sattelpunktprobleme.

2. Allgemeiner Losungssatz fiir nichtlineare Sattelpunktprobleme

Im Umgang mit separablen und reflexiven Banachrdumen benttigen wir die beiden folgenden
Hilfssétze:

SATZ 9.6. Sei V' separabler Banachraum. Dann ist jeder Unterraum von V auch separabel.

BEWEIS. Sei Vj ein Unterraum des separablen Banachraums V und M eine abzihlbare,
dicht liegende Teilmenge von V. Dann existiert zu jedem v € Vj und jedem n € N ein
z(v,n) € M mit |v—z(v,n)|,, < 2, und die Menge X,, := {z(v,n) : v € Vy} ist als
Teilmenge von M abzdhlbar. Daher kénnen wir umgekehrt zu jedem z,; € X,,i = 1,2,...
ein y,; € Vo wihlen, sodass ||z — yn.ill,, < % ist. Folglich erhalten wir fiir jedes n € N eine
abzdhlbare Menge Y,, := {yp; : 4 =1,2,...} C V{ mit der folgenden Eigenschaft:

Fiir alle v € Vj existiert ein y € Y,,, sodass die Ungleichung

o =ylly < llv—a(v,n)lly + lz(v,n) =yl

1

< J—

n
erfiillt ist. Somit liegt die abzihlbare Vereinigung Y := Jo2 Y, dicht in Vp, d.h. Vj ist
separabel. 0

SATZ 9.7. Sei V ein reflexiver Banachraum. Dann ist jeder abgeschlossene Unterraum von V
ebenfalls reflexiv.

BEWEIS. Sei Vj ein abgeschlossener Unterraum von V' und @ € V' beliebig gew#hlt. Wir
definieren das lineare Funktional ¥ : V/ — R durch

U(F) := ®(F|,).
Da fiir alle F' € V' die Ungleichung

[T (F)| = |2(F[ )| < @l F |y llvg < @l I1F ]l
erfiillt ist, gilt | ¥||y~» = sup Fevf%ﬁ/),l < 00, d.h. das Funktional U ist stetig und somit aus

dem Dualraum V”. Da V reflexiv ist, ist die kanonische Einbettung ¢ : V' — V" surjektiv,
d.h. insbesondere zu ¥ € V" existiert ein vy € V, sodass fiir alle F' € V' gilt:

U(F) = F(uy).

Sei nun G € Vj beliebig gewihlt. Nach dem Satz von Hahn-Banach kénnen wir G auffassen
als die Einschriankung G = F' |V0 eines Funktionals F' € V', Damit folgt

O(G) = ©(F|,) = V(F) = F(vg).



2. ALLGEMEINER LOSUNGSSATZ FUR NICHTLINEARE SATTELPUNKTPROBLEME 93

Liele sich nun zeigen, dass vg € V) ist, so gilte
P(G) = G(vw)
fir alle G € Vj und die Behauptung wire bewiesen. Nehmen wir an, es sei vy ¢ V. Da V)

abgeschlossen ist, gilt

d:= inf — > 0.
U;felVOH’Uo vy |ly

Definieren wir uns auf span{Vp, vy} ein lineares Funktional F durch
F(vg) =d

F(Uo) =0 VYoyg e,

so ist dieses wegen der fiir alle vy € V, a € R giiltigen Ungleichung

. - Vo
Flog+ave)| = [a]d =] inf |50 —vully < lof [ 2 £ ou| = v+ avallv

stetig und besitzt nach dem Satz von Hahn-Banach eine Fortsetzung F' € V'. Daraus folgt
der Widerspruch

d= F(vy) = ¥(F) = &(F|,) = ®(0) =0,
und somit ist vy € Vj. ]

Desweiteren werden wir von folgendem Hilfssatz Gebrauch machen:

SATZ 9.8 (Satz vom abgeschlossenen Bild).
X und Y seien Banachrdume, und es sei T : X — Y eine lineare und stetige Abbildung.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Im T ist abgeschlossen.
(2) ImT ={yeY :(y,y) =0Vy € ker T"*}.
(8) ImT™ ist abgeschlossen.

BEWEIS. Siehe [25]. O
Nun sind wir in der Lage, den folgenden Satz zu beweisen:

SATZ 9.9 (Allgemeiner Losungssatz fiir nichtlineare Sattelpunktprobleme). [14]
Seien V, W reflexive, separable Banachriume und A : V — V' stetig und monoton, B : W —
V' linear und stetig. Sei weiterhin f € V' und g € Im B*, wobei B* : V. — W' der zu B
adjungierte Operator ist. Zusdtzlich seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

o A ist koerziv auf My :={v € V : B*v = g},
e Im B ist abgeschlossen in V.

Dann ezistiert ein Paar (u,m) € V. x W, welches die Gleichungen
Au)+Br=f inV/, (9.4)
B*u=g¢g in W (9.5)

erfillt. Ist der Operator A dariberhinaus streng monoton auf Mg, so ist u eindeutig und fiir
zwei Losungen (u, 1), (u,ma) gilt:

m — mo € ker B.
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BEWEIS. Wir fithren den Beweis in zwei Schritten:

Existenz
Wir setzen zunéchst g = 0 voraus. Dann fillt die Menge M, mit dem Unterraum Vj := ker B*
des separablen und reflexiven Banachraums V zusammen. Wir definieren nun die einge-

schrinkten Abbildungen Ay : Vp — V{ und fy € Vj durch
(Ao(u),vo) = (A(u), vo),
(fo,v0) = (f,v0)
fiir alle u, vg € Vp. Damit ist die Abbildung Ay monoton, koerziv und stetig. Da die Abbildung
B* stetig ist, ist ker B* = V[ abgeschlossen und Satz 9.7 liefert die Reflexivitat von V4.
Die Separabilitdt von Vp folgt sofort aus Satz 9.6. Somit ist der Haupsatz iiber monotone

Operatoren (Satz 5.25 in Vortrag 5) anwendbar, der die Existenz eines ug € V mit der
folgenden Losungseigenschaft liefert:

Aouo = fo-
Daraus ergibt sich fiir alle vy € Vj der iibergeordnete Zusammenhang
(A(uo),vo) = (Ao(uo), vo) = (fo,v0) = ([, o), (9.6)

womit wir uns auf die Suche nach einer Losung fir die Gleichungen (9.4), (9.5) machen
konnen. Offensichtlich besitzt Gleichung (9.4) genau dann eine Losung, falls f — A(u) € Im B
ist. Da die Menge Im B abgeschlossen ist, besitzt sie nach Satz 9.8 folgende Darstellung;:

ImB={veV: <v',v0> = 0 Yug € ker B* = Vj}.

Da die Abbildung f — A(ug) aus dem Dualraum V’ ist und aufgrund von (9.6) fiir alle vy € V}
die Gleichung

<f - A(U’O)’UO> =0
erfiillt ist, gilt somit f — A(ug) € Im B, d.h. es existiert ein 7 € W mit der Eigenschaft

Br = f - A(UO)v
woraus die Losbarkeit von (9.4), (9.5) fiir den Fall g = 0 folgt.

Sei nun g € Im B* beliebig. Dann existiert ein uy € V mit B*uy, = g, weshalb aufgrund
der Linearitdt von B* die Beziehung

My = ug + ker B

gilt. Definieren wir nun die Abbildung G : V' — V' durch G(v) := A(ugy + v), so ist diese
aufgrund der Eigenschaften von A stetig, monoton sowie koerziv auf ker B*. Folglich besitzt
das Gleichungssystem

Gw)+Br=f
B*v =0
aufgrund der obigen Uberlegungen eine Losung (0,7) € Vo x W. Wir erhalten damit
Alug +0)+Br = f
B*(ug +0) = B*(ug) = g.
Somit ist das Paar (ug + 0, 7) Losung von (9.4), (9.5).
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Eindeutigkeit
Sei nun A streng monoton auf M, und seien (uq,m1), (u2,m2) € V x W Losungen der Glei-
chungen (9.4), (9.5). Dann sind uy,us € My, u; —uz € V und m —mp € W, d.h. wir erhalten
die Gleichungen

(A(uy),up — ug) + (Bmy,uy —ug) = (f,u1 — ug) (9.7)
(A(ug),u; — ug) + (Bma,uy — ug) = (f,u1 — uz) (9.8)
(B*uy,m — mo) = (g, M1 — T2) (9.9)
(B*ug,m — mo) = (g, ™ — T2). (9.10)

Durch die Subtraktion (9.7) - (9.8) erhalten wir
(A(ur) — A(u2),ur — ug) + (B(mp — m2),u; — ug) = 0. (9.11)
Die Subtraktion (9.9) - (9.10) ergibt
(B*(u1 — ug), m — m2) =0,

also
(B(T['l —7T2),U1 —UQ> =0. (912)
Setzen wir (9.12) in (9.11) ein und nutzen die strenge Monotonie von A auf M, aus, so erhalten

wir schlieBlich u; —ug = 0. Seien nun (u, m1), (u, ) € V x W Losungen der Gleichungen (9.4),
(9.5), dann gilt fiir alle v € V'

(A(u),v) + (Bmy,v) = (f,v) (9.13)
(A(u),v) + (Bma,v) = (f,v), (9.14)
d.h. wir erhalten durch Subtraktion der beiden Gleichungen fiir alle v € V die Beziehung
(B(m — ma),v) = 0. Somit ist m — 79 € ker B. O

3. Losungssatz fiir das Sattelpunktproblem des Ostwald-de Waele-Modells

Wie wollen nun den allgemeinen Loésungssatz 9.9 anwenden, um einen Losungssatz fiir das
uns vorliegende nichtlineare Sattelpunktproblem (8.15), (8.16) herzuleiten. Wir setzen da-
bei von nun an stets voraus, dass es sich um kein reines Neumann-Problem handelt, d.h.
meas(T'p) > 0. Desweiteren sei d = 3, d.h. alle unsere Uberlegungen bezichen sich auf den
dreidimensionalen Raum.

Es ist bereits bekannt, dass der Raum L?(€2) ein reflexiver und separabler Banachraum ist, des-
weiteren wurde schon in Vortrag 8 die Linearit#t und Stetigkeit der Abbildung B : LP(2) —
Vq/(O) nachgewiesen. Es bleiben also die folgenden Voraussetzungen aus Satz 9.9 zu iiberpriifen:

1) V4(0) ist reflexiver und separabler Banachraum.
2) A ist koerziv auf M := {v € V,(0) : B*v = divgo}.
3) A ist stetig auf V;(0).
4) A ist streng monoton auf M.
5) Im B ist abgeschlossen in V,/(0).
(6) div g € Im B*.
Dabei werden wir in einigen Féllen Zusatzvoraussetzungen an das Ostwald-de Waele-Modell
machen miissen, um zu einem Losungssatz fiir das zugehorige Sattelpunktproblem zu gelan-
gen.
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3.1. Reflexivitit und Separabilitéit von V,(0).
1
In Satz 8.8 haben wir gesehen, dass die Spurbildung W{FD cWh(Q) — Wl_E’q(FD) linear
und stetig ist. Somit ist V,(0) = ker’y|FD ein abgeschlossener Unterraum des reflexiven und

separablen Banachraums W14(€2), und aus den Sitzen 9.6, 9.7 folgt sofort die Reflexivitit
und Separabilitit von V,(0).

3.2. Koerzivitit von A auf M = {v € V,(0) : B*v = div go}.
Sei (un)nen C M eine beliebige Folge mit |[uyl[y1a@q) — oo fiir n — oo. Aufgrund der
Definition (9.1) von A gilt die Beziehung

(A(up), un) :a/Q |2 (un) [T P (un) : €2 (un) dev

:a/ ‘eD(un)rI dx
Q
q
= aHsD(un)HLq(Q), (9.15)
d.h. fiir den zur Uberpriifung der Koerzivitét entscheidenden Quotienten ergibt sich

(A(un),un) al[e? (un) H%Q(Q)

Hun”wl,q(g)_ ”UnHWI,q(Q)

(9.16)

Fiir eine geeignete Abschitzung des Nenners in (9.16) benétigen wir die folgende Fassung der
Ungleichung von Poincaré-Friedrichs:

SATZ 9.10 (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung). [10]
Sei Q C RY ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand und 1 < q < oo. Ist die Teilmenge
V C Wh4(Q) abgeschlossen und konvex und erfiillt dariiberhinaus fiir u € V die Bedingung

le(u)llpaey =0 = u=0, (9.17)
so existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass fir alle w € V' gilt:
[ullwra) < clle(w)La@)-

Wie bereits im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, ist V;(0) ein abgeschlossener Unterraum von
WLe(Q), wobei aus der Unterraumeigenschaft sofort die Konvexitit von V,(0) folgt. Zum
Nachweis der Bedingung (9.17) fiir V;(0) machen wir von folgendem Hilfssatz Gebrauch:

SATZ 9.11 (Kern des linearisierten Verzerrungstensors ¢).

Sei Q C RY beschrinktes und zusammenhingendes Lipschitz-Gebiet sowie 1 < ¢ < oo.
Dann gilt fiir den Kern des linearisierten Verzerrungstensors € : W14(Q) — L4(Q),e(u) =
3 (Vu+ (Vu)") die Beziehung

kere = {u € WH(Q):u=a+ Bz, ac R4, B=-B' ¢ R},

BEWEIS. Fiir eine beliebige Funktion u € W19(2) und eine beliebige kompakte Teilmenge
V € Q zeigen wir zunichst die Existenz eines ¢ > 0, sodass fiir alle h € R? mit |h| <
%dist (V,090) die folgende Ungleichung erfiillt ist:

/V - (a4 ) — u(@)|? dz < e[h ()[4 - (9.18)
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Hierfiir nehmen wir zunschst an, es sei u € C*°(Q). Dann gilt
Ld
h-(u(x+h) —u(x)) =h- / Eu(w +th) dt
0
1
=h- / Vu(x + th)h dt
0

—h. /01 [e(u) + % <Vu - (vu)T)} P (9.19)

Da fiir schiefsymmetrische Matrizen S € R fiir alle 2 € R? die Beziehung = - Sz = 0 gilt,
erhalten wir aus (9.19) die Gleichung

1
h-(u(x+h) —u(x)) =h- /0 e(u(x +th))h dt

und schlieBlich

/v’h'(“(“h)—uw))\q dx:/v

q

1
h-/o e(u(z +th))h dt| dx

1
gc]h\Qq/ / le(u(z + th)|? de dt
0 1%
< c|h* |le(u)] o) (9.20)

Da C*(Q) dicht in Wh4(Q) liegt, gilt (9.20) sogar fiir alle w € W19(Q). Sei nun u € W14(Q)
mit £(u) = 0 und V eine beliebige kompakte Teilmenge von (2. Definieren wir die Menge
Vi={yeQ:dist(y,V) < 1dist (V,09Q)}, so gilt aufgrund von Ungleichung (9.18) fiir alle
z €V und z € RY mit |z| < dist(V,00): z + 2 € V und

/V |2 (ulz + 2) —u(@))|” dz < ez e(w)l|]qq) =0,
d.h. wir erhalten fiir fast alle x € V' die Beziehung
z - (u(z +2) —u(x)) =0. (9.21)
Setzen wir y = x + z, so folgt fiir fast alle x € V,y € ‘N/, dass
(x —y) - (u(z) —uly)) = 0.

Definieren wir nun die Abbildung G € W4(V x V) durch G(z,y) := (z —y) - (u(z) — u(y)),
so besitzt diese die Ableitung

_ (ul@) — uly) + (Vu@) ()
R (s i R

Da nach Gleichung (9.21) G = 0 ist, folgt fiir fast alle (z,y) € V x V
(@) = uly) —u(@) + (Vu(y)) " (y - 2) = 0. (9-22)
Fiir fast alle y € V ist f aus W14(V) mit der Ableitung
Vaf(z) = =Vu(z) — (Vu(y)) "



98 9. ANALYSIS FUR EIN MODELL SCHERENTZAHENDER FLUIDE

Da aufgrund von Gleichung (9.22) f = 0 ist in V, folgt V., f(x) = 0 fast iiberall in V', d.h.
fast iiberall in V' x V gilt:
—Vu(z) — (Vu(y)) " = 0.
Nutzen wir aus, dass £(u) = 0 ist, also Vu schiefsymmetrisch ist, gelangen wir zu der fiir fast
alle (z,y) € V x V giiltigen Beziehung
Vu(z) = Vu(y).
Somit ist B := Vu(z) konstant und schiefsymmetrisch fiir fast alle . Wir erhalten schliefilich
mit (9.22) fur fast alle (z,y) € V x V die Gleichung
u(y) —u(z) + BT (y —2) =0
& u(y)+B'y=u(x)+ Bz
Folglich existiert eine Konstante a, sodass fiir fast alle x € V gilt:
u(z) =a— Bz,
Aus der Allgemeinheit von V &€ € folgt schliellich die Behauptung. (]
Es gelte nun u € V4(0) mit |le(u)|[4(q) = 0. Dann besitzt u unter der zusétzlichen Voraus-
setzung, dass €2 ein beschrinktes und zusammenhéngendes Lipschitz-Gebiet ist, aufgrund des
Hilfssatzes (9.11) einen C%(Q)-Vertreter der Gestalt u(x) = a + Bx mit einem konstanten
Vektor a € R3 und einer schiefsymmetrischen Matrix B € R3*3. Es folgt die Existenz eines

Vektors b € R?, sodass wir die stetige Funktion u in der Form u(z) = a 4+ b x z schrei-
ben kénnen. Da u‘FD = 0 und meas (I'p) > 0 ist, finden wir drei nicht kollineare Punkte

x; € I'p,i = 1,2,3 mit der Eigenschaft u(x;) = 0. Wir erhalten also fiir 7,5 = 1,2,3 die
Gleichungen
a=—bxux;
a=—bxuxj,
woraus durch Subtraktion der Gleichungen die Beziehung
bx (xi—x;)=0 (9.23)

folgt. Nun sind die Punkte z;,7 = 1,2, 3 nicht kollinear, d.h. die Vektoren o —x1 und z3 — x
sind linear unabhéngig. Damit folgt aus (9.23) b = 0. Somit gilt u(z;) = a =0, d.h. u = 0.
Wir kénnen also die Ungleichung von Poincaré-Friedrichs (9.10) anwenden, welche die Exi-
stenz eines ¢ > 0 liefert, sodass fiir alle u € V,(0) die Ungleichung

[ellwrag) < clle(@llLoqy

erfiillt ist. Mit Hilfe der Beziehung e (u) = e(u) — $tre(u)Id = e(u) — § divuld erhalten wir
daraus die Abschéitzung
Lq(ﬂ)) |

Nun ist w € M = {v € V,(0) : —dive =divgp}, d.h. H% divuIdHLq(Q) = H%divgo IdHLq(Q) =
k(| div goll fa(q) mit k> 0. Folglich gilt die Abschétzung

1.
HUHWLq(Q) <c <H5D(U)HL¢Z(Q) + Hg divuld

lullwraay < € ([|E2 @] gy +F14iv goll oy )
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und es geht [|uplyy1.0(0) dann und nur dann gegen unendlich, falls HED(un)HLq(Q) gegen un-
endlich geht. SchlieBlich erhalten wir aus Gleichung (9.16)

(IR I G Gl 1770
(e Ctn) oy + IV goll oo )

fiir n gegen unendlich, da 1 < ¢ < 2 gilt. Somit ist A koerziv auf M.

”unHWLQ(Q)

3.3. Stetigkeit von A.
Sei u € V,(0) beliebig gewéhlt und (uy,)nen C V4(0) eine approximierende Folge, d.h. es geht
llwn, — u||W1,q(Q) gegen Null fiir n gegen unendlich. Zum Nachweis der Stetigkeit von A ist zu
zeigen, dass

[A(un) — A(W)|ly o) — 0 fiir n — oo. (9.24)
q
Um uns die folgenden Rechnungen zu erleichtern, identifizieren wir fiir v € V,(0) die Matrix
ef €7 e
Pwy=| ef £ &P

mit dem Spaltenvektor
&P (v) = . (9.25)

=D =D

P(vg) = &P (v1) - €P(vg). Damit

Dabei gilt fiir v, ve € V,4(0) der Zusammenhang ”(vq) : €
erhalten wir fiir die linke Seite in (9.24):

[A(un) = Aw)llyy0) = sup [(Alun) = A(u),v)]

veVL(0)
llvll=1

= a sup
veVL(0)
llvll=1

/Q UaD(Un)‘q—Q aD(un) — |5D(U)‘q—2 ED(U)} :aD(v) da

=a sup
veVL(0)
llvll=1

/Q (162 )| 2 ) — |2 )| 2(w)] - P )

Wir definieren einen Nemyckii-Operator ® durch
© (&7 (u))(x) = ¢(x, (27 (u))(x),
wobei die Abbildung ¢ : © x R? — R definiert ist durch
pla,n) =" 1.

Dann liefert uns das Lemma iiber die Stetigkeit von Nemyckii-Operatoren (Lemma 7.15 in
Vortrag 7) die Stetigkeit des Nemyckii-Operators ® : L9(Q2) — LP(Q2). Die erforderlichen
Voraussetzungen lassen sich leicht verifizieren:
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(1) Carathéodory-Bedingung:
Da ¢ nicht explizit von x abhingt, ist f(-,7) messbar auf Q fiir alle n € R®. Die
Stetigkeit von ¢(x,) : 9 +— |77|q72 n wurde bereits in Bemerkung 7.3 angesprochen.

(2) Wachstumsbedingung:
Es gilt

q—1

2

9
f ()| =[n|" ! = (Zn2>

Da 1 < g < 2 gilt, ergibt sich die Ungleichung
9
Flam] <3 il
i=1

und mit der Aquivalenz é%— % =1l&qg-1= % erhalten wir schlieflich die gewiinschte
Wachstumsbedingung

9
fn) <D il
i=1

Nun kénnen wir die Stetigkeit von A nachweisen, indem wir den Nemyckii-Operator ¢ in die
rechte Seite von (9.26) einbringen:

[4(wn) = AWy = o sup / [0 (un)) = @ (w))] - (v) da].
veVy
flvll=1 eLr(Q) €eLa(Q)

Mit der Holderschen Ungleichung (Satz 8.14) erhalten wir schlieflich:

1A(n) = A(w) |y ) < @]|@(EP (un)) = 27 W) 1q su 17 @) o

veVq
—0 fiir n—oo lv]|=1

Da &% (v) linear und stetig von v abhiingt, ist der Faktor

. =D
Sup 167 )| Lo
[lvll=1

beschrénkt. Folglich konvergiert fiir n gegen unendlich die Norm [|A(un) — A(w)||y o) gegen
q
Null, d.h. der Operator A ist stetig.

3.4. (Strenge) Monotonie von A.
Wir verwenden wieder den zur Uberpriifung der Stetigkeit in (9.25) eingefiihrten Vektor &% (u)
anstelle des linearisierten Verzerrungstensors e (u). Durch Anwendung der Ungleichung (7.3)
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aus Vortrag 7 erhalten wir fiir ui,us € V4(0) die Abschétzung
(A(ur) — A(uz), ur — u2)

- a/g UgD(ul)‘q_QgD(ul) - \gD(uz)\q_QgD(UQ)] 2D (uy — wp) da

a/g (12| &) — [£(w) " 22 )] - [ ) — 2 )]

v

c/ﬂ (122 ()| + |22 a) ) T2 EP (wr) — €7 (ug)|* dae (9.27)
> 0.

Somit ist A monoton auf V,(0). Wir nehmen nun an, fiir u;,us € M sei die rechte Seite in
(9.27) Null. Nach der Dreiecksungleichung gélte |ED(u1)| + |ED(u2)‘ > ‘é’D(ul) - 5’D(u2)‘, wir
erhielten also die Beziehung

o:/ (12 ()| + |22 (2) ) T2 2P (wr) — E° (ug)|* dee
Q

2/91517(1“)—517(@)1" da
= HgD(ul) - 5D(“2)Hiq(ﬂ)
= [|e” () = £ wa)| 7o (9.28)
Nutzten wir nun fiir u;,i = 1,2 die Eigenschaft e”(u;) = e(u;) — 3tre(w;)Id = e(u;) —
3 divu; Id = e(u;) + 3 div go Id aus, so erhielten wir aus (9.28):
0> fle(ur) — £(uz) [
— et — )Ly -

Wie wir bereits bei der Uberpriifung der Koerzivitdt von A gezeigt haben, folgte daraus
uy — ug = 0, also ist A streng monoton auf M.

3.5. Abgeschlossenheit von Im B in V,/(0).
Wir zitieren zunéchst den folgenden Hilfssatz [10, Theorem 3], [14]:

SATZ 9.12 (Eigenschaften der Divergenz).
Sei Q ein beschrdnktes Gebiet mit Lipschitz-Rand, 1 < q < oo sowie % + % = 1. Sei ferner

I'p C 09 offen. Dann gilt fir die Abbildung B* : V4(0) — LI(Q),u — —divu
{reL1Q): [or dz =0} falls I'p = 09,
L9() sonst.

Damit ist Im B* insbesondere abgeschlossen. Der Kern des adjungierten Operators B besitzt
die folgende Gestalt:

Ker B — {konst. Funktionen in LP(Q)} falls I'p = 09,
AT {0} sonst.

Damit folgt aus dem Satz vom abgeschlossenen Bild 9.8 die Abgeschlossenheit von Im B.

Im B* = {

BEMERKUNG 9.13. Aus Satz 9.12 folgt bei Anwendung des allgemeinen Ldsungssatzes fiir Sat-
telpunktprobleme 9.9 im Fall I'p # 992 die Eindeutigkeit von 7, ansonsten die Eindeutigkeit
bis auf eine Konstante.
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3.6. Bild von B*.
Ist I'p # 09, so ist nach Satz 9.12 Im B* = L%(R2), d.h. divgy € L(Q) ist fiir alle gy €
Wh4(Q) im Bild von B* enthalten. Im Fall I'p = 9Q hingegen benétigen wir als zusitzliche
Voraussetzung an das Dirichlet-Datum g die Existenz eines go € W14(Q), sodass die folgenden
Beziehungen gelten:

9olyq =9 und /divgo dz = 0.
Q

Somit kénnen wir den allgemeinen Losungssatz fiir Sattelpunktprobleme anwenden und ge-
langen zu folgendem Theorem:

SATzZ 9.14 (Existenz und Eindeutigkeit schwacher Losungen des Ostwald-de Waele—l\/l_odelli
Sei Q C R? ein beschrinktes und zusammenhingendes Lipschitz-Gebiet, 00 = I'p U Ty,
wobei I'p und 'y offen und disjunkt sind mit meas'p > 0. Sei dariberhinaus 1 < q < 2 und

% +% = 1. Weiterhin sei f € V;(0),h € (/W\;l_é’q(FN))’,g € Wl_%’q(I‘D). Im Fall Tp = 09
existiere zusdtzlich eine Abbildung go € W14(Q) mit go|aQ =g und fQ div gy dx = 0. Dann
ezistiert ein Paar (ug,m) € Vy(g) x LP(Y), welches die schwache Formulierung

/a!eD(uo)]q_QaD(uo) el (v) da — /ﬂ'diV’Ud.’E = (f,v) + (h,v)  fiir alle v € V4(0),
Q

Q
/rdiv updr =0 fir alle r € LP(Q)
Q

bzw. dquivalent dazu das Sattelpunktproblem mit uw = ug — go € Vg(0)
A(u+go) + Br=F in V;(0), (8.15)
B*u=divgy in LI(Q) (8.16)

lost. Dabei ist u eindeutig. Im Fall I'p # 0§ ist auch w eindeutig, andernfalls eindeutig bis
auf eine Konstante.

4. Ausblick

Wir haben nun sehr ausfiihrlich das nichtlineare Ostwald-de Waele-Modell eines scherentz&hen-
den Fluids untersucht und konnten dabei die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung der zugehorigen schwachen Formulierung zufriedenstellend beantworten, indem wir
die zugehorigen Stromungsgleichungen auf ein Sattelpunktproblem transformierten. Dabei
war das scherentzihende Fluid durch eine Abnahme der Viskositdt bei zunehmender Scher-
geschwindigkeit gekennzeichnet. Doch dies ist nur eines von vielen Stréomungsmodellen, und
die Einteilung eines Fluids in eine bestimmte Klasse bereitet mitunter grofle Schwierigkeiten.
Betrachten wir beispielsweise Humanblut, so sind dessen Eigenschaften durch die vielféltigen
Transportaufgaben, die ihm im menschlichen Koérper zukommen, geprégt. Bei den Bestandtei-
len des Blutes unterscheidet man zunéchst zwischen dem fluiden Tragermedium, dem Plasma,
und den darin suspendierten Zellen. Das Plasma besteht zu 90 % aus Wasser und zu 1 % aus
anorganischen Ionen, der Rest sind Proteine. Die zelluldren Bestandteile sind die Erythro-
zyten (rote Blutkérperchen), die Leukozyten (weifle Blutkorperchen) und die Thrombozyten
(Blutpléttchen).
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Auf das Fliefiverhalten haben die folgenden Parameter den grofiten Einflul [17]:

Erythrozytenaggregation (lange Aneinanderreihungen von Erythrozyten)
Deformierbarkeit der Erythrozyten

Viskositét des Plasmas

Hamatokrit (volumenméfBiger Anteil der Blutzellen)

Doch nicht nur die Klasseneinteilung bereitet Probleme. Wir konnten zwar die Frage kldren,
unter welchen Bedingungen das Ostwald-de Waele-Modell eine Losung besitzt, doch steht uns
bislang kein numerisches Verfahren zur Losung derartiger nichtlinearer Stréomungsgleichungen
zur Verfiigung. Wie wichtig es in bestimmten Féllen ist, auf die nichtlineare Variante eines
Stromungsmodells zuriickzugreifen, wollen wir uns am Beispiel der stationéren Navier-Stokes-
Gleichungen

o(Vu)u+ Vr —2udive(u) — f =0,
divu =0

klar machen. Im Unterschied zum Ostwald-de Waele Modell eines scherentzéhenden Fluids
weist dieses zwar ein lineares konstitutives Gesetz auf, doch beinhaltet es dafiir den nicht-
linearen Term (Vu)u. Als Modellbeispiel stellen wir uns ein gekriimmtes Rohr vor, dessen
Winde undurchléssig sind und das an der Oberseite einen Einfluss und seitlich einen Ausfluss
besitzt. Die Einstromgeschwindigkeit v; kann dabei beliebig vorgegeben werden. Im Falle ei-
ner kleinen Einstromgeschwindigkeit (v; = —1) erhalten wir beim linearen und nichtlinearen
Ansatz ein nahezu identisches Stromungsbild (siehe Seite 103).

In den nachfolgenden Abbildungen ist der Betrag des Geschwindigkeitsfeldes u farbig darge-
stellt, die Pfeile beschreiben die Richtung des Geschwindigkeitsfeldes.

linear nichtlinear

Erhohen wir jedoch die Einstromgeschwindigkeit (v = —25), so werden signifikante Unter-
schiede erkennbar:

linear nichtlinear
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Besonders deutlich werden die Unterschiede, wenn wir noch einen Fremdkérper in das Rohr
einbringen, der vom Fluid umstrémt wird:

Time1 Sutace: veocty Sed (U) Arow [x vl (u)y velocty (V] . Time1 Sutace: velocty Seid (U) Arow x vlochy u)y velocty (V]

o5 o m

linear, v; = —1 nichtlinear, v; = —1

s o o i i
e T——— -

o8 06 04 0z 0 oz o4 05 08 1

linear, v; = —25 nichtlinear, v = —25
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