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0 Einleitung

Das Integrationsproblem gehort zu den Problemen, die afadkisten beschrieben
werden kdnnen: Wir haben eine Funktigrgegeben und suchen eine FunktiBnso
dass die Ableitung voii” wieder f ergibt:

F’"=f oder F:ff.

In der Schule haben wir dazu einige Verfahren kennengelemtdieses Problem zu
I6sen. Bei Polynomen gibt es hierfiir die einfache Vorsthrif

. 1 .
f)\mldx = — Nz,
i+ 1

welche durch mehrmaliges Anwenden immer zum Ziel fuhrt.i@gonalen Funktio-

nen wird das Problem mittels Substitution, partieller ¢mégion oder Umformen des
Integranden auf ,einfach” integrierbare Funktionen réeiizAlso auf Funktionen wie

exp, sin oder log, von denen die Stammfunktion bekannt ist. Alfegs wissen wir nie,

ob wir mit diesen Heuristiken auf dem richtigen Weg sind, orahchmal fehlt einfach
der richtige , Trick®, um zum Ziel zu gelangen.

Der einzige Ansatz, der immer durchgefuhrt werden kanmdiestPartialbruchzerle-
gung. Dabei wird eine rationale Funktighin mehrere Brichef; + --- + f, zerlegt,
wodurch sich das Problem aufgrund der Linearitéat in mehnemgiger komplexe Pro-
bleme aufteilt. Auf die Partialbriichg konnen dann allerdings wieder nur Heuristiken
angewendet werden.

Fur Computeralgebrasysteme ist diese Vorgehensweisé lméglonders praktikabel,
denn wir kénnen von einem Computer nicht erwarten, dassreridetigen Trick fin-
det. Dies wird meistens mit groRen Tabellen von bekanntem®ifunktionen gelost.
Weiterhin kennen die Systeme Stammfunktionen von gewigsenbinationen wie
x explaz) sin(bz) und kénnen Uber Paternmatching — das Erkennen von gleichgk S
turen — feststellen, ob eine bestimmte Kombination votfagyenn alle diese Versuche
fehlschlagen, wird kein Ergebnis ausgegeben und es igtkiatob es Uberhaupt eine
Stammfunktion gibt.

Die algorithmische Integration verfolgt bei dem Problemesi ganz anderen Weg. Da-
bei wird die Eingabe auf bestimmte Funktionenklassen sictgéinkt und es stellt sich
die Frage, ob es eine Stammfunktion gibt, die sich auf dielggeWeise ausdriicken
lasst. Es werden zum Beispiel nur Funktionen, in denen lithgaen, Exponential-
funktionen, trigonometrische Funktionen oder algebrasEunktionen auftauchen,
betrachtet. Unter algebraischen Funktionen versteht rolehes Funktionen, welche
Nullstelle eines Polynoms sind, darunter auch die Wurnklionen. Die Funktion
\/log(x) ist beispielsweise Nullstelle des Polynopig) = = — exp(y?).

Fur das oben genannte Beispiebxplax) sin(bx) exisiert eine Stammfunktion, wel-
che sich wieder durch diese Funktionen ausdriicken lasstidBé&unktion ex;ﬁ—xz)

1Tabellen von unbestimmten Integralen befinden sich béiggige in [BSMM97], Abschnitt 21.5.
2Das angegebene Beispiel ist aus [BSMM97], Abschnitt 2125l4tegral Nr. 463.
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geht das aber nicht. Stattdessen wird hierfir eine ,neuakfan, die Error-Funktion,
definiert: ) B
erf(z) := —f exp(—z?)dx.
= J, et

Joseph Liouville hat im 19. Jahrhundert erste algebraigasitze zur algorithmi-

schen Integration gemacht. Er hat die trigonometrischamkfianen uber die expo-
nentielle Darstellung im Komplexen als spezielle expoiefietFunktionen betrachtet.
Die Eingabe hat Liouville dadurch auf algebraische, ldgarische und exponentielle
Funktionen eingeschrankt, welche auch als elementar diersti werden. Ein grol3er
Schritt wurde mit dem Satz von Liouville gemacht. Diesez3iafert eine Darstellung

aller Funktionen, welche eine elementare Stammfunktidoeha

Ab Mitte des 20. Jahrhunderts wurde der Ansatz von Liouvilleder aufgegriffen,
insbesondere durch Maxwell Rosenlicht und Robert Rischwiizsien neue Erkennt-
nisse aus der Algebra genutzt und die Ableitung wurde duechallgemeineren Ab-
bildungsbegriff ersetzt. Funktionen werden dann als Elgmeines Differentialkor-
pers betrachtet und die Ableitung ist das Bild unter einatitranten Abbildung. Der
daraus entstandene Algorithmus — auch Risch-Algorithnemsugnt — bestimmt, ob es
eine elementare Stammfunktion gibt und berechtet dieslajple wird dieser Algo-
rithmus bei der Integration von Funktionen genutzt.

Ziel dieser Arbeit ist es, den logarithmischen Teil des Ritgorithmus vorzustellen.
In Kapitel 1 wird nach der Einfiihrung einiger Begriffe undtstitonen die Differen-
tialalgebra und ihre Anwendung auf die rationale Integrain Grundzugen erkléart.
Im Anschluss beschéftigt sich Kapitel 2 mit DifferentiatR@rerweiterungen, welche
uns die Moglichkeit geben, auch Logarithmen als ElementeseDifferentialkdrpers
darzustellen. Die verschiedenen Erweiterungen flihrenrmmeTurm von Differenti-
alkoérpern und der Integrationsalgorithmus wird mit teiseesehr ahnlichen Verfahren
wie im rationalen Fall erklart. Kapitel 3 erlautert diesefgdrithmus fur den loga-
rithmischen Fall und in Kapitel 4 wird noch einmal kurz aufchige Details in der
Implementierung eingegangen.

Von den Algorithmen selbst sind in dieser Arbeit nur die iigbten Teile in Pseu-
docode zu finden. Der gesamte Integrationsalgorithmusjndstathematicaimple-
mentiert wurde, und alle Beispiele, die in dieser Arbeitkemnmen, befinden auf der
beiliegenden CD.



1 Grundlagen

In diesem Kapitel sind einige Definitionen und Algorithmersammengestellt, die wir
fur die Integration in logarithmischen Erweiterungen bégen.

1.1 Polynome

Unter einem Polynomp in = mit Koeffizienten in einem Korpek verstehen wir eine
Summep = Y a,z', mita;, € kunda, # 0. Die hochste Potenz wird Grad des
Polynomsp genannt und mit degbezeichnet. Die Menge dieser Polynome bildet den
Polynomringk[x].

Die Menge
k(z) := {g |p, q € k[z],q # 0,gcdp, q) = l}

bezeichnen wir als Quotientenkorper. Uber diesem Korpen&i wir wieder Polyno-
me in einer zweiten Variablg betrachtenp = ", biyi € k(@)[yl, mitb, € k(x).
Fur solche Funktionen, die auch bezuglich beider Variaptdgnomiell sein kénnen,
verwenden wir die Schreibweise degbzw. deg p, um die Variable anzugeben, fur
die wir den Grad betrachten wollen. So gilt beispielweigedigé Funktionp = z3y*:
deg,p = 3und degp = 4.

1.1.1 Polynomdivision

Der Polynomringk[x] ist ein euklidischer Ring, wir kdnnen also zwei Polynome
p1(x), po(x) € k[x] mit Rest teilen:

P1(x) = q(x)p,(x) + 7(2), (1.1)
wobeig,(z), 7(z) € k[z] und deg r(x) < deg, p,(x) oderr(x) = 0.

Iteriert man diesen Prozess, indem matr) := r(x) definiert undp,(z) durchps(x)
teilt, so erhalt man eine Folge von Polynome(r), bei denen der Grad immer weiter
abnimmt. Das letzte Polynom der Folge, das nicht Null istlés grolite gemeinsame
Teiler der Polynome;,(x) und p,(x). Diesen Algorithmus nennt man Euklidischen
Algorithmus. Den gro3ten gemeinsamen Teiler bezeichnemwigcd(p,(x), p,(z)).

Die Berechnungsvorschrift (1.1), welche angibt, wie marn = p,(z) ausp,_,(z) und
p;_o(x) erhalt, wird im Erweiterten Euklidischen Algorithmus vemdet, um zusatz-
lich eine Darstellung

g(@) = ged(py (@), po(x)) = al@)p, (@) + b(@)py(x)

des groRten gemeinsamen Teilers zu finden. Dazu startenindemGleichungen:
p1(x) = aq(x)p1(T) + bl(fﬂ)pz(fﬂ)

Do(x) = as(x)pq(x) + bz(SU)Pz(u’U)a
mit  aq,(z) = 1,b4(x) = 0,a,(z) = 0 undb,(z) = 1. (1.2)



Die Berechnungsvorschrift dexr(z) wird nun auch auf,(x) undb,(x) angewendet,
so dass stets

pi() = a;(@)p1(x) + b ()py()

gilt. Da das vorletzte,(x) der grof3te gemeinsame Teiler ist, haben wir anit) und
b,(x) die gewtinschte Darstellung gleichzeitig gefunden.

Beispiel 1.1
Wir berechnen den gré3ten gemeinsamen Teiler von

p1(x) =2°+62°+82°+2°+3z+5 und Do() =z +223+1
inZ[x]:
Zunachst teilen wip,(x) mit Rest durclp,(z) und erhalten damit:
py(x) = (& + Dpy(x) + (2 + 22 + 1).
Den Rest nennen wir;(x) und wenn wir die Gleichung umstellen, ergibt sich:
P3(x) = p1(7) — (x + Dpy(x) = 22+ 22 + 1.

Wir definierenag(x), aq(x), by(z) und by(x) wie in (1.2) und kdnnen aucti,(z) und
bs(z) berechnen:

az(x) = aq(x) — (z +Day(z) =1
und bs(z) = aq(x) — (z + Dby(z) = —x — 4

Es gilt:
p3() = p1(x) — (& + Bp,(x) = az(@)py(z) + by(x)py(2).

Die weiteren Divisionen sind in folgender Tabelle zusamgadasst:

i p;(x) q;(x) a;(x) b,()

1] 2°+62*+823+22+32x+5 r+4 1 0

2 zt+ 223+ 1 z? -1 0 1

3 >+ 22+ 1 x/2+1/2 1 —-r—4

4 2r + 2 0 1-22 | a8 +422-2-3
5 0

Der grof3te gemeinsame Teiler ist also22 und es gilt:

21 +2 = (1 - 2?)py(x) + (23 + 42® — 2 — ().

Die GrofRe des Teilers bezieht sich bei Polynomen auf ihreed@ind dieser wird
durch Multiplikation mit einem Element des Koeffizientenérs nicht beeinflusst.
Der gréRte gemeinsame Teiler ist also bis auf eine Einhederitig bestimmt und
kann sich um ein Element aésunterscheiden.

Im Gegensatz zu unserer Rechnung wird MigthematicaFunktion PolynomialGCD
den grof3ten gemeinsamen Teiler immer normiert ausgeben:

I n[ 1] : = PolynomialGCD [p1, p2]

Qut[1]=x+1



Leider kannPolynomialGCD hicht mit mehreren Variablen in einem Polynomring wie
k(x)[y] umgehen. Dies ist spater flr uns besonders wichtig, da ithgan als trans-
zendente Erweiterungen und daher als zuséatzliche Vasaiidefasst werden. Deswe-
gen nutzen wir fir den Erweiterten Euklidischen Algoritterdie Funktioreea

In EEAist auch noch eine weitere Berechnung implementiert. Beifagabe eines
zusatzlichen Polynoms;(z), welches im Erzeugnis vop,(z) und p,(x) liegt (also
ein Vielfaches\ vom gré3ten gemeinsamen Teilgts) ist), kann man auch Polynome
a(z) undb(x) in k[x] finden, so dass

p3(x) = c(x) - g(x) = a(z)py(x) + b(x)p,(T)

gilt. Man muss hier nut(x) undb(z) aus dem Erweitertem Euklidischen Algorithmus
mit c(x) multiplizieren. Wenru(z) # 0 kann man weiterhia(x) durchp,(z) teilen:
a(x) = q(x)py(x) + ()
= pa(@) = (@) - py(@) + (b(@) + ¢(@)py(2)) - Po().

Mit a(z) := r(x) undb(x) := b(z) + g(x)p,(z) kdnnen wir nun sogar sicherstellen, dass
a(x) = 0 oder dega(x) < deg, p,(x) gilt. Diese Bedingung brauchen wir spater bei
der Partialbruchzerlegung.

Details zur FunktioreEAuNd allen anderen zusatzlichMathematicamplementierten
Funktionen — in Zukunft Hilfsfunktionen genannt — sind ingftal 4 ab Seite 50 zu
finden.

1.1.2 Resultanten

Seienf = a, 2" + - + aqx + agundg = b x™ + --- + bz + by Zwei Polynome
mit Koeffizienten im Korpek, so ist die Resultante rgf, g) die Determinante der so
genannten Sylvester-Matrix:

a coe coe coe a’l a/o .
m-~Zeilen
a coe eee coe a’l a/o

Sitf,p=| ™
n-Zeilen

b - b by

m

Wie beim Grad deggibt auch in res(f, g) der Index von res die Polynomvariable an.

Zwei Polynomef, g € k[x] der Form

)

=« (CE—O&Z-) und gzﬁﬂ(m—ﬁj)
-1 j=1
mit Nullstellen im algebraischen Abschluss vioinaben die Resultante:

res,(f.9) = a"5" [ [ [ (o= 5). (13)

i=1 j=1



Der Beweis wird Uber die Eigenschaften 1e5 g,9,) = res,(f, g;)res,(f, g,) und
res, (z - «;, g) = g(o;) gefiihrt. Details hierzu sind in [Bos04] Kapitel 4.4, Koeoll9
zu finden.

In der Darstellung () der Resultante kénnen wir sehen, dasfRekultante genau dann
Nullist, wennf undg eine gemeinsame Nullstelle haben. Diese besondere Elggfhsc
werden wir beim Integrationsalgorithmus benétigen.

1.1.3 Quadratfreie Faktorisierung

Ein Polynomp(z) heil3t quadratfrei, wenn jeder Faktor der Primfaktorzenhepgenau
einmal auftritt, d. h. es existiert keip,(z) mit deg, p,(x) > 0, so dasgoi(x)2|p(x)
gilt. Mit der Polynomdivision und dem grof3sten gemeinsameitet konnen wir die
guadratfreie Faktorisierung eines Polynops) berechnen:

p@) = [ | p@), (1.4)
i=1

mit  p,(x) quadratfrei
und gC({pi(ac),pj(:U)) =1Vi=+j.

Dabei kommen irp,(xz) immer die Faktoren vom(x) vor, die genau-mal in p(z)
auftauchen. Im Gegensatz zur vollstandigen Primfaktt@geng kann die quadratfreie
Faktorisierung in polynomieller Zeit berechnet werden]adfiglich Algorithmen fiir
Ableitung und Division sowie der Euklidische Algorithmustwendig sind.

Es sei ein normiertes Polynop(z) € k[x] gegeben. Wir nehmen ai(x) hat die
Darstellung (1.4) und wir wollen die Polynome(x) finden. Dazu berechnen wir den
gréRten gemeinsamen Teiler mit der Ableitung:

a(x) = gedp(@), p'@) = | | pi@) ™
=2

Darin tauchen nur die Faktoren auf, die auch in der Ableitanfjfauchen. Da in der
Ableitung die Vielfachheit der Faktoren um eins abnimmbdrawir ina(x) alle Fak-
toren, die mindestens zwemal auftreten, mit verringerietfathheit. Naturlich kén-

nen in der Ableitung auch noch andere Faktoren auftauchiese@-aktoren sind aber
keine Teiler vonp(x) und kommen deswegen auch nicht im grof3ten gemeinsamen
Teiler vor.

Als néchstes bilden wir den Quotienten
b(z) = p@)/a(@) = | | p@),
=1

in dem jeder Faktor vop(x) genau einmal auftaucht. Dieser Teil wird auch quadrat-
freier Teil vonp(z) genannt. Der Teiler

o(x) = gedb(a), a(@) = | | p,()
1=2
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ist das Produkt alle Faktoren, die mindestens zweimal acifien, mit einfacher Viel-
fachheit. Diesen Teil dividieren wir nun noch ak(¢) heraus und erhalten den ersten
Teil der quadratfreien Faktorisierung:

(@) = b(x)/c().

Diesen Prozess setzen wir nun mait) fort und finden so die anderen Faktoren. Ab-
gebrochen wird dann, wenn deg(x) = O ist.

Eine quadratfreie Faktorisierung istiathematicamit FactorSquareFree ~ maglich.
Eine Matrix mit den Faktoren und deren Haufigkeiten erhaltgrdurch die Funktion
FactorSquareFreelList

Beispiel 1.2
Wir betrachten das Polynom

px) =(x - D+ D(x - 2)2 =242+ 3% +dr -4 e Qlx]
und fuhren die oben genannten Schritte durch:

p(x) = 4ad-1222+6x+4 2z —-2)(22% -2z - 1)

a(r) = gcdp(x),p'(z)=x-2
bz) = p@)/a@)=23-222-2+2 = (z—- @+ -2
c(r) = gedb(r),a(r)) =x -2

py(x) = b@)/c(x) =2%-1 (x =Dz +1)

Die faktorisierten Darstellungen in der rechten Spalteeiienur der Ubersicht. Ein
Computer wirde diese Formen wahrend der Berechnung nioheké

Im nachsten Schritt muss nuitx) quadratfrei faktorisiert werden. Dies ist hier aller-
dings trivialerweisep,(x) = x — 2 und wir haben die quadrafreie Faktorisierung von
p(x) gefunden:

p@) = | [pi@) = @® - D@ - 2.

i=1
Dieses Ergebnis stimmt auch mit dem lberein, ashematicdiefert:

I n[ 2] : = FactorSquareFree [p]

Qut[2]= (x-2)% (x2-1)

Bei Polynomen in mehreren Variablen nuMathematicadie Eigenschaft aus, dass
bezuglich jeder einzelnen Variablen quadratfrei faktertswerden kann, und findet
dadurch mehr Faktoren als der hier beschriebene AlgorghMieil wir in unserem
Integrationspaket eine genaue quadratfreie Faktorisiehenétigen, erlaubt unsere
Hilfsfunktion squareFreeList ~ die Angabe einer Polynomvariablen.
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1.2 Partialbruchzerlegung

Seiena(x), b(x) € k[x] Polynome inz undb(xz) = by(x)---b,(x) eine Faktorisierung
mit gcd(b,(x), b;(x)) = 1 fiir i # j, so liefert die Partialbruchzerlegung durch mehrfa-
ches Anwenden des Erweiterten Euklidischen AlgorithmugriRoneay(z), ..., a,, (),

so dass gilt:

a@) _ >, 4i(2) (15)

mit  gcd(a, (@), by(x)) =
und O<deg, a,(x) < degE b, (x).

Um die Darstellung zu finden, gehen wir wie folgt vor: Das Poim ay(x) erhalt

man durch Polynomdivision. Dann bestimmen wir mit dem Eteréin Euklidischen
Algorithmus Polynome-(x) und s(x), so dass gilt:

r(@)by(2) + 5(x) []—[ bi(m)) = a(z).
1=2

Dies ist moglich, weil gcdb,(x), bj(:r:)) = listund daher auch gdg(z), I, b;(x)) =
1 fUr i + j gilt. Teilen wir nun durchb(z), erhalten wir:

a@) _ s@) 1@

D) by @) | T abi(@)

Wir setzen alsa,(x) := s(x), wenden die genannten Schritte nochmals auf den Bruch
r(x)/ Tie2 b,(z) an und erhalten die gewunschte Darstellung.

Wenn eine detailliertere Faktorisierub@) = by(x)“---b,,(x)°» mit bekannten Expo-
nenten vorliegt, kdnnen wir auch eine vollstandige Pdmtiadhzerlegung

a(ac)
) “0(”225()]’ (1.6)

=1 j=

mit  ged(a,; (@), b;(x)) =

und O=<deg, a;(x) < degE b;(x)
bestimmen. Eine Faktorisierung mit bekannten Exponentesiten wir beispielswei-
se aus der quadratfreien Faktorisierung var).
Durch die einfache Partialbruchzerlegung erhalten wi)(dnd betrachten nun jeweils
einen Summanden,(x)/b,(x)’. Nun teilen wir sukzessive

a;(x) = b,(x)q(x) + aij(x)

far j = e,,...,1, wobei im nachsten Schritt,(x) := ¢(x) gilt. Falls am Schluss
a;(z) # 0 ist, so wird dieser Teil zdy(x) addiert. Nachdem dies flr alle Summanden
a,(z)/q;(x)’ durchgefuhrt wurde, haben wir die vollstandige Partiatbrerlegung ge-
funden.

12



Die einfache und vollstéandige Partialbruchzerlegung waiid Mathematicaals Hilfs-
funktion PartialFraction implementiert (siehe Kapitel 4), welche die Polynome
a;(x) bzw. a;;(x) direkt berechnet.

Beispiel 1.3

Wir betrachten

_Alw) 223 -15%+ 38 - 41

- B@) (- 2)(z-3)?

Offensichtlich haben wir eine Faktorisierung des Nenhers = b, (x)b,(z)? mit Fak-

torenb,(x) = (x — 2) undb,(z)? = (z - 3)?, die keinen gemeinsamen Teiler haben. Die
Voraussetzungen an unseren Algorithmus sind also erfillt.

f(@)

Zunachst fuhren wir eine Polynomdivision durch, um den polyiellen Teil abzu-
spalten:

I n[ 3] : = PolynomialQuotient [A B, x]
Qut[3]= 2

In[4]:

PolynomialRemainder [A B, x]

x2-4x-5

Qut [ 4]
a(x) 22 —4x -5
t——=24+—
b(z) (x — 2)(x — 3)?

Mit dem Erweitertem Euklidischen Algorithmus suchen winr@olynomer(x) und
s(x), so dass

= f(x) =aqg

r(x)by(x) + s(x)by(x) = a(x)
gilt, wobei deg. s(z) < deg, b;(z):

In[5]:= {s, r} =EEA[b2°2 , bl, a, x]// Expand

Qut[5]= (-9, 10x - 38)

Mit a4 := s(x) unda,(z) := r(zx) liefert uns die einfache Partialbruchzerlegung somit:

-9 10:-38
-2 (x-372%°

flx)=2+

Fur eine vollstandige Zerlegung muissen wir nun noch die Hewmer Partialbri-
che durch den quadratfreien Anteil ihres Zahlers teilen.irdarsten Bruch bereits
deg, -9 < deg,(z — 2) qilt, ist dieser schon vollstéandig zerlegt.

Beim zweiten Bruch berechnen wir fiir= 2:
I n[ 6] : = a22 = PolynomialRemainder [a2, b2, X]

Qut [ 6]

-8
In[ 7] : = q = PolynomialQuotient [a2, b2, x]

Qut[7]= 10

13



Fir 7 = 1 nehmen mir nun den Quotiente(r) statta,(x) und fihren die gleichen
Schritte aus:

I n[ 8] : = a21 = PolynomialRemainder  [q, b2, x]
Qut[8]= 10

In[9]:= rest = PolynomialQuotient [q, b2, x]
Qut[9]= 0

Der Rest, den wir zd, addieren missten, ist hier 0. In der vollstandigen Partialt-
zerlegung wird also lediglich der letzte Bruch unterteilt:

-9 10 -8
=2 .
J@ +m—2+x—3+(x—3)2

1.3 Rationale Integration

Bevor wir den Integrationsalgorithmus fir rationale Fimkén erklaren, fihren wir
einige Grundbegriffe der Differentialalgebra ein.

Seik ein Kérper undD : k£ — k eine Abbildung mit den Eigenschaften
() D(f +g) = D(f) + D(g),

(i) D(f-9)=D(f)-g+ f-D(g)
fur alle f,g € k. Dann hei3tD Differentialoperator oder Ableitung ungk, D)
Differentialkdrper. Wenn Klar ist, welcher Differentiglerator gemeint ist, so spre-
chen wir auch vom Differentialkérpet und schreibenf’ statt D(f). Die Menge
ko = {c € k1 D(c) = 0} heil3t Konstantenkdrper des Differentialkorpérs

Aus den Eigenschaften (i) und (ii) folgen direkt die aus défdbential- und Inte-
gralrechnung bekannten Regeln: Linearitat, Produktregebtientenregel, Potenzre-
gel und partielle Integration. Die geforderten EigenstraanD reichen also, um die
Ableitung zu beschreiben, wie wir sie kennen.

Wir betrachten ab jetzt in diesem Abschnitt den Quotieriepdr k(x) = Q(x) mit der
formalen Ableitund als Differentialoperator und wir werden uns damit besahéit,
wie eine rationale Funktiop(x)/q(x) € k(z) integrieren kénnen.

1.3.1 Hermite Reduktion

Zunachst fihren wir mit dem Nennefz) € k[x] eine quadratfreie Faktorisierung
durch

¢@) = | |a@
i=1
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und wenden dann die vollstandige Partialbruchzerlegun@®amit erhalten wir:

(:U) PZJ(CU)
= 1.7
) " PO+ Z;; @ (1.7)

ng(pij(x)v qi(x)) =
und O=<deg, p,;(z) < deg, ¢;(). (1.8)

Aufgrund der Linearitat der Ableitung kénnen wir unser Reobb nun wie folgt ver-

einfachen:
p(x) D;; ()
J o= [ e s sz P

i=1 j=1

Die Integration des Polynomgy(z) ist mit [ Azdz = (i + 1)~*Az"** fur uns kein
Problem mehr. Wenden wir uns also einem Partialbruch

pl-j(x)
qz‘(fﬂ)j

zu. Alle ¢,(z) sind quadratfrei, d.h. g«;qli(:c),qé(x)) = 1 und wir kdnnen mit dem
Erweiterten Euklidischen Algorithmus zwei Polynomi@:) undb(z) finden, so dass

a(@)q;(x) + b(@)gj(z) = p;;(x) (1.9)

gilt. Teilen wir diese Gleichung duraf)(x)’ und integrieren danach, so erhalten wir:

f Pig@ f a($?_1dx+ f b@)ai@)
qi(x)j qi(fﬂ)] qi(w)]

Nun wird das letzte Integral partiell integriert, indem wir) ableiten und den Rest

gi(x)/q,(x) integrieren:
f qi(x) d = -1
AT = Ty
qi(w)J (G = Dg;(zy

f b@)gix) _ _ =bx) V(@)
g@y  G-Dg@y ™t J G- D@y
Diese Umformungen liefern uns die Hermite Reduktion

fpij(iﬂ) —b(x)/(j -1 f a(x) +b(x) /(G — 1)

gxy a7t q(xy 1

eines Partialbruchs.

(1.10)

Durch die Bedingung (1.8) und die Anwendung des ErweiteBeklidischen Algo-
rithmus in (1.9) qilt:

deg, a(x) < deg, ¢;(z) = deg, ¢;(x) -1 und degb(z) < deg, ¢;(x).
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Damit gilt auch:
deg, (a(z) + V'(2)/(j — 1) < max(deg, a(z), deg, b’ (z)) < deg, ¢;(x).

Der verbleibende Integrand der Hermite Reduktion (1.1@)llemlso noch stets die
Grad-Bedingungen (1.8) eines Partialbruchs und wir kdrdemn Reduktionsprozess
so lange fortsetzen, bis der Expongnt 1 ist und nur noch quadratfreie Faktoren mit
einfacher Vielfachheit im Nenner stehen.

Beispiel 1.4

Wir betrachtenf(z) € Q(x) mit Zahlerp(z) = 423 — 6z + 4 und Nenneg(z)® =
(2% + 2)3. Es gilt¢’(x) = 22 und somit gcdy(z), ¢’ (x)) = 1. Wir kénnen alsa(z) und
b(x) finden, so dass gilt:

a(z)q(z) + b(x)q () = p(@).

In[10]: = {a, b} = EEA[q, DIq, x1, p, X]

Qut[10]= {2, 2x%2-x-3}
Wir berechnen noch die Ableiturtg(z) = 4z — 1 und haben den ersten Reduktions-
schritt: X

—2x“+x+3 2+ 4z -1)/2
2(x° + 2) (xc+ 2)
Im rechten Term haben wir den Zahjer:) = 2 + 3/2 und wir reduzieren erneut:
In[11]: = {a, b} = EEA[q, DIq, x1, p, x1// Expand
3 3x

Qut[11] = {Z, 1-?}

Esistd’(z) = -3/8 unda(x) + b'(z)/1 = 3/4+ (-3/8) = 3/8

dx.

222+ +3 -1+32/8 f 3/8
+ +
2(z° + 2)? %+ 2 2+ 2

=3 f f@)dx =

Die Integration des Resteg (B(gc2 + 2)) kann nicht mehr durch die Hermite Redukti-
on erfolgen.

1.3.2 Horowitz Reduktion

Da wir den polynomiellen Teiby(x) sehr einfach integrieren konnen, betrachten wir
nun nur eine rationale Funktignz)/q(z) mit gcdp(x), g(z)) = 1, ¢(z) normiert und
deg, p(x) < deg, ¢(z) und schauen uns eine Alternative zur Hermite Methode an.

Wenn man alle reduzierten Terme der Hermite Reduktion zu

f p@) _p@) f Pa(7) (1.11)
q)  qy(x) qa()

zusammenfasst, stellt sich heraus, dass die beiden Nemrodr d
() = gedg(x), ¢'(x))  und  gy(x) = q(x)/q4 ()
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festgelegt werden. Es gilt zusatzlich:

deg, p1(z) < deg, ¢;(x) und deg py(x) < deg, g,(x).

Firp,(x) = 1istg; = gcdg(x), ¢’(x)) = 1 und damit fallt der linke Teil der Reduktion
(1.10) weg. Andernfalls haben sowafjlx) als auchy,(z) einen echt positiven Grad
und wir kénnen flp, (x) undp,(x) wie folgt ansetzen:

p(@) = A 2" + -+ T+ A
und  po(z) = p,, 2™ + -+ + T + L.

Dies setzen wir in (1.11) ein und leiten ab:

p() _ p1(2)qy () — py(2)qi(w) | D@
q(x) qy(x)? a(x)

Jetzt multiplizieren wir miy(z) = ¢;(z)g,(z):

4o(7)q1()

(@) ) + qo(2)po(2).

= p@) = g(x)pi(z) - pl(x)(

Man kann zeigen, dass der einzige hier auftauchende Brudfirkdichkeit auch ein

Polynom ist. Damit liegt eine Polynomgleichung vor und wimken durch Koef-
fizientenvergleich die Gleichung sehr leicht |6sen. Dstailr Herleitung sowie der
zugehorige Beweis sind in [GCL92], Kapitel 11.4 zu finden.

1.3.3 Rothstein/Trager Resultante

Es bleibt nun also eine Funktion(z)/q(z) mit normiertem, quadratfreiem Nenner
q(x) und deg p(x) < deg, g(x) zu integrieren. Dies geschieht mit der so genannten
Rothstein/Trager Resultante. Es gilt:

p@) _ <
— = ¢, 1og(v;),
f e Z; ?
wobeic; die verschiedenen Nullstellen von

R(2) = res, (p(@) - 2q'(@), q(@)) € k]
sind undv; durch
v, = ng(p(ac) -¢;q (), q(ac)) e k[z]

definiert wird. Flrc, undv, muss man gegebenenfalls den Konstantenkdtpgeeig-
net erweitern.

Fur Funktionen in logarithmischen Erweiterungen werdeninvkKapitel 3 eine ahnli-
che Aussage beweisen und verzichten deshalb hier auf dieitdag. Der Beweis fur
den rationalen Fall ist in [GCL92], Kapitel 11.5 zu finden.

Die nachsten Beispiele werden die Funktionsweise der RatiiErager Methode zei-
gen.
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Beispiel 1.5

Sei f(x) = 3/(x + 2) € Q(x). Der Bruch ist vollstandig gekurzt und hat einen quadrat-
freien Nenner, welcher einen gré3eren Grad hat als der Z&Wieberechnen also die
ResultanteR(z) von

a(x) = p(x) - 2q'(r) = 3~z
und b(x) =g(x) =z +2

mit der Formel (1.1.2) aus Abschnitt 1.1.2:

—

R(z) = res,(a(z), b@) = a"8™ | |

i=1

(ai - 5]') :

j=1

<
1l

Da keinz die Gleichunga(z) = 3 — 2z = 0 lost, gibt es keine Nullstellea,. Also ist
das Produkt leer und die Resultante ist das Produkt der teitKeeffizienten:

R(z)=3-z.
Die einzige Nullstellez; von R(z) ist ¢; = 3 und wir berechnen:
vy = ged(p(x) - e1¢/(2), q(@)) = ged(0, ¢(x)) = q(x) = 2 + 2.

Die Stammfunktion ist somit:

ff(x)dx = ¢, logv; = 3log(x + 2).

Wenn wir die Rothstein/Trager Methode auf den RestintafmamBeispiel 1.4 anwen-
den, sehen wir, dass durch die Berechnung aller Nullsteliergeeigneter Erweite-
rungskorper gefunden wird.

Beispiel 1.6
Es sei

@)= z?+2
Wir berechnen also die Resultar®éz) von

a(x) = p(x) — 2¢'(x) = 3/8 -z - 2x
und b(x) = q(z) = 2%+ 2

In[12]: = r = Resultant [a, b, x]
1 2
62 (512 z° +9)

Die Nullstellen vonR(z) sind

Qut [ 12]

In[13]:= c =2z/.Solve [r ==0, 2]
3i 31i
Qut[13]= { - ,
[131= | 16 /2 16\5}

und die zugehdrigen Logarithmen
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I n[ 14] : = v = PolynomialGCD [p -cD[q, x1, q, Extension - Automatic ]
{ix+ N2, A2 -1 X }

Wir setzen die Ergebnissen zusammen und erhalten:

ff(w)dm = Zn: ¢;log(v;) = _BZ' Iogl(éf/; \/E) N 3i Iogl(G\f/_ZE— Zx) |

i=1

Qut [ 14]

Die vorgestellten Algorithmen zur rationalen Integratiwaorden in den Funktionen
IntPoly , IntRat undIntRatRothsteinTrager implementiert. Dadurch konnte kom-
plett auf die interne Integrationsroutine vibtathematicaverzichtet werden.
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2 DifferentialkOrpererweiterungen

Unser Ziel ist es, auch Funktionen, in denen LogarithmeRkommen, algorithmisch
Zu integrieren. Bei der Integration von rationalen Funieio haben wir daflur Diffe-
rentialkorper verwendet. Um nun auch Logarithmen mit eilidement eines Korpers
zu identifizieren, bendétigen wir Differentialkdrpererteguingen. In den nachsten De-
finitionen und Satzen werden wir diesen Begriff definiered amige Eigenschaften
betrachten. Dabei bahandeln wir auch algebraische unchergielle Erweiterungen
und konzentrieren uns danach auf den Integrationsalgoushin logarithmischen Er-
weiterungen.

Definition 1 (Differentialkorpererweiterungen) Ist(k, D,) ein Differentialkdrper, so
nennen wil(K, D,) eine Differentialkdrpererweiterung, falls” ein Erweiterungskor-
per vonk mit K, = k, ist, welcherD; nach K fortsetzt, d. hD,(x) = D, (=) fur alle
x € k. StattD, (z) und D,(z) kdnnen wir auch wiedet’ schreiben.

() Ein Elementt € K heil3t algebraisch tbek, falls es ein Polynomp € k[x]
gibt, so dasg(t) = 0. Ein Element heil3t transzendent Ubgrfalls es nicht
algebraisch Ubek ist.

(i) Ein Elementt € K heif3t logarithmisch tbek, falls es transzendent Ubérist
und es einu € k gibt, so das$’ = v’ /u (z.B.t = logu).

(i) Ein Elementt € K heil3t exponentiell Ubek, falls es transzendent tbérist
und es ein: € k gibt, so dasg’/t = v’ (z.B.t = expu).

Eine Erweiterungk’ = k(t4, ..., t,) heildt elementar tber, wenn fir allei = 1, ..., N
gilt: ¢, ist algebraisch, logarithmisch oder exponentiell G€y_;, = k(tq,...,t,_q).
Jedeg € K heildt dann elementar Ubér

Wennt logarithmisch oder exponentiell Ubérist, dann bezeichnen wir ein Polynom
in ¢ mit Koeffizienten auk als logarithmisches bzw. exponentielles Polynom.

Es muss nicht zwingend vorausgesetzt werden, dass einergim Erweiterung den
gleichen Konstantenkérper hat. Wir haben es hier allesdswdefiniert, weil wir uns
in dieser Arbeit nur mit solchen Erweiterungen beschaftigerden. Weiterhin wer-
den wir nur Kérper der Charakteristik Null betrachten unesdmmer stillschweigend
voraussetzen.

Fir einen Quotienten’ /u gibt es folgende Regeln, die auch als logarithmische Regeln
bezeichnet werden:
(aby o U (a/by o’ V¥

ab a b und a/b a b’

Mit Differentialkdrpererweiterungen ist es mdglich, fi@de Funktion in logarithmi-
schen und exponentiellen Ausdriicken einen Kdrper anzag@bdem diese Funktion
liegt. Durch die Darstellungen von Sinus und Kosinus aloegptielle Funktionen im
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Komplexen werden auch diese Funktionen durch unsere Defirgtfasst und liegen
in einer elementaren Erweiterung.

Ganz allgemein betrachten wir Elementéber i, deren Ableitung ein Polynom in
k[t] ist. Diese Polynome wéaren bei logarithmischen und expéeltart Erweiterungen
u’/u bzw. vt fir ein beliebiges: € k. Auf &hnliche Weise kann man eine Erweite-
rung definieren, in der die Tangens- oder Arcustanges-imkegt. Die zugehdrigen
Polynome warem? + 1 bzw. I/(z? + 1).

Ein sehr wichtiges Instrument flr den Aufbau unseres latiignsalgorithmus wird
der Satz von Liouville sein. Dieser liefert uns fur Funkgory € k, die eine Stamm-
funktion F' in einer beliebigen Differentialkérpererweiterurdg haben, die Darstel-
lung:

i
-

<

<

m
’ ’
F=f=UO+ZCZ
1=1

mit v, vy, ..., v, € k und Konstanterz,, ..., c

ey Uy

die Stammfunktion

€ ky. Mit dieser Darstellung kann

m

F = ff :vo+Zcilog(vZ—)
=1

direkt angegeben werden, aber leider ist der Beweis niattkaktiv. Die Darstellung
von Liouville ist jedoch fUr die Beweise zum Integratiorggaithmus von zentraler
Bedeutung.

Der Beweis zum Satz von Liouville wird in einem Zwischengithitolynomeu,(t) €
k[t] und auch deren Ableitungeri(t) liefern. Um Aussagen Uber die Ableitungen
machen zu kénnen, untersuchen wir zunéchst einige allgenteigenschaften von
Ableitungen in Differentialkdrpererweiterungen.

2.1 Ableitung elementarer Funktionen

Satz 2 (Ableitung logarithmischer Polynome) Seik ein Differentialkdrper unds =
k(t) eine Differentialkbrpererweiterung. AulRerdem sdranszendent und logarith-
misch Uberk mitt’ = v’ /u fUr ein geeignetes € k.
Dann gilt fur allep(t) € k[t] mitdeg p(t) > O:

(i) p'(t) € kl[t].

(i) Falls der fuhrende Koeffizient des Polynopis) konstant ist, so istleg p’(t) =
deg p(t) - 1.

(i) Falls der fuhrende Koeffizient des Polynom@) nicht konstant ist, dann gilt
deg p’(t) = deg p(®).

Beweis: Angenommerp(t) hat die Darstellung:

n
pit)= Y pith
=0
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mit p,, # 0,n > 0. Dann gilt fir die Ableitung

=

Py =) (pi+ G+ Dp,t) t+p),t"

)

Dat’ = v’ /u € k qilt, folgt (i).

Fallsp/, # 0, d. h.p,, ist nicht konstant, dann gilt deg’(¢) = deg p(t) = n = (¢i7).
Fallsp/, = 0, d. h.p,, ist konstant, dann gilt dg@’(t) < n. Wir beweisen nun (ii) durch
Widerspruch.

Angenommerp,,-1 +np, t’ = 0. Betrachtevp, t + p,_;:

= (np,t+p,_1) =np,t+np,t’ +p1’1_1 =0

= np,t+Dp,_, € k(t) und ware konstant.

Dies widerspricht jedoch der Voraussetzung, dasanszendent Ubeér ist.

Also muss geltem,,—1 + np, t’ # 0 und damit folgt (ii). O

3

Il
o

Der Satz beweist, dass die Ableitung eines logarithmis&apnomsp(t) wieder ein
logartithmisches Polynom ist. Dabei gilt immer ¢dedt) < deg p(t). Zusatzlich wis-
sen wir, dass wir eine Gleichheit haben, wenn der hichstdfikieat nicht Null ist,
und ansonsten eine echte Ungleichung.

Schauen wir uns nun einige Eigenschaften der exponemtiEidynome an.

Satz 3 (Ableitung exponentieller Polynome)Seik ein Differentialkdrper undk =
k(t) eine Differentialkorpererweiterung. Auerdem seanszendent und exponentiell
Uberk mit¢’/t = «’ fur ein geeignetes € k.

Dann gilt fur allep(t) € k[t] mitdeg p(t) > O:

(i) Falls A € k, A £ 0,n € Z,n # 0, dann ist(A\t™) = A", mitA = X + nu’ € k
undX # 0.

(i) p’(t) € k[t] unddeg p’(t) = deg p(?).

(iii) Die Teilbarkeitsbedingung’(t) = ¢ p(t) gilt genau dann fir eir € k[¢], wenn
p(t) ein Monom bzglt ist.

Beweis: (i) Es gilt: (A t?) = X " + n A t" "1t = (V' + n A uw/)t".

Nochz.z.A =X +n v # 0, fallsA # 0undn # 0.

Angenommem = 0. Dann folgt:(At") = 0 = At" € k. Das Monom\t™ € k ist
konstant, aber dies widerspricht der Voraussetzung, dassiszendent ist. Also gilt
A#0.

(ii) p(t) habe die Darstellung:

n
p(t) = Zpit’, p, #0,n 0.
=0

Mit (i) folgt:

n n

py=) (pit') = Y pit's b € KO}

i=1 1=0
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= deg p(t) = deg p’(t) = (ii).

(iii) , " Angenommenp(t) ist ein Monom:p(t) = p,t",p, € k,n > 0. Dann folgt
mit (i): p’(¢) = p,t" = p'(t) = cpt) furc=p, /p, € k.

»=" Angenommenp’(t) = cp(t) fir ein ¢ € k[t], aberp(?) sei kein Monom, d. h.
p(t) = p,t" +p,, " +bt) mitp, # 0,p,, # 0,n > m = 0 sowieb(t) = 0 oder
deg b(t) < m. Dies wollen wir jetzt zum Widerspruch fuhren.

Wegen (i) giltc € k. Betrachten wir zunachst den Fall = 0 undp!,, = po = 0:

Die Ableitung der Funktiorp(t) = p,t" + pg ist p'(t) = p,t" = (p], + np,u)t".
Damit hat die Teilbarkeitsbedingung die Fotpj, + np,u)t" = cp,t" + cpy. Ein
Koeffizientenvergleich bef wirdec = 0 liefern, aber da p, v’ # 0 gilt, I6st dieses:
nicht die Gleichung.

Also kénnenm und p,, nicht beide 0 sein= p,, = p,, + np,,u’ # 0. Fir unser
speziellep(t) = p,, t" + p,, " + b(t) haben wir also die Ableitung:

p'(t) = p,t" +p,,t" + (1), (2.1)

mitp,, # 0,p,, # 0 undd’(t) = 0 oder degb’'(t) < m. Koeffizientenvergleich bei”
und¢™ in der Teilbarkeitsbedingung/ (t) = cp(¢) liefert mit (2.1) das Gleichungssys-
tem:

/ ’
D, +np,u =cp,

/ 7
Dy T Mp,u =cp,,.

Wir teilen durchp,, bzw. p ., setzen gleich und wenden die logarithmischen Regeln
an:

4

’
Po ot = Pm gy
pn pm
(Pn/Pr)

= +(n-m)u =0.

P/ P
Betrachten wir nun die Ableitung vast) = (p,,/p, )t""™ € k[t] mit (i):

’ ’
(p—”t"_m) ((p—") +(n— m)p—”u’) thm

— p_ntn—m (M + (n — m)u,) =0.
Pm pn/pm

=0

(p,,/p,,)t" "™ wére also konstant, was aber der Transzendenz waderspricht. Da-
mit war unsere Annahme falsch und (iii) ist bewiesen. O

2.2 Satz von Liouville

Nachdem wir nun die benétigten Eigenschaften kennen, kiwireden zuvor erwéhn-
ten Satz von Liouville beweisen.
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Satz 4 (Satz von Liouville) Seik ein Differentialkérper mit Differentialkorpererwei-
terung K. Wenn es zy € k ein Uberk elementared’ € K mit F/ = f gibt, so
existieren Elementey, vy, ..., v,, € k und Konstantem,, ..., c,, € ky, mit

F' = f =1  — 2.2
f=v5+ ; ¢ o (2.2)
bzw. F = f f= UO+ZCZ~ log(v,). (2.3)
i1
Beweis: F' = [ f ist elementar ubek, d h. wir kbnnent,, ..., t, so finden, dass
K = k(ty,...,ty), wobei jedest; (1 < i < N) logarithmisch, exponentiell oder
algebraisch Ubék ¢y, ..., ;_,) ist. Der Bewels wird nun mit Induktion nacki gefiinrt:

N =0: F € kund mitm = 0 undv, = F'ist die gesuchte Darstellung gefunden.
N-1- N:

Dak(ty,....,ty) = k(t)(t,, ..., ty), haben wir nach Induktionsvoraussetzung bereits
die Darstellung:

’ L Uz{(tl)
= v5(tq) + ¢ , 2.4
f = vglty Zl o) (2.4)
mit v,(t1) € k(ty),c; € kg(1 < i < 7). Wir schreiben nurt := ¢; und unterscheiden
die drei Fallet algebraischt logarithmisch odet exponentiell.

t algebraisch:

FiUr den Beweis des algebraischen Falls muss man sich nocueemit Differen-
tialkorpern beschaftigen. Seien Trk(t;) — k die Spur- und N: k(¢;) — k die
Normabbildung vork(t,) nachk. Man kann dann folgende Aussagen beweisen:

(N()
N@w)

Details hierzu sind in [Bro97], Kapitel 3.2 zu finden. Die ten benétigten Aussagen
werden dort in Theorem 3.2.4 bewiesen.

Tr(v") = (Tr(v)) und Tr(%’):

Sei nunm = [k(t)) : k] der Kérpergrad vork(t,) Uberk. Wir wenden auf die Glei-
chung (2.4) die Spur-Abbildung an und erhalten wegdif)T£ m f:

’ d 1)@"(151))
Tr(f) = Tr (t ) + : (
f (volty ; AL b )
TNty
— mf= Tr vo(tl) + ZCZ N((Q; ((tl))))
= 1
) c; w;
= -+
m w;

i=1

mit wy = Tr(vy(ty))/d undw, = N(v,(t,)). Die letzte Gleichung ist bereits von der
gewiinschten Form (2.2).

t transzendent und logarithmisch:
Seit’ = «’/u fUr ein geeignetes € k. Aus den logarithmischen Regeln folgt fur
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1 < ¢ < m: v, () liegt in k& oder ist normiert und irreduzibel und liegt kft] mit
deg v;(t) > 0,¢; # 0 und allev,(?) sind paarweise verschieden.

Wir schreibenuy(t) € k(t) in der Formuy(t) = a(t)/b(t) mit a(t),b(t) € k[t] und
gcda(t), b(t)) = 1. Weiterhin faktorisieren wib(t) = Mie1 b;(t)% wobeie; € Z
undb,(t) normiert, irreduzibel und paarweise verschieden sind ubEdbekommt die
Partialbruchzerlegung vomy(t) die Form:

a;;(®)
vo(t) = ag(t) + Z Z bé o

=1 j=1

wobeia(t), a;; (1), b;(t) € k[t] und deg a;;(t) < deg bi(t)j. Diese Form liefert durch
Einsetzen in (2.4):

Ko & 4 i 4 n 4
o, aqj(t) _J aij(t) bi(t) vi(t)
f=ayt) + Z; ; by b | Z; s (2.5)

Sei nunp(t) € k[t] ein normiertes, irreduzibles Polynom mit deg) > 0. Dann folgt
mit Satz 2 Gber die Ableitung logarithmischer Polynomi€t) € k[t] und degp’(t) <

deg p(t) = p’'(t)/p(t) & KIt].

Falls b;(t) = p(t) gilt, dann gibt es in der Doppelsumme genau einen Term mit dem
Nennerbi(t)eﬁl. Dieser Term kann sich nicht mit einem der andern Terme in der
Summe aufheben, weil die Faktorgit) irreduzibel und paarweise verschieden sind.
Ebenso kann der Term sich auch nicht mit einem der Summandigr rechten Sum-
me aufheben, da der Exponent+ 1 echt gro3er als 1 ist. Also tauchit) auch im
Nenner vonf auf. Da jedochf unabh&ngig vort ist, ist dies ein Widerspruch und
unsere Annahme, dass das Polynig) einen positiven Grad hat, ist widerlegt.

Die gleiche Argumentation kénnen wir auf die Nennrgit) der rechten Summe an-
wenden: Fallsy,;(t) = p(t), dann gibt es genau einen Term mit dem Nensey, der
auch im Nenner vorf auftaucht.

Also sind alle Polynomé,(t) undv,(t) vom Grad 0 und (2.5) hat die Form:
= aj()+ ) e -, (2.6)
=1 Vi

mit ag(t) € k[t],v; € k,¢; € kg (1 < i < n). Da f unabhangig von ist, istao(t) das
auch. Das geht nach Satz 2 aber nur, wegt) = ct + d € k[t], wobeic € ky,d € k.
Es gilt:

’ {0 4
o U V5
f=d+c—+ ) ¢, —
u v,
i=1 ?
n ’U,‘
z: %
:d,+ C’i_’
V-
=1 t

mit d, u,v; € k, c,c; € ky. Also hatf die geforderte Darstellung.
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t transzendent und exponentiell:

Seit’/t = u’ fur ein geeignetes € k. Am Anfang der Argumentation oben haben wir
die Eigenschaft, dagsogarithmisch ist, nicht verwendet. Wie eben erhalten Wdoa
in diesem Fall die Form (2.5).

Seip(t) € k[t] wieder ein normiertes, irreduzibles Polynom mit de@) > 0. Falls
p(t) kein Monom ist, folgt mit dem Satz 3 (ber die Ableitung expatieler Polyno-
me: p’(t)/p(t) ¢ k[t]. Mit der gleichen Argumentation wie im logarithmischen IFal
kénnen wir darauf schlie3en, dass ein solcher Faktor nidlrieden kann. Das einzige
normierte Monom, das als Faktor im Nenner einerg@ auftreten kann, igt(t) = ¢.

Fallsv,(t) = ¢ gilt, dann istvi(t) = t v’ und es gilt:
vl(t) ’
o) =cu €k.

Dieser Term kann zuw(t) addiert werden und somit kénnen wir fir4 i < n
0.B.d. A.v,(t) € k annehmen.

Fir vy(t) kdnnen wirvy(t) =
duktion hat dadurch die Form:

SIRA0)
f=v5) + ¢
° Z; v,(t)

-1 Vi

kA tJ ansetzen. Die Darstellung (2.4) aus der In-

m n

, v
Z()\ +j)\u tj Z v_

j=—k =1

Die Funktion f ist wiederum unabhangig van also giltk = [ = 0. Der Ansatz fur
vg(t) ergibtvy(t) = Ay € k£ und wir haben auch fir den exponentiellen Fall die Dar-
stellung (2.2) gefunden. O
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3 Risch-Algorithmus fir logarithmische Erweiterungen

In diesem Kapitel werden wir den Risch-Algorithmus fir Ftioken in logarithmi-
schen Erweiterungen erklaren. Dazu verwenden wir folg&atationen:

Sei(k,) ein Differentialkbrper mite’ = 1. k lasse sich mit logarithmischen Erweite-
rungen aus seinem Konstantenkorpgerzeugen, d. bk = &, (:c, ty,..n) tN) und jedes
t, ist logarithmisch tibekq (z, ty, ..., t;_,).

Weiterhin seit = t,_, logarithmisch Gbef und wir suchen eine Stammfunktidn
der Funktionf = f(t) € k(?).

Die Funktion f(t) habe die gekurzte Darstellunfdt) = p(t)/q(t) mit p(t), q(t) € k[t]
und wir erhalten durch Polynomdivisigit), r(t) € k[t], so dass

p
bzw. f fdx

—~

~

~
I

q@p() + ()

t
fp(t)dw + %dw

gilt. Die Integration der beiden Summanden im rechten Teird getrennt betrachtet.
Zunéchst behandeln wir den polynomiellen Tgit) und widmen uns danach dem
rationalen Teilr(¢)/q(t).

3.1 Integration des polynomiellen Teils

Wir betrachtenp(t) = A, t" + --- + \jt + Ay. Angenommen es gibt eine elementare
Stammfunktion, so gilt nach dem Satz von Liouville:

i)
t) = vi(t) + —

P =05 + )

=1 ?
mit v;(t) € k(t) undc; € ky. Wenn wir wie im logarithmischen Teil des Beweises zum
Satz von Liouville argumentieren, gibt es keine echten ¢raktim Nenner. Dadurch
konnen wir annehmen, dass(t), ..., v,,(t) Elemente aug sind und dass(t) ein
Polynom int sein muss. Wir erhalten wie in (2.6):

Pty = P+ Y e (3.1)
=1 g

mit v, € k,c; € ky und P(t) € k[t]. Diesmal istp(t) zwar nicht unabhéngig vot
aber nach Satz 2 gibt es eine Gradschranke der FormRieg< deg p(t) + 1. Wir
koénnen also mit

P(t) = pt, 8™+ o+ gt + pig (3.2)

ansetzen und erhalten die Gleichung:

STS

m
Apt™ 4 o+ At + Ag = (py g™+ o+ gt + prg) + ch— (3.3)

7 )
V.
=1 v
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wobei\;, p; € kfuri=1,...,n, u, ., € kgundv; € k. Wir leiten ab und fassen die
konstanten Terme auf der rechten Seitﬂ{jrzﬂsammen, wobei

m
i=1

gilt. Dadurch erhalten wir das Gleichungssystem:

A, =+ Dp, gt + 0, (3.5)
Apoq = np,t + p_q (3.6)
Ay = 2upt’ + py 3.7)
Ao = pqt’ + fig. (3.8)

Dabei sind), ..., A, gegeben und wir suchem,, ..., u,, € k, p1,,1 € kg und jiy €

K := k(logwvy,...,logv,,). Die Bedingung fun.o bedeutet lediglich, dass neue loga-
rithmische Erweiterungen in der Stammfunktiggnetlaubt sind. Denpy enthéalt auch
die Logarithmen, die durch die Integration der Summe in)(8r@stehen.

Aus der Gleichung (3.4) erhalten wir sofort, dagg ; eine Konstante” ., € k ist.
Nun setzen wip,, ., ; in Gleichung (3.5) ein und integrieren:

f)\ndacz f(n+1)Cn+1t'dx+f,u;de

=(n+ 1)Cn+1t + - (3.9)

Der Integrationsalgorithmus wird nun rekursiv ayf € k£ angewendet, d. i, wird
als Quotient von Polynomen alig(z, ¢, ..., ty_, ) [t 5] dargestellt und es wird wieder
zwischen Integration des polynomiellen und rationaledsTuterschieden.

Dabei konnen wir wegen (3.9) folgende Bedingungerf&qdm stellen:

(P1) Die Stammfunktion von,, muss elementar Gbérsein.

(P2) Die Stammfunktion muss ik(t) liegen, d.h. es ist nur die logarithmische Er-
weiterungt = logu erlaubt.

Wenn eine der Bedingungen nicht erfillt wird, kénnen wircsbfolgern, dasg’, ; €
ko undp,, € k nicht gefunden werden kénnen und dass die Stammfunktiorp¢on
nicht elementar Ubék(¢) ist. Ansonsten haben wir wegen (3.9):

f)\ndac =b,t+a,, (3.10)

mit b, € kyunda,, € k. Es folgt mit (3.9):

b
C ﬁ, und p, =a,+C,,

n+l n
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wobeiC,, € k eine Integrationskonstante ist.

Bei den nun folgenden Substitutionen gehen wir ahnlich Wr.setzeny,, in Glei-
chung (3.6) ein und nutzen bei der folgenden Umformting v’ /u:

Apoq =nla, + C O + 4

u ’ ’
e A1 - nay - = nC,t" + p,_4.

Das Element,,, € k haben wir aus der letzten Gleichung (3.10) bestimmt. Dieelin
Seite ist also bekannt und wir kénnen wieder durch Rekursitagrieren. Wenn die
Stammfunktion wieder die Bedingungen (P1) und (P2) erféithalten wir:

ul
f)‘n—l -na,—dxr =0b,_1t+a,_,
U
mitb, ; € kg, a,,_q € k.

b
— n-1 —
— C?’L = n 3 Und M'I’L—l = an_l + Cn—l

mit Integrationskonstant€’, _; € k.

Dieses Verfahren wenden wir nacheinander bis zur voriet@eichung, welche uns
mittels (3.7) die Elementé€’, und x4 liefert, an. Fur die letzte Gleichung erhalten wir
durch Einsetzen vop, in (3.8):

’

)\0:(a1+Cl)t’+ﬁ6:(a1+Cl)%+ﬁ6

u ~

Die einzige Bedingung an die Stammfunktiagist nun nur, dass sie elementar tber
k sein muss, denn ipydurfen andere logarithmische Erweiterungen auftauchén. D
Unbekannteb, ist dann der Koeffizient vort = log(u) in ag. Fur ug erhalten wir

Es sind nun alléy, ..., b, € k, bekannt und wir kdnnen mit’; = b,_, /i alle Inte-
grationskonstanted;, ..., C, ., und dadurch auch alle Koeffizientgn = a, + C, fur
1 < ¢ < n + 1 bestimmen. Wir setzen nun noch die Koeffizienten in unsAmsatz
3.2 fur P(¢) ein und erhalten unsere Stammfunktion.

Wenn wira,,, ; := 0 setzen, konnen wir auch im ersten Schritt
A, = ()\i (s 1)ai+lu’/u)

integrieren und mussen nur noch fur den letzten Schritieim (P2) nicht gepruft wird,
eine Fallunterscheidung machen.

Wir kénnen somit unseren Algorithmus in folgenden Schriterchfiihren:
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Algorithmus: IntRischLogPoly

Eingabe:p(t) = A\ t" + -+ + A\t + A\g € kl[t]

Ausgabe:P(t) € K[t], so dass”’(t) = p(t) und K elementar Ubek
1 a,.,,:=0
2 Furi=n,...,0

3 I =IntRisch [\, = (i + Da,, v /u]

4 Wenni > 0

5 Abbruch, wenn (P1) und (P2) nicht beide erfullt
6 b, := Coefficient  [1,]

7 a,; := Coefficient  [I,1]

8 sonst

9 Abbruch, wenn (P1) nicht erfillt
10 bg := Coefficient  [1,1]

11 to =1 — byt

12 Furi=1,...,n+1

13 C;,:=b,_,/i

14 w; = a; + C;

Ruckgabeys,, , t"* + - + pgt + p1g

Mit IntRisch ~ wird das gesamte Integrations-Paket, das hier beschrieigjrekursiv
auf eine Funktion irk angewendet. DidathematicaFunktion Coefficient ~ berech-
net fir das Polynond € £[t] den Koeffizientem\; von t! bzw. den konstanten Anteil
Ao.

Beispiel 3.1
Wir wenden nun diesen Algorithmus auf die Funktifi) = log(x) an.

Eingabe:Es gilt: t = log(x),t = v’ /u mitu = 2 und
p) =teQxz,t) =n=1X =1LX=0.

1=1:
Integration des ersten Koeffizienten Iief{t Mdx = fld:c =
und wir setzerb; = 0 unda, = x.

i=0:
Wir integrieren

f()\o—al%)dx:f(O—x%)dx:f—ld:c:—x

und erhalterby = O undyy = —x.

Rucksubstitution:
7=1:
bO
C’lzT:O7 py=a,+Cy ==z
=2
by
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Ausgabey,t? + puyt + pig = zlog(z) — =.

Damit ist die Stammfunktion vorfi(x):

ff(ac)dac = xlog(x) — x.

Wir Uberprifen unser Ergebnis durch Ableiten:
I n[ 15]: = DI[x Log [X] - X, X]
Qut [ 15] = Log (x)
Die in Mathematicgorogrammierte Funktion liefert das gleiche Ergebnis:

In[16]:

IntRischLogPoly [Log [X]1, {X, Log[x]}]

Qut[16] = x Log(x) - X
Als néchstes Beispiel betrachten wir eine Funktion, berdsgtzliche Erweiterungen
in der Stammfunktion auftreten.

Beispiel 3.2
Wir betrachten die Funktion

1
f(z) = log(z) + T21€ Q(z, log(x)).

Die Funktion f(x) ist wieder ein Polynom in log) mit den Koeffizientem\; = 1 und
Ao = 1/(z + 1). Der erste Koeffizient ist wie im letzten Beispi®| = 1, d.h. der
Algorithmus lauft zu Anfang genau wie oben. In Schritt 2 mdasn beii = 0 nicht
-1, sonderm\, — 1 = 1/(z + 1) — 1 integriert werden. Die rationale Integration liefert:

1
fx+1—1dmzlog(x+l)—m

= by=0 und py=logxz+1) —=x.

Dab, = 0 gilt, lauft auch die Ricksubstitution wie oben und liefejt= x und ., = 0.
Wir haben damit das Ergebnis:

ff(w)dm = zlog(z) — x + log(z + 1).

Der Integrationsalgorithmus liefert in diesem Beispigieeheue logarithmische Er-
weiterung logz + 1), ohne die Bedingungen an die rekursive Integration zu tzente
Dass der rekursive Aufruf aber auch zum Abbruch des Alganits fiihren kann, zeigt
das folgende Beispiel.

Beispiel 3.3
Wir betrachten die Funktioffi(z) = log(z) log(z + 1) € Q(x, log(z), log(x + 1)).

Eingabe:Es gilt: ¢, = log(x), t1 = u1/u; Mitu; = z,
t, = log(x + l),t'z = u’z/uz mit u, = = + 1 und
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i1=1:
Integration des ersten Koeffizienten:

f)\ldm = flog(x)dx = zlog(z) — x.

Hier wurde der Algorithmus rekursiv auf log) € Q(x, t;) angewendet (siehe
Beispiel 3.1). Wir erhalteh; = 0 unda, = zlog(x) — x.

1=0:
Die gesuchte Stammfunktion in diesem Schritt ist:

f()\o - alz—z)d:v = f(O— (zlog(x) - Cﬂ)x _::: l)d:c.

Nun muss also

X
@) = rz+1
integriert werden. Der Integrationsalgorithmus wird nuieder rekursiv aufgerufen
und der erste Koeffizientz/(z + 1) wird mittels rationaler Integration integriert. Mit
—z/(x+1) =-1+1/(x + 1) ist sehr leicht einzusehen, dass

x
“ 31 log(z) € Q(z,tq)

T+

f _xldx =loglz+1) —x

gilt. Dies verletzt jedoch die Bedingung (P2), denn die Stdumktion muss im Korper
Q(z,log(x)) liegen. Also kann es keine elementare Stammfunkfigiz) geben und
dadurch auch nicht fuf(x).

Der interne Integrationsbefelitegrate ~ von Mathematicazeigt uns, dass in der
Stammfunktion eine nicht elementare Funktiop(kir) auftaucht:

In[17]: = Integrate  [Log [X + 1] Log [X], X]

Qut[17]= -(Log(x) -1) x + (Log(x) -1) Log(x +1) x +X + Log (x) Log(x +1)
-Log (x +1) +Li,(-Xx)

Die Funktion Li(—x) ist in Mathematicaals Stammfunktion vor- log(z + 1)/z defi-
niert:

In[18] := DI% [-1]11, X]

Q18] = - 29X ) e 1)

Die Stammfunktion vory (x) ist also nicht elementar.

3.2 Integration des rationalen Teils

Wir behandeln nun die Integration einer in vollstandig gekér Form vorliegenden
Funktion f(t) = r(t)/q(t), mitr(t), ¢(t) € k[t] und degr(t) < deg q(t).

Der Algorithmus lauft in etwa so wie bei der Integration eatler Funktionen ab (sie-
he Abschnitt 1.3). Wir fihren zuerst eine vollstandige éntuchzerlegung durch und
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wenden auf die einzelnen Briiche die Hermite Reduktion amabla bleiben wieder
nur Terme Ubrig, die durch Bildung von Resultanten aufgel@sden kénnen.

Fur die Partialbruchzerlegung benétigen wir zunachst dadcpatfreie Faktorisierung
des Nenners:

o) = [ [,
i=1

wobeig,(t) quadratfrei und gcfly;(t), ¢;(t)) = 1 fiir i # j. Die quadratfreie Faktorisie-
rung ist auf einem Polynomring definiert. Der Polynomringt dier in Frage kommt,
ist £[t] und damit bedeutet die Bedingung, () quadratfrei” genauer:

ged(4,(), %qi(t)) -1,

wobei mitd/dt die formale Ableitung nach gemeint ist. Weil unsere Integrations-
variable z ist, leiten wir aber nachlx ab. Damit wieder die Hermite Reduktion auf
die einzelnen Partialbriiche anwendet werden kann, musSrdaiterte Euklidische
Algorithmus in

a®)g;(t) + b(t)g; (@) = r(t)

fur jedesr(t) € k[t] eine LOsung liefern. Das geht aber nur, wenn (@;(d),qé(t)) =1
gilt. Wir bendétigen also die starkere Bedingung

A
dr 4
Dies liefert uns der folgende Satz.

ged,(t), T-a,0)) = ged(a, (1), ¢(0) = L.

Satz 5 Gilt fur ein normiertes Polynom(t) € k[t], mitdeg a(t) = n > 0

d
gcd(a(t), Ea(t)) =1, (3.11)
dann gilt auch
ged(a(t), a’ (1)) = 1. (3.12)

Esist zu beachten, dass der Euklidische Algorithmus indoeidillen aufc[¢] operiert.
Das bedeutet insbesondere, dgsd = 1 undgcd € k dquivalent sind.

Beweis: Es seia(t) € k[t] und es gelte (3.11). Die faktorisierte Form va() sei:

n

a(t) = n(t - ai),

i=1
mit a; € k. Dann hat die Ableitung die Form

n

a'(t) = Z (% - a;) 1—[ (t - a]—)

i=1 j#i

und nach Satz 2 gilt’(¢) € k[t]. Falls einer der Faktorefu’/u — ai) Null ist, so gilt
(u'/u—ai) = (t - a;)" = 0. Dann wére jedoch- a, konstant ink[t], alsot — a; € k.
Da dies aber der Transzendenz vamiderspricht, giltu’ /u — a; # 0 fir 1< i < n.
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Jeder Fakto(t - ai) von a(t) taucht in genau einem Summanden vdé(t) nicht auf.

Weil dieser Summand wegen/u — a; # 0 nicht verschwinden kann, habett) und
a’(t) keine gemeinsamen Faktoren. Es gilt:

gcd(a(t), a(t))

und die Behauptung ist bewiesen. O

Damit liefert die quadratfreie Faktorisierung Ubdr] auch eine Faktorisierung, die
bezlglich der Ableitung nach quadratfrei ist.

Mit der quadratfreien Faktorisierung und dem Erweitertamklidischen Algorithmus
kdnnen wir eine Partialbruchzerlegung der Form

() 75 (t) 1
q(t) ZZ GUN (313)

=1 j=1 4

mit ged(q,() 7-4,0)) = 1
und O=<degr,;(t) < deg g,(t)

bestimmen und die weitere Integration auf die einzelnen8anden anwenden. Der
polynomielle Teil der Partialbruchzerlegung taucht hiehhauf, da dieser schon zu
Beginn durch Polynomdivison abgespaltet wurde. Die Badiggan die Grade von
7 () undg,(t) bezeichnen wir als Partialbruchbedingungen.

3.2.1 Hermite Reduktion

Wir betrachten einen der Partialbriiche(t)/q;(t)'. Da gcdg;(t), gi(t)) = 1ist, kon-
nen wir wie bei der rationalen Integration vorgehen und reidcErweiterten Euklidi-
schen Algorithmus Polynom&t), b(t) € k[t] berechnen, so dass gilt:

a(t)g;(t) + bt)gj(t) = r;5(1), (3.14)

wobei dega(t) < deg ¢i(t). Wenn wir die Gleichung durc(t)’ teilen, erhalten wir

r(t :
f i ),dac = f a(t.)_ldx + f b®q (.t)dx
qi(t)j qi(t)] qi(t)]
und partielle Integration des letzten Integrals liefer$ wie bei der rationalen Integra-

tion:
f ry® _ -b®/G -1 fa(t) +YW/G-1
qz(w] gty g,y
Auch hier kdnnen wir aus (3.14) und Qegj(t) < deg ¢;(¢) folgern, dass deg(t) <
deg ¢;(t) gilt. Das letzte Integral in (3.15) erfiillt also noch stets Bartialbruchbe-
dingung

(3.15)

deg (a(t) + b'(t)/(j — 1)) < max(deg a(t),deg V'(t)) < deg ¢,(t)
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und wir kbnnen den Reduktionsprozess so lange wiederhakenur noch Integranden
mit quadratfreiem Nenney;(¢) tbrig bleiben.

Algorithmus: IntRischLogHermiteReduce

Eingabe:r(t), q(t)’ € k[t], mit gcdr(t), ¢(t)) = gedq(t), ¢'()) = 1 und
0 < deg r(t) < deg q(t)
AusgabelF, g) € k(t)?, so dass(t)/q(t)’ = F’ + g undg hat quadratfreien Nenner
1 Furi=y,...,2
2 (a(?), b(¥)) := EEAq(D), ¢'(D), 7(D)]
s =g 200D
q(t)’
4 r(t) = alt)+ ')/ - 1)
Riickgabe(F, r(t)/q(t))

Wir betrachten die Hermite Reduktion an einem Beispiel.

Beispiel 3.4
Sei f(x) € Q(x,t),t = log(x), mit

1/x
t-1°%

f(@) =

Der quadratfreie Faktog(t) = ¢ — 1 hat mit seiner Ableitung’(t) = 1/z keinen
gemeinsamen Teiler, dg/1 eine Einheit inQ(x) ist. Die Partialbruchbedingungen
sind ebenfalls erfillt und wir kdnnen eine Hermite Reduktiturchfiihren.

Wir wenden den erweiterten euklidischen Algorithmus an,Rmlynomea(t), b(t)
Q(2)[t] zu finden, so dass gilt:

1 1

Fur dieses Beispiel ist dies sehr leicttt) = 0 undb(t) = 1. Weil auch die Ableitung
b’(t) = 0 ist, fallt der rechte Term in der Reduktion (3.15) weg und wében sofort
das Ergebnis gefunden:

Yz  —b(t)/2 N f at) +v'®)/2 -1
t-13 (t-1)72 t-12  2¢t-17>%

Wir bestétigen die Rechnung wieder durch Ableiten:

In[19]:= D[-1/ (2 (Log [X] -1)"2), X1
_ 1
Q= log o - 1)
Die Hermite Reduktion ist in der FunktiontRischLogHermiteReduce implemen-

tiert und liefert den intergierten Teil und den Restintegrin einer Liste:

I n[ 20] : = IntRischLogHermiteReduce [1/ x, Log [x] -1, 3, {X, Log[x]}]
1
N N ETTES TEA
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Wir konnten hier also schon die gesamte Stammfunktion

f f@ydz 2(Iog —1)2

nur durch Anwendung des Erweiterten Euklidischen Algonitis inQ(x)[¢] finden!

Im folgenden Beispiel wird eine Funktion integriert, beir deehrere Reduktionen
durchgefuihrt werden kénnen.

Beispiel 3.5
Wir betrachten die Funktion

1/z+1

f(ﬁﬂ)zm

€ Q(x, 1),

mit t = logxz. Die 1 im Zahler und die hohere Potenz im Nenner beeintrgehtiie

Bedingungen zur Durchfiihrung der Hermite Reduktion nigit. kbnnen also unse-
ren Algorithmus starten. Uber einen optionalen Paramebat gingestellt, wieviele
Nachrichten die FunktiomtRischLogHermiteReduce produzieren soll. Die Num-
merierung der Nachrichten gibt Aufschluss Uber die unteesttichen Funktionsauf-
rufe. Im n&chsten Kapitel wird darauf noch genauer eingggian

I n[ 21] : = IntRischLogHermiteReduce [1/x+1,t -1, 4, {x, Log [Xx1},
{Messages -» Detail }]

1.IntRischLogHermiteReducdntRischLogHermiteReduce mit Parametern
1
{1+ o Log(x) — 1,4, {x, Log(x)}} aufgerufen

. . . . 1
1.IntRischLogHermiteReduceHermite Gleichung ; +s(Log(x) -1) ==1+ x
1.IntRischLogHermiteReduceReduktion liefert die Teile

-x-1 1
3 + Int
3(Logx) — 1) 3(Log(x) —

2.IntRischLogHermiteReducdntRischLogHermiteReduce mit Parametern
1
{é’ Log(x) - 1,3, {x, Log(x)}} aufgerufen

2.IntRischLogHermiteReduceHermite Gleichung g +s(Log(x) — 1) ==
2.IntRischLogHermiteReduceReduktion liefert die Teile

- X + Int L
6 (Log(x) — 1) 6(Log(x) — 1)

3.IntRischLogHermiteReducdntRischLogHermiteReduce mit Parametern
1
{5’ Log(x) - 1,2, {x, Log(x)}} aufgerufen
3.IntRischLogHermiteReduceHermite Gleichung g +s(Log(x) — 1) == %

3.IntRischLogHermiteReduceReduktion liefert die Teile
X

1
“eog -1 T ™6 Log — 1)

-x-1 X X 1
{

QUL2= 13 ogx) -1)° 6 (Log (x) 1) 6<Log<X>—1>2’6<L09<X>*1>}

36



Hier werden insgesamt drei Reduktionsschritte bendétigiedlem Schritt nimmt der
Exponent des Nenners um eins ab. Der Restintegrand imne&ahritt hat quadrat-
freien Nenner.

Wir fassen den integrierten Teil zusammen:

I n[22] : = Together [%[1]1]]

-xLog? (x) +x Log (x) -2x -2
6 (Log(x) -1)°

Die Stammfunktion hat also die Form:

—z(logz)? +z logz — 22 — 2 f 1
de = de.
ff(w) v 6(logz —1)° i 6(logz - 1) !

Qut[22] =

Die Integration des Restterms werden wir im nachsten Abgdbehandeln.

Bei allen Umformungen des Integranden in unserem Algotihmissen wir stets
darauf achten, dass der Integrand nicht so weit zerlegt wass die einzelnen Terme
keine elementare Stammfunktion mehr haben.

Das folgende Beispiel zeigt, dass bei den Resttermen denitkdeReduktion Probleme
auftauchen kénnen.

Beispiel 3.6
Wir betrachten folgende Funktion:

_ 2 Log [x +1/ 2] - 4x .

T (4x%+4x +1)Log[x +1/ 2127

Zunéchst normieren wir den Nennébezuglich logz + 1/2) und fassen den Restterm
in n zusammen:

In[23]:= f

In[24]:=1t =Log [x +1/2];
{n, d} = Fraction [f, t]
2 (2x-Log (x+2%))
(2x+1)?
Wir fihren nun eine vollstandige PartialbruchzerlegungcduDafir missen wir der
FunktionPartialFraction den Zahler, eine Liste mit Faktoren des Nenners und deren
Haufigkeiten Ubergeben:

Qut[24]= |- ,Logz(x+%)}

I n[ 25] : = coefflist = PartialFraction [n, {t}, {2}, t]
2 4 x

Qut[25]= {0' {(2x+1)2’ _(2x+1)2}}

Die resultierende Liste enthalt die Nenner fiirtog 1/2)* und logz + 1/2)? und wir

erhalten:
2 4x

f= - :
@z +D?log(z +3) 22+ 12 (log(z + 3))°

Fir jeden einzelnen Partialbruch wenden wir die HermiteuRtédn an. Der ers-
te Term ist allerdings bereits vollstandig reduziert und kéinnen direkt die Roth-
stein/Trager Methode anwenden. Der interne Integratiefiestb vonMathematicazeigt

uns aber, dass es dafur keine elementare Stammfunktian gibt
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I n[ 26] : = Integrate  [coefflist [[2, 111/t, x]

1_ 1

Qut[26]=  Ei (-Log (x+§))
Dies liegt aber nicht an der Funktigfy denn fir diese findé¥lathematicaeine ele-
mentare Stammfunktion:

In[27] : = Integrate  [f, X]
2X
(2x +1) Log (x + %)

Qut[27] =

Der Hintergrund ist, dass der erste Partialbruch nach demieReduktion des zwei-
ten Partialbruchs wegfallt.

I n[ 28] : = IntRischLogHermiteReduce [coefflist [[2, 211, t, 2, {x, t}1
/ | Together
2 X 2
Qut[ 28] = -
[28] {(2x+1) Log (x + 1) (2x+1>2Log(x+%)}

Wie wir sehen, stimmt der Restterm bis auf das Vorzeichemlemt ersten Partialbruch
Uberein und die Hermite Reduktion hat uns bereits die Stamktibn geliefert:

2x
dx = .
ff(x) ’ 2z +1) log(z + 3)

Es macht also keinen Sinn, den Rothstein/Trager-Algotithawf die einzelnen Rest-
integranden getrennt anzuwenden. Stattdessen mussenvarwie Restterme der
Hermite Reduktion zu einem Terntt)/q(t) mit r(t), ¢(t) € k[t] zusammenfassen und
mit diesem weiterarbeiten. Dabei gilt degt) < deg ¢(t), weil auch die Partialbriiche
und Restterme der Hermite Reduktion diese Grad-Ungleigleufiillen.

3.2.2 Rothstein/Trager Resultante

Der Restterm, der nun noch zu integrieren ist, ist von demft)/q(t) mit deg r(t) <
deg ¢(t) undg(t) ist normiert und quadratfrei. Der folgende Satz liefert daKir einen
Algorithmus.

Satz 6 Seienr(t), q(t) € k[t] mitgcdr(), ¢(t)) = 1,deg r(t) < deg ¢(t) undq(t) sei
normiert und quadratfrei. Die Variable sei eine neue Unbekannte und wir definieren

R(z) :=res (rt) - z¢'(), q()) € klz].

Dann gilt

0] fr(t)/q(t) ist genau dann elementar, wenn die Nullstellen des Polyngtas
konstant sind.

(i) Wenn [ r(t)/q(t) elementar ist, dann gilt

m

rt) vi(t)
at) Z; RYOR
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wobeic; (1 < i < m) die Nullstellen vonR(z) sind und firuv,(t) gilt:

v;(t) = ged(a(t) — ¢;b' (1), b(t)) € K[t].

Da R(z) Uberk[z] nichtin Linearfaktoren zerfallen muss, miissen nicht allédtellen
in k liegen. Mit K bezeichnen wir den kleinsten Erweiterungskoérper ¥oim dem
R(z) zerfallt und dadurchq, ..., c,, € K gilt.

Beweis: Wir beweisen (ii) und die erste Richtung von (i) gemeinsaandrt die glei-
chen Voraussetzungen gelten. Dabei gehen wir schrittweisandem wir folgende
Behauptungen beweisen:

r(t) _ < i)

1. — —,
o) ;%Z@)
2.q) = J o),

I
=

7

3. fur allej gilt: v;(t) | r(t) — ch’(t),
4. fur allej gilt: v;(t) = ged(r(t) - ¢;q' (), ¢(b)),

5. alle Nullstellenz; von R(z) tauchen in der Darstellung fir genau eines der
auf.

Ab Schritt 2 wird nur noch im Ring|[¢] gearbeitet. Die Teilbarkeit in Schritt 3 bedeutet
also:

Es existiert eirs(t) € k[t], so dasw;(1) = s(t) (r(t) - ch’(t)) gilt.

Schritt 1:
rt) _ X vit)
Zu zeigen: w0 ; ¢ ()

Angenommenr(t)/q(t) hat eine elementare Stammfunktion, dann gilt nach dem Satz
von Liouville:

m

r(t) _ vi(t)
3.16
=+ Z o) (3.16)

mit vy(t), v;(t) € k(t) undc; € ky fur 1 < i < m. Wir konnen durch Anwenden der lo-
garithmischen Regeln annehmen, dass il allev,(¢) normiert und quadratfrei sind
und in k[t] liegen. Durch Anpassung der Konstanigrkdnnen wir auf3erdem daftr
sorgen, dass, (?), ..., v,,(t) paarweise verschieden sind. Weiterhin haje) 0.B.d.A.
die Darstellunguy(t) = a(t)/b(t) mit a(t), b(t) € k[t] und gcda(t), b(t)) = 1. Wenn
wir wie im Beweis des Satzes von Liouville argumentierenrdelaus degh(t) > 0
folgen, dasso(t) einen irreduziblen Faktor mit Vielfachheit gréRer eins irarider
hat. Dies widerspricht aber der Voraussetzung, d&dsquadratfrei ist. Also ist auch
vo(t) € k[t] ein Polynom.
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Nehmen wir nun an, dass deg(t) > 0 ist, und bringen die rechte Seite von (3.16)
auf einen Nenner:

() _ o) + i . i) vo(®) TTiZ1 v,(1) + Tk ¢0i(®) T 0; @) .

q(t) L) 72 v;(1)

Da jeweils deguv;(t) < deg v,(t) gilt, hat im Z&hler das Produkt mito(t) in jedem
Fall den héchsten Grad. Aus der Annahme,dgg) > O folgt deg vo(t) = O und

dadurch ist der Grad des Zahlers grof3er oder gleich dem @saNenners: deg (t) =
deg ¢(t). Dies widerspricht jedoch den Voraussetzungen des Satzes.

Das Polynonmu,(t) hat also den Grad degy(t) = 0, d. h.vo(t) = 0 und wir haben die
gewunschte Darstellung:

) < it
Y = ) . 3.17
0 ;%i(t) G17
Schritt 2: .
Zu zeigeny(t) = ]—[ v;(t).
=1

Wir multiplizieren die Darstellung (3.17) mit dem HauptmenV(¢) := Iz v;(0):

r(t) 1_[ v;(t) = q(t) Z ¢; VIVi(t). (3.18)
=1 =1

Dar(t) undq(¢) teilerfremd sind, gilt:

m

o) |[ [ o) (3.19)
=1

i

und v,(t) | > qB)e; vj(#) Vy(t) fir alle 1< < m.

7j=1
Wenn die Polynome, (¢) diese Summe teilen, teilen sie insbesondere auch jeden Sum-
manden:
v; () | q(t) ¢; ViV (D). (3.20)
Weil allev,(¢) aufgrund der Annahmen in Schritt 1 quadratfrei und paaewssschie-
den sind, gilt
ged(v; (1), v](1) = ged(v; (1), Vi) = 1 (3.21)

und aus der Teilbarkeit (3.20) folgt:
v;(t) | q(t) fur alle

m

— ]—[ 0,(8) | q(t). (3.22)
i=1
Mit (3.19) gilt also in beide Richtungen die Teilbarkeit uwenn wir beachten, dass
sowohlg(t) als auch alley;(t) quadratfrei sind, folgt die Gleichheit:

at) = | |v,®. (3.23)
i=1
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Schritt 3:
Zu zeigen: fur allgj gilt: v;(t) | r(t) — c;q' ().

Aus der Gleichheit (3.23) folgt mit (3.18)

Mz

r(t) = c; vi(OV (1) (3.24)

(2

Il
i

und fiir die Ableitungy’(¢) gilt:

M-

1l
iy

g =) viOV,@®).

2

Wir betrachten flr ein festes9 j < m:

s

r(t) - ¢;q/ (1) & VOV = ¢; vl Vi)
=1

7

7

Il
=

e

1l
=

(¢ = ¢;) viVi(®). (3.25)

)

In der Summe fallt der Term flir= j weg. Flr; + j teilt v,(8) |V.(t) und damit auch
die gesamte Summe:
v;(t) [ r(t) — ch'(t). (3.26)

Schritt 4:
Zu zeigen: fir allgj gilt: v;(t) = ged(r(t) — ¢;q'(}), q(t)).

Aus den Aussagen in Schritt 2 und 3 wissen wir, dgss ein gemeinsamer Teiler der
beiden Terme
r(t) = c;q'(t) und q(t)

ist. Wir miissen nun nur noch zeigen, dass es auch der grofiginggame Teiler ist.
Die einzigen mdglichen Teiler sing(t) flr ¢ # j, denn ing(¢) tauchen keine anderen
Faktoren auf. Es reicht also zu zeigen, dass #rj gilt:

ged(r(t) - ¢;q' (1), v;(t) = 1.

Dazu formen wir zunéchst den Teiler um:
ged(r(®) — e,/ (8), v;(1)) = ged| > (ey, = ¢) Vi) Vi), v; (1)
k=1

= ged((¢; - ) i) V() v;(0)

Wir haben bereits oben gesehen, dags) | V,.(t) fur j # k gilt. Deswegen kdnnen wir
in der letzten Umformung alle Summanden ji k& weglassen.

Das Polynonw,(t) hat wegen den Annahmen in Schritt 1 aber keinen gemeinsamen
Teiler mitv}-(t) odeer(t) und da die Differenzc, — ¢;) € kg konstant ist, gilt:

ged(r(t) — ¢, (), v;(b) = 1. (3.27)
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Wir haben damit gezeigt, dass

v;(t) = ged(r(t) - ¢;¢' (1), q())

gilt. Dawv;,(?) ein echter gemeinsamer Faktor mit positivem Grad ist, btetidas insbe-

sondere, dass die Resultante (eet) - ch’(t), q(t)) Null ist. Also istcj eine Nullstelle
von R(z).

Schritt 5:

Es bleibt zu zeigen, dass in der Darstellung v@n/q(t) alle Nullstellen vonR(z) als
eines der; auftauchen. Weil diesg aufgrund der Darstellung von Liouville konstant
sind, ware damit auch Aussage (i) bewiesen.

Sei alsac eine Nullstelle vonRk(z) € k[z]. Es gilt res (r(t) — c ¢’ (1), ¢(t)) = 0. Da eine
Resultante genau dann Null wird, wenn es einen echten gearean Faktor gibt, hat

G(t) = ged(r(t) — cq' (), q(t)) € klt]

positiven Grad: deg=(t) > 0. Sei nung(t) ein irreduzibler Faktor vorG(t) mit
deg g(t) > 0, dann folgt einerseits:

g(t)| q(t) = es existiert eiry, so dasg(t) | v;(t) gilt. (3.28)

Andererseits teily(t) auchr(t) — ¢ ¢’(t) und wegen (3.25) gilt:

rt) —cq () = Z (¢; = ) vj V().

i=1

Das Polynony(¢) teilt jeden einzelnen Summanden auf der rechten Seite umit da
insbesondere auch den Summanden fur das speziells (3.28):

9 | (¢; = ) vV (8.

Weil das Polynomy(t) ein Teiler vonu;(t) ist, ist es genau wiej(t) teilerfremd zu

v}(t) und Vj(t). Also hatg(t) echt positiven Grad und teilt trotzdecgl —c € k. Das
kann aber nur sein, went) — ¢ = 0 ist. Also istc eine der Konstanten; aus (3.17)
und es tauchen alle Nullstellen vat(z) in der Darstellung auf.

Es bleibt noch die Rickrichtung von (i) zu zeigen. Dazu nahmvé an, dass alle
verschiedenen Nullstellen, ..., c¢,, von R(z) konstant sind. Wir definieren

v;(t) == ged(r(t) — ¢; ¢' (1), (b)) € klt] (3.29)

und zeigen folgende Aussagen:

1. ged(v;(t), v, (1)) = 1 furi # j,

2. q) = | | v,

=1

42



m

3. rt)= ) ¢;vi) [ ;).

i=q i1#]
Schritt 1:
Zu zeigenged(v;(t), v, (1)) = 1far i # j.
Es seieni # j fest undg(t) := gcd(v;(t), v,(t)). Dann gilt wegen der Definition von
v;(t) und v;() in (3.29):

g | rt) = c; ¢'(t),
g@) | r(t) - c;q't)
und g@t)|q@®). (3.30)
Aus den ersten beiden Teilbarkeiten folgt:
9| (¢; = ¢;)d @) (3.31)

Da(c; - ¢;) € ko konstant ist, liefern die Aussagen (3.30) und (3.31), d@ssund
¢’ (t) den gemeinsamen Teile(t) haben. Day(t) jedoch nach Voraussetzung quadrat-

frei ist, gilt g(t) = gcdv; (1), v;(1) =1

Schritt 2: .
Zu zeigeny(t) = 1—[ v, (1).
i=1

Nach der Definition in (3.29) teilt jedes(t) den Nenneg(t) und dav,(t) paarweise
teilerfremd sind, gilt auch fir das Produkt:

ﬁ vi®) | (b,

i=1

Es gibt also eirs(t) € k[t], mit
a(t) = s) | | v o). (3.32)
i=1

Wir zeigen nun, dass(t) = 1 ist. Dazu nehmen wir an, dass de¢) > 0 ist und
fihren dies zum Widerspruch. Laut Voraussetzung git @eg r(t) < deg q(t). Das
Polynomg(t) hat also positiven Grad ungd(t) = 0. Die Sylvester-Matrix der Resul-
tante N

R(z) =res (rt) - zq'(t), s(t)) € k[=]

hat dann minde§tens ein Zeile, in deauftaucht. Die Resultant®(z) hat somit posi-
tiven Grad deg R(z) > 0 und es gibt eine Nullstellg,.

Die Polynomer(t) — zy¢’(t) unds(t) haben also den gemeinsamen Faktor:

91(t) == ged(r(t) — 29 ¢’ (), s(t)) € k[t], mit deg g,(t) > O.

Wegens(t)|q(t) ist g,(t) auch ein echter Teiler von

9o(t) == ged(r(t) — 29 ' (), q(¥)) € Klt]

43



und es gilt:

res (r(t) — 2o ¢'(t), q(¢)) = 0.
Damit ist z, auch eine Nullstelle vork(z). Es sei 0.Ez, = ¢ fir ein festes.. Dann
gilt g»(t) = v;(¢) und dag,(t) jetzt sowohls(t) als auchw,(?) teilt, habens(t) undv;(t)
einen gemeinsamen Teiler, d. h. gad), v,(?)) # 1.
Aus der Definition vons(t) in (3.32) folgt nun, dasg(¢) einen quadratischen Fak-

tor hat. Das widerspricht jedoch der Voraussetzung und wmkn folgern, dass
deg s(t) = O ist.

Wenn wir in (3.29) den gréf3ten gemeinsamen Teiler immer retrvdhlen, muss
s(t) = 1 sein, weilg(t) nach Voraussetzung auch normiert ist. Somit gilt:

q@=ﬁ%@

i=1
Schritt 3: .
Zu zeigenr(t) = Z c; vi(t) 1—[ v;(t).
i=q (23]

Wir definierenr{t) wie in der Folgerung (3.24) aus dem ersten Beweisteil:

m

Ft) = ) it Vi(), (3.33)

1=q

wobei wiederV,(t) := II
und wie oben gilt:

i+ V;(8) gilt. Wir betrachten auch hier ein festes<lj < m

M=

F(t)—c;q'(t) =

2

iV - ¢ [Z OLAG

q =1

(¢; — ¢;) vi@) Vi(®)

Il
i

= v,(t) |F(t) - c; ¢ (). (3.34)
Nach Definition vorw;(?) in (3.29) gilt zusatzlich:
(1) |r(t) = ¢;q'(®).

Also teilt v, () auch die Differenz(t) — r(t). Dies gilt fir alle teilerfremden,(¢) und
somit auch fir das Produlg?):

q) |7(t) = r(t).

Nun schauen wir uns den Grad dieser beiden Terme an. Nacl? $atamt bei nor-
mierten logarithmischen Polynomen der Grad beim Ableitgrlah. es gilt degv’(t) <
deg v,(t) fur alle 0 < ¢ < m und aufgrund der Definition (3.33) gilt degt) <

deg ¢(¢). Da auRerdem nach Voraussetzung,adet < deg ¢(t) gilt, hat die rechte

44



Seitert) — r(t) einen echt kleineren Grad ajst). Dies kann aber nur sein, wenn
7(t) — r(t) = 0 ist. Also giltr(t) = r(¢) und die Behauptung ist bewiesen.

Wenn wir die Ergebnisse aus Schritt 2 und 3{t)/q(t) einsetzen, erhalten wir:

@ _ 221 C; Ull'(t) H#j ’Uj(t) _ ic Uzl'(t)
q(t) B H;Zl Ui(t) B P} Zvi(t) .

Mit dieser Darstellung kénnen wir die Stammfunktion direkigeben und (i) ist be-
wiesen. O

Der Algorithmus kann somit wie folgt beschrieben werden:

Algorithmus: IntRischLogRothsteinTrager
Eingabe:r(t)/q(t) € k(t) mit gcd,(r(t), ¢(t)) = 1,deg r(t) < deg ¢(t) undg(t)
normiert und quadratfrei
AusgabeF' € K(t), so dasF” = r(t)/q(t)g
1 R(z):=reg(r(t) — 2¢'(t), q(t))
Abbruch, wennR(z) unabhangig von
R(2) := MonicPart [R(2), ]
(zl, cees zm) = Solve [R(z) == 0, 2]
Abbruch, wenn eir; nicht konstant
v; = ged(r() — z; ¢/ (1), q(t))
7 v; := MonicPart [v,,1]
Rickgabe}) ™, z; log(v,)

2

S OB~ WN

Die Normierung vonR(z) in Zeile 3 andert das Ergebnis nicht, da die Nullstellen
bei der Multiplikation mit einem (bzgk) konstanten Faktor gleich bleiben. Man kann
sogar beweisen, dass danach die Koeffizienten allg liegen. Das wiirde bedeuteten,

dass die Nullstellensuche in Zeile 4 unabhangig ¥amd dadurch leichter wird.

Die Normierung der Logarithmen, in Zeile 7 ist ebenfalls erlaubt, da wir dadurch
die Stammfunktion nur um eine additive Konstante veranderase Normierung hat
einen speziellen Grund, den wir im nachsten Kapitel nochelraufgreifen werden.

Beispiel 3.7
Wir wenden die Rothstein/Trager Methode auf
r(t) 5/x
= — = = I
f@ =25 = oge =1 € Q@:h: t=logz

an. Daflr berechnen wir zunachst die Resultante:

R(z) = res (r(t) — z¢'(), q(t))
=res (5/z — z-1/x,logz - 1).

Dadegr(t) — z¢'(t) = O und degq(t) = 1 gilt, liefert uns die Produktdarstellung (1.3)
der Resultante:

R(z) =5/x — z/x.
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Wir normieren bezuglich und erhaltenR(z) = z—5. Die einzige Nullstelle ist; = 5
und wir berechnen:

vy = ged(r(t) — 2, 4' (), ¢(1)
=gcd(O,logx — 1) = logx — 1.

Damit ist die Stammfunktion vorfi(x):

ff(:ﬂ)d:v =z logv; = 5log(logz - 1).

3.3 Zusammenfassung der Algorithmen

Die drei vorgestellten AlgorithmemtRischLogPoly , IntRischLogHermiteReduce
undintRischLogRothsteinTrager vollenden den logarithmischen Teil des Risch-Al-
gorithmus. Der folgende Algorithmus umfasst die Umformemgdie fur den Aufruf
der drei Funktionen bendtigt werden.

Algorithmus: IntRischLog

Eingabe:f = p/q € k(t), mit p, ¢ € k[t], ¢ normiert und: logarithmisch tbek
Ausgabe:F' € K mit F” = f und K elementar Ubek(t)

1 (q,e)= ((ql, ...,qn) , (el, ey en)) := SquareFreelist [q, ]

2 |Ppo (pll, ey P1ey )5 oo (P ...,pnen)) := PartialFraction [p, q, €]
3 P :=IntRischLogPoly  [p]
4 (F,9):=(0,0)
5 Fari=1,...,n
6 Farj=1,....¢,
7 (F,f]) := IntRischLogHermiteReduce [pij, ;> 71
8 (F,9):=(F +F,g+9)
9 @ := IntRischLogRothsteinTrager [g]
RickgabeP + F + G

Der BefehlintRisch ~ fasst die rationale Integration und den logarithmischehdess
Risch-Algorithmus in einem Paket zusammen.

Im Unterschied ziMathematicawo derintegrate  -Befehl in einigen Féllen kein Er-
gebnis liefert, ist unser Algorithmus deterministischsbaif3t, entweder wir kommen
zu einem Ergebnis und erhalten eine Stammfunktion, odemgisen, dass es keine
elementare Stammfunktion gibt. Die folgenden Beispielgeredie unterschiedlichen
Ergebnisse.

Beispiel 3.8
Wir betrachten folgende Funktion:

In[29]:= f = (Log [x1)/ ((Log [x]-1) (Log [x +11))
Log (x)
(Log(x) -1) Log(x +1)
Von Mathematicagntegrationsbefehl erfahren wir nichts:

Qut[29] =
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I n[ 30] : = Integrate  [f, X]

Log (x)
Qut [30] J(Log(x)—l) Log (x + 1) ¥

Unser Algorithmus liefert jedoch, dass es keine elemen&tanmfunktion geben
kann:

I n[ 31] : = IntRisch [f, {X, Log [x], Log[Xx +1]1}1]
Int::notelem: Es gibt keine elementare Stammfunktion.
Qut [ 31] = $Fail ed

Wir wenden nun den Risch-Algorithmus auf einige komplex@egspiele an und ver-
gleichen die Laufzeit mit dem Integrationsbefehl Wdathematica

Beispiel 3.9
Sei f(x) = (log )%, Wir berechnen die Stammfunktidh(z) = [ f(z)da:

In[32]:= F=IntRisch [f, {x, Log[x]1}]1;
und vergleichert” (x) mit f(x):

I n[ 33]: = DIF, x1

Qut [ 33] = Log!% (x)

Die berechnete Stammfunktion ist also korrekt. Ba) polynomiell in logz ist, wird
der polynomielle Teil des Algorithmus gestartet. Die Itemaen und rekursiven Auf-
rufe, die dort gemacht werden mussen, sorgen fir eine langarfzeit:

I n[ 34] : = Timing [IntRisch [f, {X, Log[x1}1:1]

Qut[34] = {4.99042 Second, Nul | }

Mathematicascheint hier die einfache Struktur des Integranden zu vedes und
bendtigt weniger als die Halfte der Zeit:

I n[ 35] : = Timing [Integrate  [f, x]; 1]
Qut[35]= {1.98413Second, Nul |}

Es konnte beispielsweise sein, ddathematicadie Forme?

f(log x)"dx = z(logz)" —n f(log )" Ydx, nez\{-1

nutzt. Wenn diese Formel interativ angewendet wird, kamnStammfunktion sehr
leicht gefunden werden. Die Iteration im Risch-Algoritheréuft zwar ahnlich ab, ist
aber nicht speziell auf dieses Problem zugeschnitten. Augin die Integrandei, —
(i + Da,, v’ /u konstant sind, wird der gesamte Integrationsalgorithnuigeaufen.

DassMathematicaaber nicht in allen Féllen schneller ist, zeigt folgendesgel.

3[BSMM97] Abschnitt 21.5.4.3, Integral Nr. 468.
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Beispiel 3.10
Wir betrachten nochmals die Funktigiiz) aus Beispiel 3.8

In[36]:=f = (Log[x]1)/ ((Log[x]-1) (Log[x +11))
Log (x)
(Log(x) -1) Log(x +1)

und berechnen die Ableitungz) = f/(x):

Qut [ 36] =

In[37]:= g =DI[f, x]1// Together

-x Log? (x) +x Log(X) -x Log(x +1) -Log (x +1)

Qut[37] = X (x+1) (Log(x) -1)2Log?(x +1)

Die Stammfunktionf g(x)dx lasst sich relativ schnell finden:

I n[38]: = Timing [IntRisch [g, {X, Log[x], Log[x +1]1}11]

Log (x) }

Qut [ 38] (Log(x) -1) Log(x +1)

{0. 046395 Second,
Diesmal der Risch-Algorithmus doppelt so schnell Wiathematica
I n[39]: = Timing [Integrate [g, X]1

Qut [ 39]

Log (x) }

{0.103177 Second, (Log (x) —1) Log(x + 1)

Abschliel3end betrachten wir noch ein Beispiel, mit beson#ager Laufzeit.

Beispiel 3.11
Wir definierenf (x) wie folgt:

In[40]:= f = ((x+1) Log [Xx] - (3X2 -2) Log [x]"2)/

(Log [x173 -2x Log [X] +X4 Log [X]) % Log[x +1]

((x+1) Log(x) - (3x2-2) Log?(x)) Log(x +1)
Log (x) x* -2 Log (x) x + Log® (x)

Wir berechnen die Ableitung(x) = f’'(x)

Qut [ 40] =

In[41]:= g =D[f, x1// Together

Qut[41]= (-3 Log(x) x" +6 Log (x) Log(x +1) x" -3 Log (x +1) x"+
6 Log(x) Log(x +1) x® -6 Log(x +1) x5+ x%+2 Log(x) x5-
8 Log (x) Log(x +1) x> -5 Log (x +1) x> +x%+6 Log (x) x*-
2 Log (x) Log(x +1) x*+4 Log (x +1) x* -3 Log® (x) x3-
6 Log® (x) Log(x +1) x®+3Log?(x) Log(x +1) x3+
6 Log (x) Log(x+l)x3+6 Log (x +1) x3-2x3%+ Log? (x) x?-
4 Log (x) x2-6Log®(x) Log(x +1)x%+4Log?(x) Log(x +1) x?+
2 Log(x) Log(x +1) x2-2 Log(x +1) x2-2x2+2Log® (x) x+
Log? (x) x - Log? (x) Log(x +1) x -2 Log (x +1) x-

2Log*(x) Log (x +1) -2 Log(x) Log(x +1))/
(x (x+1) (x472x+Logz(x))2>

und fuhren bei der Integration wieder einen Zeitvergleiakct:

In[42]: = Timing [IntRisch [g, {X, Log[x]1, Log[x +11}11]

(-3 Log(x) x2+x+2 Log(x) +1) Log(x +1) |

Qut[42] = {0. 123041 Second, X* 2%+ Log? (x)
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In[43]: = Timing [Integrate [g, X]1

B (3 Log(x)x?-x-2Log(x)-1) Log(x+1)
Qut[43] = {0.431713 Second, - 3% < Log (X) }
Um die Komplexitat des Integranden und damit die absolutefdeit zu erhéhen,
leiten wir mehrmals ab und betrachten die siebte und zehbteitang f(z) und

SO @):
In[44]:

g=DIf, {x, 7}1:

I n[45]: = Timing [IntRisch [g, {X, Log [x], Log[x +11}1;]1]
Qut [ 45] = {24.9874 Second, Nul | }

I n[ 46] : = Timing [Integrate [g, X]; ]

Qut [ 46] = {66. 6418 Second, Nul | }

In[47]:= g=DI[f, {x, 10}]1;

In[48]:

Timing [IntRisch [g, {X, Log [x], Log[x +11}1; 1]
Qut [ 48] = {82. 0325 Second, Nul | }

In[49]:= Timing [Integrate [g, X1; 1]

Qut[49] = {157. 138 Second, Nul | }

Der Risch-Algorithmus war bei diesen Beispielen immer etlwppelt so schnell wie
Mathematicagntegrationsalgorithmus.
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4 Details zur Implementierung

Das gesamte Paket wurde Mathematicaimplementiert. Wie bereits in den Grund-
lagen erwahnt wurde, mussten neben den bereits erwahngenithmen noch einige
weitere Funktionalitaten implementiert werden. Diesddflinktionen und eine andere
Besonderheiten des Algorithmus sollen in diesem Kapitejestellt werden.

4.1 Hilfsfunktionen
4.1.1 EEA

Da derMathematicaBefehlpPolynomialExtendedGCD  nur mit einer Variablen arbeiten
kann, wurde der Erweiterte Euklidische Algorithmusm®aneu implementiert. Dabei
wird die angegebene Variable als polynomiell und alle amdé&fariablen als rationale
Erweiterungen interpretiertEAkann auf zwei verschiedene Arten verwendet werden:

Die FunktionEEAa, b, ] liefert fir zwei Polynomez undb in = die Polynomer und
s,sodass gilt a + sb = g = gcda, b). Falls ein weiteres Polynomim Erzeugnis von
a undb liegt, kbnnen mieeAa, b, ¢, ] Polynomer unds erzeugt werden, welche den
Bedingungere = ra + sbund deg r < deg, b gentigen.

4.1.2 SquareFreeList

Die Hilfsfunktion squareFreeList ~ fUhrt nur leichte Verdnderungen an der Ausgabe
der MathematicaFunktion FactorSquareFreeList durch. FactorSquareFreeList
faktorisiert immer beztglich aller Polynomvariablen. BguareFreeList  kann hin-
gegen durch einen weiteren Parameter gesteuert werdee)déhem Polynomring die
guadratfreie Faktorisierung durchgefihrt wird.

Beispiel 4.1
Wir betrachten das Polynom

p=(-1D+Dx-2%x-0)%t-2)+2) eQlz,t].

FactorSquareFreeList liefert alle quadratfreien Faktoren, die aus einer quémian
Faktorisierung irQ[x][t] oderQ[¢][z] bestimmt werden kdnnen:

I n[ 50] : = FactorSquareFreelList [pl
1 1
t2-4 1
Qut[50]= |t -x 2
X-2 2
x2-1 1

Im Gegensatz dazu erhalten wir vequareFreeList  je hach Angabe des zweiten
Parameters eine die quadratfreien FaktoreQ[ifj[x] oderQ[z][¢]:
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In[51]:

SquareFreelList  [p, t1]

(x-2)2 (x2-1) 1

Qut[51] = t2-4 1

t -x 2

I n[ 52] : = SquareFreeList [p, X1
t2-4 1
_Jt-x 2
Qut[s2]= |, 5 5
x2-1 1

4.1.3 PartialFraction

PartialFraction hat zwei Implementierungen, mit denen man wahlweise eimfa-ei
che oder auch eine vollsténdige Partialbruchzerlegunghdisinren kann.

Im ersten Fall ist die Angabe des Zahlers, der paarweiserfieinden Faktoren des
Nenners und der Polynomvariablen notwendigrtialFraction erzeugt dann eine
Liste der neuen Zahler. Sei beispielsweisker Zahlerg = [Ti-1 g; eine Faktorisierung
des Nenners und die Variable.PartialFraction [p(x), (g1(2), ..., q,(x)), x] liefert
eine Liste(py(2), ..., p,(z)), so dass gilt:

Py q;(z) .

p(z)
— =pp(x) +
qz) °

Mit einer Faktorisierungg(z) = ITi=1 ¢;(x)% konnen wir die vollstandige Partial-
bruchzerlegung bestimmen, indem wir die Exponenten getr@mgeben. Der Funkti-

onsaufrufPartialFraction [p(x), (g1(2), ..., q,,(2)), (eq, ..., €,,), 2] €rZeugt dann eine
verschachtelte Liste der Form:

(p07 (p117 "'7plel) PECRRR] (pn17 "'7pnen)) .

Das erste Element ist wieder der polynomielle Anteil un(dejsaﬁolynonpij bildet den
Zahler vong;(z)’. Die Zerlegung hat dann die Form:

p@ _ p@ e Py
(@ q@g @ 0T 2.2, @

=1 j=1 i

4.2 Integrationsalgorithmus

Bei allen Algorithmen des Risch-Algorithmus ist hinter dedividuellen Parametern
die Liste der Erweiterungefx, ¢,, ..., ¢,) Uber dem festen Grundkdrp€ranzugeben.
Dabei ist das erste Elementdie Integrationsvariable, nach der auch abgeleitet wird,
und die anderen Erweiterunggrsind logarithmische Erweiterungen. Die Reihenfolge
spielt fur die Integration nur dann eine Rolle, wenn es Jeashtelte Logarithmen gibt.
Dann muss die Erweiterurtgimmer elementar tbee(t,, ..., t,_;) sein.
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Zur Integration der Funktiom™! log logz geben wir(z, log z, log(log z)) als Erweite-
rungsliste an. Eine weitere einfache Erweiterung4ogl), die bei der Integration von
x~tlog logz + log(z + 1) bendtigt wird, kann an eine beliebige Stelle der Liste hinte
stehen. Dies hat nattrlich Einfluss auf den Ablauf des Atgorus und die Ergebnisse
kénnen um eine Konstante oder auch in der Darstellung vander abweichen.

Hinter der Angabe der Erweiterungsliste kénnen OptionafeimnMathematicaibli-
chen Formpar anet er -\Wert angegeben werden. Als einzige Option stebtsages
mit folgenden Werten zur Verfligung:

* None: keine Meldungen.
* Basi c: Funktionsaufrufe und Ereignisse, die zum Abbruch fuhren.

* More: Ergebnis von jeder aufgerufenen Funktion und Details denntite Re-
duktion.

® Detail: Alle Meldungen. Damit kann man den Algorithmus komplettima
vollziehen.

Mit Ereignissen, die zu einem Abbruch fuhren, ist beispieise das Auftreten von
zusatzlichen logarithmischen Erweiterungen bei der hattign von Polynomen ge-
meint. Die Meldung ,Es gibt keine elementare Stammfunktiond Meldungen bei
falschen Parametern werden immer ausgegeben.

Um den Quellcode der Algorithmen nicht mit Debug-Meldungeniiberlasten, wird
die Ausgabe der Meldungen von der separaten Funkiitassage gesteuert.

Mit IntRisch ~ wird der gesamte Algorithmus gestartet. Als Parameter eredgr Inte-
grand und die Liste der Erweiterungen erwartet. Zunachetievedie Parameter tiber-
pruft:

* Die erste Erweiterung muss ein Symbol sein, zcBdery,

¢ alle anderen Erweiterungen missen logarithmisch sein,

* die Reihenfolge der Erweiterungen muss richtig sein und

¢ der Integrand muss im angegebene Erweiterungskorpenliege

Fur die letzten beiden Bedingungen wurde die FunktioRischExtensions im-
plementiert. Diese wird auch im polynomiellen Integrasitail zur Uberpriifung der
Bedingung (P2) verwendet.

Danach wird der Integrand an die FunktilrRisch2 ~ weitergegebenntRisch2  er-
wartet die gleichen Parameter wigRisch  und wird auch fir interne Rekursionen
genutzt, da die Uberprifung der Parameter dann nicht mémderlich ist. Je nach-
dem, ob in der Liste der Erweiterungen nur noch die Integnatiariabler oder auch
andere logarithmische Erweiterungen stehen, wird diemate Integration mintrat
oder der logarithmische Teil des Risch-AlgorithmuRischLog  aufgerufen.

Ein Problem, das unser Algorithmus nicht bewéltigen kast),dass unterschiedli-
che logarithmischen Erweiterungen den gleichen Diffeéadkiirper liefern kénnen.
So sind beispielweise lég+ 1/2) und log 2z + 1) beides Stammfunktionen der Funk-
tion (z +1/2)71, die sich nur um die Konstante log 2 unterscheiden. Weitesinid die
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Funktionen logz? + z/2) und logz + log(z + 1/2) wegen

, 2412 1 1 ,
|Og(:r32+:c/2) :m:5+x+1/2:(Iog$+log(£ﬂ+1/2))

zwei verschiedene Darstellungen der gleichen StammfomkEdr die korrekte Inte-
gration ist es also erforderlich, dass wir uns auf einendgtatheinigen.

In unserem Algorithmus werden immer Logarithmen erzeuigt,ndrmiert sind und
mdglichst kleinen Grad haben. Diese Vereinbarung mussiawtdr Eingabe eingehal-
ten werden, denn unser Algorithmus wird fi(e) = (z+1/2)7* (log(z + 1/2) + log 2)
eine Stammfunktion finden, aber nicht ffi¢z) = (z + 1/2)~log(2z + 1). Dies liegt
daran, dass bei der Integration der Koeffizienten von Itigaischen Polynomen keine
zusatzlichen Logarithmen auftauchen durfen.

Um die Vereinbarung einzuhalten, ist es zwingend erfoictertlass im Rothstein/Tra-
ger-Algorithmus die neuen Logarithmen normiert werdenswieiteren wird bei der
rationalen Integration nach der Horowitz Reduktion eindi&laruchzerlegung durch-
gefiihrt. Dadurch wird bei der Eingabe v + 1/2)/(z? + x/2) die Umformung

2r+1/2 1 1

2iz/2 1 2+1)2

durchgefihrt und die Stammfunktion
f2925+71/2dm =logz +log(z + 1/2)
xc+x/2

berechnet.
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5 Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit gesehen, wie wir die Methoden ddomalen Integration
auf ahnliche Weise auf die Integration in logarithmischewditerungen anwenden
kénnen. Dabei haben wir als Grundlage die Theorie der [@ifféalkorpererweite-
rungen genutzt, dessen wichtigstes Instrument der Satkigowille war. Wir hatten
dadurch eine einfache Darstellung aller einfach intebarsr Funktionen und haben
in den darauf folgenden Beweisen diese Darstellung oft akafe genutzt.

Da wir die Differentialkdrpertheorie auch fiir exponenréaind algebraische Félle be-
trachtet haben, konnte man sich Uberlegen, den Algorittanal dafir zu erweitern.

Der rationale Teil im exponentiellen Fall Iasst sich wiedehr leicht integrieren. Wie
bei den Logarithmen kdénnen wir beweisen, dass eine quasiefraktorisierung flr
ein exponentielle$ auch quadratfrei fur die Integrationsvariabiést. So kann wieder
die Hermite Reduktion und anschliel3end die RothsteinAir&gpsultante angewendet
werden.

Der polynomielle Teil bereitet jedoch mehr Schwierigkejtdenn beim Ableiten bleibt
nach dem Satz Uber die Ableitung exponentieller Polynonapit€l 2, Satz 3, S. 22)
der Grad des Polynoms in jedem Fall erhalten. Wir knnentsaigtit einfach iterativ

vorgehen. Stattdessen fuhrt das Problem auf Differetgiglyjungen einer ganz be-
stimmten Form, die Risch-Differentialgleichungeh+ fy = g. Losungsalgorithmen
hierfir werden unter anderem in [Bro97], Kapitel 6 diskritie

Wie schon beim Beweis des Satzes von Liouville auffalltekmler algebraische Fall
eine Sonderrolle im Integrationsalgorithmus. Die Methmqdiie flr die beiden trans-
zendenten Falle aus der rationalen Integration Ubertragetien konnten, greifen dort
leider nicht mehr.

Weiterhin kann die in der Einleitung angesprochen Form degdabe verandert wer-
den. So kann beispielweise die Funktion

Li(z) ::f@d:c

im Differentialkdrper aufgenommen werden und wir kénnean fiagen, ob es in einer
elementaren Erweiterung dieses Differentialkorpers Staenmfunktion gibt. Um die
Darstellung der trigonometrischen Funktionen im Kompiexe umgehen, kénnen
wir die Eingabe auch auf diese Funktionenklasse erweitern.

Wie bereits erwahnt wurde, ist der Risch-AlgorithmusMaple integriert. Uberra-
schenderweise scheitetéaple aber an Beispiel 12.11 aus [GCL92], obwdhathe-
maticaslntegrationsbefehl und auch der im Rahmen dieser Arbeitesmpntierte Al-
gorithmus ein Ergebnis liefertéhEs lieR sich allerdings nicht feststellen, wieso die
Integration scheiterte. Der in Beispiel 3.6 angesprochielefescheint es jedenfalls
nicht zu sein, denn die dort betrachtete Funktion wurde anohVaple ordnungsge-
man integriert. Aul3erdem waére ein Laufzeitvergleich minda Maple integrierten
Risch-Algorithmus interessant.

“Das Beispiel befindet sich auf der beiliegenden CD.
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