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Kapitel 1

Einfiithrung

Die g-Analysis ist eine spezielle Diskretisierung der Analysis auf einem Gitter, welches eine geome-
trische Folge darstellt. Das Gitter besteht also fiir k € 7 aus Punkten der Form ¢* bzgl. einer Basis
q. Die q-Analysis findet insbesondere in der Quantenphysik eine breite Anwendung, ist aber auch in
der Theorie der g-orthogonalen Polynome und speziellen Funktionen sowie in der Zahlentheorie von
grofSer Bedeutung. Die betrachteten mathematischen Objekte aus der g-Welt wie z.B. g-Funktionen,
g-Ableitungen, g-Integrale, g-Differentialgleichungen, q-Rekursionsgleichungen und g-Potenzreihen
weisen meist eine recht komplizierte Struktur auf und es liegt daher nahe, sie mit Computeralgebra-
systemen zu behandeln. Allerdings sind in aktuellen Computeralgebrasystemen wie beispielsweise
Maple (IGLMOS8]), Mathematica ([Wol99]) oder auch MuPAD ([CO04]) bisher noch wenige bis gar keine
g-Funktionen bzw. q-Funktionalitéiten implementiert. Maple ist das einzige General Purpose Compu-
teralgebrasystem, welches ein Package namens QDifferenceEquations bereitstellt, das einige
wenige q-Funktionen enthdlt und mit dem man beispielsweise gewisse q-Rekursionsgleichungen 16-
sen kann. Da die g-Analysis immer mehr an Bedeutung gewinnt, herrscht also dringender Bedarf
an neuen und effizienten g-Algorithmen und deren Implementierungen. Wéthrend zu einigen wich-
tigen klassischen Algorithmen (Gosper-, Zeilberger- und Petkovsek-Algorithmus) bereits q-Varianten
existieren ((WZ92], [Koo93], [APPIS8], [BK99]), trifft dies auf Algorithmen fiir holonome Funlktionen und
hypergeometrische Reihen nur bedingt zu ([KK09]).

In der vorliegenden Dissertation werden Algorithmen fiir g-holonome Funktionen und q-hypergeo-
metrische Reihen vorgestellt. Alle Algorithmen sind in dem Maple-Package gFP S implementiert. Wir
geben einen kurzen Uberblick iiber den Aufbau der Dissertation.

In diesem Kapitel werden zundichst Grundlagen geschaffen, die zum weiteren Studium der Disser-
tation notwendig sind. Neben einigen Definitionen und Notationen werden die beiden Operatoren
eingefiihrt, mit denen wir uns tiber die gesamte Arbeit beschdiftigen werden, der g-Differential- und
der g-Shiftoperator. Ferner présentieren wir viele g-Funlktionen, wie z.B. elementare q-Funlktionen, g-
Exponentialfunktionen, g-trigonometrische Funktionen, klassische g-orthogonale Polynome und die
verallgemeinerte q-hypergeometrische Funktion.

Das zweite Kapitel beleuchtet, wie sich die eingefiihrten q-Funktionen unter den beiden Operationen,
der g-Ableitung und dem q-Shift verhalten. Wéihrend die g-Ableitungen und die q-Shifts der elemen-
taren g-Funlktionen, der q-Exponentialfunktionen und der g-trigonometrischen Funktionen kanonisch
sind und keine Wahl zulassen, hat man bei den klassischen g-orthogonalen Polynomen mehrere
Moéglichkeiten, die q-Ableitungen und g-Shifts darzustellen. Aus diesem Grund fithren wir neue q-
Ableitungs- und g-Shiftregeln ein, die wir aus den Strukturformeln der g-orthogonalen Polynome
(IKSO01]) ableiten und die fiir uns eine optimale Struktur aufweisen.

Nachdem wir im zweiten Kapitel g-Ableitungen und g-Shifts aller behandelten g-Funktionen bestimmt
haben, kénnen wir nun diese nutzen, um mdéglichst einfache, so genannte g-holonome g-Differential-
und g-Rekursionsgleichungen aufzustellen. Der Algorithmus, den wir dazu im dritten Kapitel for-
mulieren, basiert auf dem Algorithmus aus [KS94] und ist abhdngig von der Darstellung der g-
Ableitungen und der g-Shifts. Diese Darstellungen werden im zweiten Kapitel so gewdhlt, dass der
Algorithmus eine optimale qg-Differential- bzw. g-Rekursionsgleichung zu einer gegebenen q-Funlktion
bestimmen kann. Die q-Funktionen, welche eine g-holonome Differential- bzw. Relkursionsgleichung
erfiillen, nennen wir g-holonom. Es werden alle g-holonomen Rekursionsgleichungen der in Kapitel 1
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vorgestellten g-Funitionen elementar hergeleitet ([KRMO7]). Fiir die verallgemeinerte q-hypergeome-
trische Funltion stellen wir eine neue explizite Formel fiir die q-holonome Rekursionsgleichung auf.
In einem weiteren Abschnitt werden wir sehen, dass die Menge der g-holonomen Funltionen bzgl.
+ und - einen kommutativen Ring bilden. Algorithmen, die zu zwei g-holonomen Funktionen f(x)
und g(x) die g-holonome Differentialgleichung der Summe f(x) + g(x), des Produkts f(x) - g(x) und
unter gewissen Voraussetzungen der Komposition (f o g)(x) bestimmen, wurden bereits in [KRMO7]
vorgestellt. Diese Algorithmen werden vereinfacht und effizienter gestaltet, indem wir g-holonome
Rekursionsgleichungen an Stelle von g-holonomen Differentialgleichungen betrachten.

Im vierten Kapitel geht es um polynomiale, rationale und gq-hypergeometrische Lésungen g-holo-
nomer Rekursionsgleichungen. Um im néichsten Kapitel q-hypergeometrische Potenzreihenlésungen
ermitteln zu kénnen, benétigen wir einen effizienten Algorithmus, der im Stande ist, g-hypergeo-
metrische Losungen von komplizierten Rekursionen hoher Ordnung zu bestimmen. Nachdem zu-
néichst einige niitzliche Hilfsmittel zur Verfiigung gestellt werden, die wir in diesem Kapitel bend-
tigen, zeigen wir, wie man eine obere Gradschranke fiir polynomiale Lésungen einer g-holonomen
Rekursionsgleichung und daraus auch alle polynomialen Lésungen bestimmt ([APP98],[BK99]). Um
rationale Losungen zu finden, muss man zundchst eine Nennerschranke dieser Losungen ermit-
teln und kann dann polynomiale Lésungen einer modifizierten Rekursionsgleichung bestimmen, die
zu rationalen Lésungen korrespondieren ([Abr95]). Zur Theorie q-hypergeometrischer Lésungen wer-
den der g-Petkovselk-Algorithmus ([APP98]), eine g-Variante des Van-Hoeij-Algorithmus ([Hoe98al,
[CHO5]) und eine modifizierte Variante des q-Petkovsel-Algorithmus ([HorO8]) vorgestellt. In einem
Laufzeitvergleich verschiedener Implementationen dieser Algorithmen werden wir sehen, dass die
Prozedur gHypergeomSolveRE aus dem Maple-Package gFP S mit dem modifizierten q-PetkovSel-
Algorithmus die schnellste Prozedur aller Maple-Implementationen ist.

Das fiinfte Kapitel beschdiftigt sich mit g-hypergeometrischen Potenzreithen. Wir verfolgen dazu die
Philosophie von Kac/Cheung ([KC02]) und wéhlen als Basis der g-Potenzreihen nicht etwa die i.Allg.
verwendeten q-Pochhammersymbole, sondern die im ersten Kapitel eingefiihrten g-Potenzen. Diese
Wahl liegt u.a. begriindet in der Tatsache, dass alle klassischen g-orthogonalen Polynome darstell-
bar sind als q-hypergeometrische Potenzreihe bzgl. dieser Basis. Wir legen zundichst die allgemeine
Theorie dar und zeigen, wie man zu einem Rekursionsoperator einer Potenzreihe den so genann-
ten induzierten Rekursionsoperator bestimmt, der die Koeffizienten der Reihe annulliert ([APROO]).
Daraufhin wenden wir die Theorie auf den g-Fall an und kénnen nun einen neuen Algorithmus
JSormulieren, der zu einer g-holonomen Rekursionsgleichung einer q-hypergeometrischen Reihe mit
nichttrivialem Entwicklungspunkt die entsprechende q-holonome Rekursionsgleichung fiir die Koef
Jfizienten ermittelt. Ferner kénnen wir einen neuen Algorithmus angeben, der umgekehrt zu einer g-
holonomen Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten eine g-holonome Rekursionsgleichung der Reihe
bestimmt. Mit diesem Algorithmus ist es uns mdglich, ein weiteres Verfahren zu entwickeln, welches
eine g-holonome Relkursionsgleichung fiir eine verallgemeinerte q-hypergeometrische Funktion auf
stellt, die einer g-hypergeometrischen Potenzreihe entspricht. Mit Formulierung des g-Taylorsatzes
haben wir alle Zutaten zusammen, um schliefSlich das Hauptergebnis dieser Arbeit, das g-Analogon
des FPS-Algorithmus zu erhalten. Der FPS-Algorithmus aus [Koe92] bzw. [KoeO6] bestimmt zu ei-
ner gegebenen holonomen Funktion die entsprechende hypergeometrische Reihe. Wir erweitern den
Algorithmus dahingehend, dass sogar Linearlkcombinationen g-hypergeometrischer Potenzreihen be-
stimmt werden kénnen. Im klassischen Fall stellt das Buch von [Han75] eine fast enzyklopddische
Liste hypergeometrischer Potenzreihenentwicklungen dar. Wéithrend der FPS-Algorithmus in der Lage
ist, [Han75] praktisch vollstdndig zu reproduzieren, indem die darstellenden Funktionen eingegeben
werden, ist der q-FPS-Algorithmus durch Eingabe von g-Funktionen in der Lage, eine analoge En-
zyklopddie fiir g-hypergeometrische Potenzreihen zu erzeugen. Im Abschnitt Anwendungen werden
einige Beispiele zur Herleitung bekannter Identitéiten gezeigt.

Integraler Bestandlteil der Dissertation ist das Maple-Package qFPS, welches im sechsten Kapitel
vorgestellt wird und alle Algorithmen der Dissertation beinhaltet. Es ist das erste Package eines
Computeralgebrasystems, welches die Méglichkeit besitzt, q-Funktionen zu g-differenzieren bzw.
zu g-shiften, zu g-Funktionen g-holonome Differential- bzw. Rekursionsgleichungen aufzustellen, g-
Rekursionsgleichungen gemdf3 Kapitel 5 zu konvertieren und zu q-Funlktionen die zugehérige g-hy-
pergeometrische Potenzreihe zu ermitteln. Die wichtigsten Prozeduren von gFP S werden beschrieben
und es werden zahlreiche Beispiele zur Verwendung der Prozeduren prdsentiert.



1.1. Grundlagen und Notationen 3

Herzlich danken méchte ich Wolfram Koepf fiir die Betreuung der Dissertation und Peter Horn fiir die
Hilfe bei X TX-Problemen.

1.1 Grundlagen und Notationen

In diesem Abschnitt werden wir Voraussetzungen, die im Folgenden gelten sollen und die tberall
in der Dissertation verwendet werden, festlegen.

1.1.1 Generalvoraussetzungen

Im Folgenden sei g eine Unbestimmte. Man kann sich unter q eine reelle Zahl mit 0 < g < 1
vorstellen, aber in dieser Arbeit werden wir fiir g keine Zahlen einsetzen, sondern alle auftretenden
Ausdruicke formal aus der algebraischen Sichtweise betrachten. Auch alle vorkommenden Funk-
tionen werden wir lediglich als Funktionsterme behandeln. Potenzreihen sehen wir als formale
Potenzreihen an und vernachlassigen dementsprechend das Konvergenzverhalten. Sei K ein belie-
biger Kérper der Charakteristik 0. Fiir alle K soll K* = K\ {0} sein. Mit F bezeichnen wir den
Korper der rationalen Funktionen in g tiber K, also F = K(q). Dieser Kérper ist unser Grund-
korper, uber dem wir die meisten Terme betrachten werden. Den algebraischen Abschluss von F
bezeichnen wir mit F.

1.1.2 Zahlenbereiche

Wir verwenden folgende tibliche Bezeichnungen fiir Mengen.

die Menge der natiirlichen Zahlen N={1,2,3,...}

die Menge der negativen ganzen Zahlen —-N={-1,-2,-3,...}

die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen Ny =NU {0}

die Menge der nichtpositiven ganzen Zahlen —Ny = —-NU {0}

die Menge der ganzen Zahlen z={...,-2,-1,0,1,2,...}
die Menge der rationalen Zahlen Q

die Menge der reellen Zahlen

R
die Menge der komplexen Zahlen C

1.2 g-Operatoren

In der Dissertation werden wir im Wesentlichen zwei Operatoren betrachten, die wir an dieser Stelle
vorstellen.

1.2.1 Der g-Differentialoperator D,

Definition 1.1 Sei f eine Funktion in x. Den Operator D, mit

M@)o 2

’

B B r:
Daf () = {hmeqf(t), x=0

t—0

nennt man den g-Differential- oder auch Hahnoperator. Dyf(x) ist die g-Ableitung von f(x). Héhere
g-Ableitungen sind rekursiv definiert

qu:: {DqDlrln_lf me N
£ m = 0.
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Der Hahnoperator besitzt die folgenden Eigenschaften

Satz 1.2 Seien f und g Funktionen in x. Fiir den g-Differentialoperator D, und beliebige Konstan-
ten a, b € C gelten die Regeln

Dy (af (x) + bg(x))
Dy (f(x) - g(x))

aDgf (x) + bDyg(x) (Linearitét) (1.1)
J(@x)Dag(x) + g(x)Dgf (x) (1.2)
f(x)Dgg(x) + g(gx)Dgf (x) (Produktregeln) (1.3)

S(x)\ _ g(x)Dqef (x) — f(x)Dgg(x)
D <g<x>> T gWgla) 4
_9 (qx)qu(x) —fla) Dqg(x) (Quotientenregeln) (1.5)
g(x)g(ax) ' '

Beweis Der g-Differentialoperator ist ein linearer Operator, denn es gilt

Dy (af ) 4 b)) — YLD — (@(@9) + bg(a) _ al() ~f(@¥)) + blalx) ~ g(ax)

(1—qg)x (1-aq)x
_JW = S(x) | a(x) —glax) _ y X
T ge T g D)

Wir beweisen nun exemplarisch die erste Produktregel (1.2). Der Beweis der zweiten Regel verlauft
analog.

Dy (f(x) - g(x)) =L (X)g()z)1 :f ;;z;c)g(qX) _ f(¥)glx) —f (qX)g(JE)ltJ;()CzC)g(X) —f(ax)g(ax)
_ 90U (x) — f(gx)) +f(a)(9(x) — g(ax))

(1-qg)x

B2 fiam

9(x) — glax)
(1—q)x
e

Die erste Quotientenregel (1.4) erhalten wir durch g-Differentiation von g(x)m = f(x) unter
Verwendung der ersten Produktregel (1.2). Es ergibt sich

SO 10
ata; (1) + L0903 = Dys o)
o0, (19) = 0,160 L b1
<f (x) > _ 9(x)Daf (x) — S (x)Deg(x)
g(x) g(ax)g(x) '
Anwendung der zweiten Produktregel (1.3) liefert die zweite Quotientenregel (1.5). O

= g(x) = f(ax)Dyg(x) + g(x)Dqf (x)

N2

Dq

Satz 1.3 Seien f und g Funktionen in x, wobei g(gx) = qbg(x) mit b € C gelten soll. Fur den g-
Differentialoperator gilt dann die folgende Kettenregel

Dq (f © g) (X) = [quf(x)}x:g(x) : Dqg(x)' (1.6)

Beweis Es gilt mit g(gx) = ¢°g(x)
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Bemerkung 1.4 Wir betrachten Funktionen g(x), die der Eigenschaft g(gx) = q°g(x) mit b € C
gentigen, genauer und erhalten mit den Substitutionen x — ¢ und g(¢/) — ¢; fiir j € Z (siehe auch
Korollar 4.36)

9(ax) — Gt ¢ = glx)=¢= a(qb)j: a(qj)b:axb mit a € C.
gx) g

b

Im Folgenden kénnen wir uns unter g(x) also alle Potenzfunktionen der Form ax® vorstellen.

Betrachten wir nun das Vertauschungsverhalten des g-Differentialoperators bei der Multiplikation
mit dem Operator, der einen Funktionsausdruck f(x) mit x multipliziert.

Lemma 1.5 Fur den g-Differentialoperator gilt die Kommutatorregel

1+ gxDy = Dyx.

Beweis Sei f eine Funktion in x. Wenden wir Dyx auf die Funktion f(x) an, so erhalten wir mit
der ersten Produktregel (Dgx)f(x) = Dq (xf(x)) = gxDqof (x) + f(x) = (1 + gxDq)f(x). O

1.2.2 Der g-Shiftoperator ¢,
Definition 1.6 Sei f eine Funktion in x. Den Operator &; mit

eqf (%) = f(ax)
nennt man g-Shiftoperator. g4f (x) ist der g-Shift von f(x). Hohere g-Shifts sind rekursiv definiert
. geg'f meN
1 S m = 0.
Der g-Shiftoperator besitzt die folgenden Eigenschaften

Satz 1.7 Seien f und g Funktionen in x. Fur den g-Shiftoperator g; und beliebige Konstanten
a, b € C gelten die Regeln

g (af (x) + bg(x)) = asqf (x) + begg(x)  (Linearitat) (1.7)
gq (f(x) - g(x)) = gof (x) - gq9(x) (Produktregel) (1.8)
&g <f(x)) = sqf(x) (Quotientenregel) (1.9)

9x)/)  &g(x)

Beweis Der g-Shiftoperator ist ein linearer Operator, denn offenbar gilt

&g (af (x) + bg(x)) = af (qx) + bg(ax) = agef(x) + begg(x).

Die anderen beiden Formeln ergeben sich durch
&g (f(x) - g(x)) = f(ax) - g(qx) = £qf (x) - £49(x)

und

O

Satz 1.8 Seien f und g Funktionen in x, wobei g(gx) = g°g(x) mit b € C gelten soll. Fiir den g-
Shiftoperator gilt dann folgende Regel fur die verkettete Funktion f o g

g (fog) (x)= I:quf(x)]ng(x) . (1.10)
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Beweis Es gilt mit g(gx) = ¢°g(x)

gq(f09) (x) = (f 0 9) (ax) = f(g(ax)) =f(q"9(x)) = [eqf (x)],_y( -

Lemma 1.9 Fur den g-Shiftoperator gilt die Kommutatorregel

qxeq = ggX.

Beweis Sei f eine Funktion in x. Wenden wir gzx auf die Funktion f(x) an, so erhalten wir

(8qx)f (%) = &4 (X (x)) = @df (gx) = qxeqf (x) = (gxeq)f (x). 0
Satz 1.10 Fur den g-Shiftoperator und den g-Differentialoperator gilt die Kommutatorregel

qegDy = Dyzy.
Bewseis Sei f eine Funktion in x. Dann gilt

_ e ) = Sflax) flax) = f(q*x)  flax) = f(g°x) ) = (Doe)f(x
(qeqDq)f (x) = qeq (1—q)x =dq (1— q)qx = (1—q)x = Dyf (gx) = (Dgeq)f (x).

O

Den nachstehenden Satz ([Ryd21], [Koo99]) kénnen wir dazu verwenden, um héhere g-Ableitungen
auf g-Shifts zurtickzufiihren und umgekehrt. Somit kénnen wir jede Problemstellung, in der g-
Ableitungen auftreten, auf g-Shifts tibertragen. Aus der Sicht der Computeralgebra sind g-Shifts
wesentlich einfacher und effizienter zu bestimmen und besitzen gegentiber dem g-Differentialope-
rator den Vorteil, dass sie die Eigenschaften (1.8) und (1.9) erfallen. Alle in dieser Dissertation
behandelten Algorithmen verwenden daher den g-Shiftoperator.

Satz 1.11 Sei n € Ny. Es existieren folgende Zusammenhénge zwischen héheren g-Ableitungen
und héheren g-Shifts!

ehs0) =S~ - 0| ] d)xniro) (L1

Dif(x) = ﬁ Z(—l)“{k} qle) =Dk f (), (1.12)

l1—q k=0

Beweis Zum Beweis wenden wir bei beiden Gleichungen vollstdndige Induktion an. Betrachten
wir zunéchst die Gleichung (1.11). Wir erhalten jeweils f(x) fiir n = 0 und die Gleichung &,f(x) =
J(x)— (1 —q)xDyf (x) fur n = 1, welche nach Definition 1.1 richtig ist. Nehmen wir an Formel (1.11)
gilt fur ein n € Ny, dann gilt sie auch fur n + 1, denn

sq”+1f(x) = gqepf(x) = g Z(—l)k(l —q)° [H q(g)kagf(x)

=S¥ - 0] daenro

k=0 q

!siehe Definition 1.19 fir die auftretenden g-Binomialkoeffizienten [} ] q
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Wegen g,9(x) = g(x) — (1 — q)xDyg(x) folgt mit g(x) = Dif(x)

=Y (01— | 7| gt (D) — (1 - gDl (x)
=051 - 0| 7| d@aseptry Z F - st 1] oD

n+1

(—l)k(l—q)kz q() g*x*DEf (x) Z “(1-q) [knl] a8 XDk (x)

q

3l
|
)

=y

o
T
L

Da sowohl [,},], = 0, als auch [ ], = 0 fur n € No gilt, kénnen wir bei beiden Summen den
Summationsbereich erweitern und erhalten

ntl n+1
= Z “(1-q) {k} qq@)qukDEf(X) +> (1)1 -g)* [kf l]qq(g)kaf;f(X)

k=0

z R CHRIRANEEE

Durch Anwenden der ersten g-Pascalgleichung (1.14) bekommt man schliefllich

n+1
=S va-ar| "1 | a@xnro.
k=0 q
Wenden wir uns nun der zweiten Gleichung zu. Auch hier erhilt man wieder jeweils f(x) fir n = 0
und die Gleichung Dyf(x) = % fir n = 1. Gilt die Gleichung (1.12) fiir ein n € Ny, so folgt
firn+1

n

D) = DD (3) = (e S (0| | ) ket

(1—q)xm & I
_ 1 - k| T ’Z‘—n—lkkf(x)_gqf(x)
= =g [l A

n

- W Z(—l)"m 8- VRGHE (£(3) — ey (2)

ﬁz o= o[ e

(1 _ n+1Xn+1

n

(1 _ n+1xn+1 ( i _qq 5)_nk€§f(x) k_l(_l)k :k— 1]qq(k ')t US’J(X))
2')-

M=
T
(]

n+1 - -
n K _p n =1\ _p(je—
- (1 — n+lxn+1 Z k q(z) ks;f(x) +Z<_1)k k — 1:| q( : ) * l)sgf(x)
- g k=0 L q
Wegen q(g) gyt = q (") =n( folgt
; f( 1k (H n +[ n } ) (5) =gk
= T N iont T - q q\2 e f(x
(1 —g)ntlxntt e k], k—1],
Anwendung der zweiten g-Pascalgleichung (1.14) liefert
1 — |+l ) —nic _k
-~ g ]
k=0 q

und damit die Behauptung. |



8 Einfiihrung

1.3 g-Funktionen

In der klassischen Analysis betrachtet man Gitter, bei denen die Differenz zweier benachbarter
Punkte konstant ist. Bezeichne h den Abstand dieser Punkte. Man definiert auf diesem Gitter

Abbildung 1.1 Aquidistantes Gitter mit h > 0
einen Differenzenquotienten LN =/() — f(x'%hr)l_f ) ynd erhalt beim Grenziibergang h — 0 die
Ableitung der Funktion f(x), sofern f(x) differenzierbar ist. Wir betrachten nun Funktionen auf
einem g-Gitter, bei dem der Quotient zweier benachbarter Punkte konstant ist und mit g bezeichnet
wird.

- e o @ @
q°x q*x gx

X

Abbildung 1.2 g-Gitter fiir g < 1

Der g-Differenzenquotient ist nun die g-Ableitung D,f(x) = L (x))(:{l )((qx) =1 ()8:{1 gzx). Funktionen,

die auf einem g-Gitter ,leben“, bezeichnen wir als g-Funktionen. In diesem Abschnitt werden wir
nun einige g-Funktionen kennen lernen. Zu Funktionen, die man aus der Analysis kennt, werden
entsprechende g-Verallgemeinerungen prasentiert. Bei zahlreichen g-Funktionen, wie z.B. bei den
g-Exponentialfunktionen, gibt es nicht nur ein g-Analogon, sondern mehrere entsprechende g-Va-
rianten, denen gemein ist, dass sich beim Grenziibergang lim,;; die bekannte klassische Funktion
ergibt.

1.3.1 Elementare g-Funktionen

Wir fihren zunéchst einige elementare g-Funktionen ein.

Definition 1.12 Sei a € C. Die g-basische Zahl [a] o ist definiert als

@)y =
al, = :
q 1-gq

Fur n € Z ist die g-basische Zahl [n], das g-Analogon der Zahl n.
Definition 1.13 Sei n € No. Die g-Fakultdt [n] ! ist definiert als

g e
- 1, n=0.

Definition 1.14 Die g-Potenz (b © a);c ist fiir a, b € C und k € Ny definiert als
<bo@g:{fa%wamun«bmkw,ii§
und lasst sich erweitern zu (b © a)° := [[Z,(b — aq').
Definition 1.15 Das g-Pochhammersymbol (a; q),. ist fur a € C und k € Z definiert als
(1-a)-(1—aq)-...-(1—ag"!), keN

(a;q), =14 1. k=0
ke —-N,

1
(1—ag=!)-(1—ag=2)-....(1—aq*)’
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wobei im letzten Fall die Einschriankung a ¢ {q, G.....q " gilt. Das g-Pochhammersymbol (a; q)OO
ist gegeben durch (a;q) = [[~,(1 — ag'). Mit Hilfe dieser Definition lasst sich das g-Pochham-
mersymbol fortsetzen zu

(a5 9)o
a;q), =
(D= Cagriq),,
mit b € C.
Es gilt offenbar
. - k k_ k(4.
(;q),=(1©a), und (bOa),=hb (g,q)k, (1.13)

d.h. die g-Potenz kann man als Verallgemeinerung des g-Pochhammersymbols ansehen.

Definition 1.16 Die g-Gammafuniction I';(a) ist definiert als

_ @ds . i-a
Fq(a) T (qa;q)oo(l q)
furallea € C\ {0,—1,-2,...}.

Satz 1.17 Fur die g-Gammafunktion gilt die g-Fundamentalgleichung

Py(a+1) = [al,Ty(a).

q
Beweis Nach Definition gilt

(qvq)oo (l_q)—a_ (l_qa) (qvq)oo(l

Py(at1) = rarm o= T 0-9(g%a).

—aq) """ = la], Tg(a).

Aus der g-Fundamentalgleichung folgt mit I';(1) = 1 = [0] q! und vollstédndiger Induktion

Korollar 1.18 Die g-Gammafunktion interpoliert die g-Fakultit in den natiirlichen Zahlen, d.h.
es gilt

fur n € Np.

Definition 1.19 Seien a, b € C. Der g-Binomialkoeffizient ist definiert als

{a] o Fyla+1)
b, Tgb+1)lyla—b+1)

unter der Voraussetzung, dass a ¢ —N ist. Fiir a,b € Ng und a > b ist

[a} dt (g9,
g bltlla=b! (¢a),( @), .,

Die soeben definierten g-Fakultaten, g-Potenzen, g-Pochhammersymbole, g-Gammafunktionen
und g-Binomialkoeffizienten kénnen als Verallgemeinerung der gewohnlichen Fakultaten, Poten-
zen, Pochhammersymbole, Gammafunktionen und Binomialkoeflizienten aufgefasst werden. Durch
den Grenziibergang limg;; bekommt man die bekannten Ausdrticke. Wir betrachten die Grenziiber-
gange fir k,n € No und a, b € C im Einzelnen.
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imlale =l =g ~liped™ =a
lqlgl[n'—lqigl[n] n—1], i, =n-(n-1)-...-1=n!
lim (b© a)g =lim(b—a) - (b—aq)-...- (b—ag"") = (b— )"
- (qa;q)k . (17qa),(lianrl),.“.(lianrkfl)
al (1—q)k 1-q@-(1-q-...-(1-q
zlqigl[a]q~[a+l]q-...-[a+k—1]q:a-(a+1)-...~(a+k—l)z(a)k
. fa] Iy(a+1) B Pla+1) _(a
lqlgl{b]q hn Iyb+1)lya—b+1) TI'(b+1I(a—b+1) (b)

Bei dem g-Pochhammersymbol betrachtet man nicht den Ausdruck (a; q),., sondern den Ausdruck

(liq) %, um den Zusammenhang zum Pochhammersymbol herzustellen. Der Beweis der Gleichung
limT';(a) = I'(a) ist nicht trivial. Man findet den Beweis und weitere Informationen zur Funktion

I'y(a) in [AARO1].

Satz 1.20 Die g-Binomialkoeflizienten erfillen die g-Pascalgleichungen

1 1
R T R P e I R R R S R
b |, b, b—1], b |, b, b—1],
Beweis Unter mehrmaliger Verwendung der g-Fundamentalgleichung erhalten wir
Fy(a+ Fgla+1
qb[a:| + [ a } — qla+1) + qla+1)
b|, |b—-1], Lyb+1)ly(a—b+1) Tyb)ly(a—b+2)
_@la=b+ 1], Tyla+ 1)+ [b],Ty(a+ 1)
Iyb+1)Ty(a—b+2)

(¢ fa— b+ 1]+ [b],) Ty(a+ 1)
Ty(b+ 1) (a—b+2)
(@ (1-g" ") +1-9")(1—q) 'Te(a+1)
Ty(b+ 1)y(a—b+2)
B (qb _ qa+1 +1-— qb) (1 _ q)fqu(a_’_ 1)
B Ly(b+ 1)Ty(a—b+2)
_ (=g (1—g) 'Ty(a+1)
 Tyb+1)Iy(a—b+2)
~ la+1]Tela+1)
- Ty(b+1)y(a—b+2)
B Iy(a+2)
- Ty(b+1)y(a—b+2)

-3,

und analog dazu die zweite Gleichung. (]

Im g-Fall ist es also méglich, den g-Binomialkoeffizienten wiederum durch einen g-Binomialkoef-
fizienten darzustellen, indem man z.B. obige g-Pascalgleichungen gleichsetzt und nach einem g-
Binomialkoeffizienten auflost.
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1.3.2 Die verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion

Definition 1.21 Die verallgemeinerte q-hypergeometrische Funktion ist nach [GR90] definiert als

ay,...,qr
rPs
by,..., b

Ic

. - - (a1§Q)k'...-(ar;q)k x e lis—r
q7x) ._kz:;) (bl;Q)k-... - (bs; q)k (q;q)k ((_1) q< )) .

Wir schreiben auch kurz
I

a i (a;q9), x (—1)* ®) I4s—r
¢( ’q;X):z (—1 q2)
\b £~ (b;q), (4 )y
mita = a;,....a bzw. b = by,...,bs und (a;q), = (a1;q), - ... (ar; q), bzw. (b; q),. = (b1;q), -
- (bs; q), oder auch ¢ bzw. ¢(x), wenn die Parameter keine Rolle spielen.

=

Die verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion , ¢ ist das g-Analogon der hypergeometrischen
Funktion ,F,. Die beiden Funktionen hangen wie folgt zusammen
).

. q*® ...q* lis_ a,...,a,
1 ; —1 s=r = ,F.
lgrllr(ps(qbl..,qbs a(q ) x s by,...,bs

Die g-analoge Definition eines hypergeometrischen Terms folgt mit

Definition 1.22 Einen Term f(x) nennt man g-hypergeometrisch, wenn

W) _fl@)
0 W EFX

gilt, wobei F = K(q) ist. Die rationale Funktion r(x) nennt man g-Zertifikat von f(x).

Alle elementaren g-Funktionen sind, wie wir spater sehen werden, g-hypergeometrische Terme.
Fir Reihen definieren wir

Definition 1.23 Eine Potenzreihe Z}io cjxj nennt man g-hypergeometrisch, wenn der Koeffizient

¢ g-hypergeometrisch ist, d.h. wenn
Cj+1 :
—— €F(d)
G
gilt.

1.3.3 g-Exponentialfunktionen

Wir fihren nun einige g-Varianten der Exponentialfunktion ein.

Definition 1.24 Die kleine q-Exponentialfunktion nach Gasper/Rahman ([IGR90)) ist gegeben durch

oo

0 1
exp, (x) := 1<Po< _ ’q;x) = Zixk,

£~ (q; q)y,

wéihrend die kleine q-Exponentialfunktion nach Kac/Cheung ([KC02]) durch

oo

o) i=son( 1= @x) =3 ot

|
k=0 q’

definiert ist.

Definition 1.25 Die grofie g-Exponentialfunktion nach Gasper/Rahman ([GR90]) ist gegeben durch
i - i =
Exp, (x) := 0¢70< q; —x> =) ——x
1 - — (q:9);
wéahrend die grofie q-Exponentialfunktion nach Kac/Cheung ([KC02]) durch
o)

Eq (x) = 0<Po<_ ‘q;—(l —q)x) -y

definiert ist.
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1.3.4 ¢-Trigononometrische Funktionen

Die Definitionen der tiblichen trigonometrischen Funktionen lassen sich auf die g-Analysis erwei-
tern. Die folgenden Definitionen sind in [GR90] und [KC02] zu finden.

Definition 1.26 Die kleine g-Sinusfunlition nach Gasper/Rahman ist gegeben durch

equ(‘ ) — equ i K2kt

sing (x) := 5

k:(, 2k+1

wéhrend die kleine g-Sinusfunktion nach Kac/Cheung durch

Sq(x) 1= eq (ix) — eq (—ix) _ o (=D)F 21
e 2i £ [2k + 1] !

definiert ist.
Definition 1.27 Die grofle g-Sinusfunition nach Gasper/Rahman ist gegeben durch
Equ ( ) Equ k k(2k+1)

Sing (x) == o = Z Pk

2k+1

wihrend die grof3e g-Sinusfunktion nach Kac/Cheung durch

_Eq (ix) — Eq (—ix) = (_1)qu(2k+l)x2k+1

2i L 2k + 1],

definiert ist.

Definition 1.28 Die kleine g-Cosinusfunition nach Gasper/Rahman ist gegeben durch

cos (x) _: €XPq (ix)—i—equ (_’X) _ > (*l)k 22k
A 2 (4 q)g,

wihrend die kleine g-Cosinusfunktion nach Kac/Cheung durch

eq (ix) +eq(—ix) = (=D* o
2 21 !

cq (x) :==

definiert ist.

Definition 1.29 Die grofie gq-Cosinusfunktion nach Gasper/Rahman ist gegeben durch

Cosq (x) == Exp, (ix) + Exp, (—ix) _ o (—1)kgk—D)
R 2 = (@)

wihrend die groBe g-Cosinusfunktion nach Kac/Cheung durch

Eq ix +Eq —ix O (—1)kgk2k—1) ok
e

definiert ist.

Wir betrachten auch hier den Grenziibergang limg;,. Es ergibt sich, wie man leicht tiberpriifen
kann, fiir die kleinen und grofien Gasper/Rahman-Funktionen f;(x)

fim (1~ @) = 7 (x)
und fiir die kleinen und grofen Kac/Cheung-Funktionen f;(x)
lim f, (x) = f ().

qTl

wobei f(x) jeweils die klassische Exponential-, Sinus- oder Cosinusfunktion bezeichnet.
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1.3.5 Klassische g-orthogonale Polynome
Die klassischen g-orthogonalen Polynome der Hahnklasse sind definiert als polynomiale Losungen
Pu(x) = kX" + KX+ KX 4 ... mit deg (Pa(x)) =n

der Gleichung
0(x)DgDg-1Pr(x) + 1(x)DgPp(x) 4+ ApnPr(x) = O (1.15)

mit
o(x) = ax®+bx+c und 1(x)=dx+e mit ab,cdecF, A, €F(q"), abc#0 und d #O0.

Die folgenden Definitionen der klassischen g-orthogonalen Polynome tiber die Darstellung als g-
hypergeometrische Funktion sind in [KS98] zu finden.

Definition 1.30 Die klassischen g-orthogonalen Polynome der Hahnklasse sind

CIQQ)-

Der Spezialfall a = b = 1 fiihrt auf die grofien g-Legendrepolynome
q; Q> .

X

(a) die grofSen g-Jacobipolynome mit
—n

,abq" ™!, x
aq, cq

P, (x;a,b,c;q) := 3472(

n+l,x

qa".q
P, (x;¢;q) := 3¢2<
aq.cq

(b) die g-Hahnpolynome mit
—n

,abq" !, x
aq, q N

— q L= -
Qn (X;a, b; N|q) := 3¢2< q; q) mit X =q
(c) die grofien g-Laguerrepolynome mit

q "0,x
P, (x;a,b;q) := 3¢72< ‘ q; q) .
aq, bq

q; qx) .

Der Spezialfall a = b = 1 fiihrt auf die kleinen gq-Legendrepolynome

q; qx) .

(d) die kleinen g-Jacobipolynome mit

—n’ abqn+1

Pn (x5 a, blq) := 21 ( 4

—-n n+l

g

Pn (x]q) := z¢1(

(e) die g-Meixnerpolynome mit
—n %
bq

Q
|
Q
=1
+
~
g
=
x|
I
’Ql
%

_ q
M, (X;b,c;q) := 2¢>1<

() die Quantum-q-Krawtchoukpolynome mit

-n —

, X
Ki™ (%;p,N; q) := 291 ( qqu ‘ q;pq”"“) mit Xx=qg ¥ und n=0,...,N.
(g) die g-Krawtchoulkpolynome mit

—ny}, _pqn
a ™0

X

- q Lo
K, (X;p.N;q) :=s¢>z< q;q> mit X=gq
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(h) die affinen q-Krawtchoukpolynome mit
—,x,0

ra.q N

K (%; p, N; q) ::3(p2( q;q> mit Xx=q ¥ und n=0,..., N.

(i) die kleinen g-Laguerrepolynome mit

q "0
Pn (x;alq) == chl( a: qX) .
aq

(j) die g-Laguerrepolynome mit

“lq q"
glq’l q; _qn+0(+lx .

@ (. ) o
L (i a) := (@) gt
) n

(k) die alternativen g-Charlierpolynome mit

(J—T'Ly —a n
K, (x;a;q) = 2¢1< o q; qX> -
() die g-Charlierpolynome mit
- qfn, x qn+1 ) _ _
Cn<x§a;Q)32¢1( 0 q;— a mit Xx=q *

(m) die Al-Salam-Carlitz I-Polynome mit

n

U (x; q) = (—a)"q@apy ( q "X

(n) die Al-Salam-Carlitz II-Polynome mit

Vi (x; q) = (—a)”q(g)cho( q_i’x a; f) :
(o) die Stieltjes-Wigert-Polynome mit
Sn (x;q) = @1% < q;” q; anX) .
(p) die diskreten q-Hermite I-Polynome mit
ha (x:) = q&) 2 ( q_né)x_l a —qX> :
Die diskreten g-Hermite I-Polynome sind Al-Salam-Carlitz I-Polynome mit a = —1. Es gilt

also h,, (x;q) = U;(fl)(X% q)-

(q) die diskreten q-Hermite II-Polynome mit
- n _(n) q " ix n
h, (x;q) :=1"qg \Pago| = T |a—q" ).

Die diskreten g-Hermite II-Polynome sind Al-Salam-Carlitz II-Polynome mit a = —1. Es gilt

B, (x;q) = i "V (ix; ).

Es ist wohlbekannt ([KS98],[KS01]), dass alle klassischen g-orthogonalen Polynome Pn(x) eine
Drei-Term-Rekursion der Form

Pri1(x) = (Anx + By) Pa(x) — ChPnp_1(x) mit An, Bn, Cn € F(q") (1.16)

erfullen.
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Wir geben nun die g-Differentialgleichungen und den héchsten Koeffizienten der klassischen g-
orthogonalen Polynome tabellarisch an. Die Tabelle 1.1 wurde wie folgt aus den ausmultiplizier-
ten Darstellungen der jeweiligen g-Differentialgleichung in [KS98] extrahiert. Die g-Differentialglei-
chung (1.15) ist darstellbar als

B(x)eqPn(x) — (B(x) + D(x)) Po(x) + D(x)e4-1Pn(x) = —(q — 1)*xX* A Pr(x) (1.17)

mit B(x) = o(x) + (¢ — 1)x1(x) und D(x) = go(x). Umgekehrt erhélt man aus Gleichung (1.17)
die g-Differentialgleichung (1.15) mit o(x) = @ und t(x) = %ﬁs{). Folglich kann man jeweils
o(x), 1(x) und j, aus den Darstellungen (1.17) in [KS98] gewinnen. Den hichsten Koeffizienten Ik,
erhalt man aus der g-hypergeometrischen Darstellung des g-orthogonalen Polynoms. Die Parame-

ter aus Tabelle 1.1 bendétigen wir im nachsten Kapitel.
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g-orthogonales Polynom a b c d e An kn
hy, (x; q) | diskrete g-Hermite II 0 0 qg—1 1 0 - q,;: T 1
{9 (x; q) | Al-Salam-Carlitz II 0 0 (g— 1a 1 —a—1 - q;__ll 1
Cn (x; a; q) | g-Charlier 0 (g—1)a 0 q —a—gq _% (—1)" 1”:
Lﬁla)(xé q) | g-Laguerre 0 q—1 0 qq” qq” — 1 - qq“t(zq—nl_l) (= )nq(";:‘l;:)
Sn (x; q) | Stieltjes-Wigert 0 q—1 0 q -1 - % (—=1)" (;r:;n
M., (x; b. ¢; q) | q-Meixner 0 (@-De | a(1-qhe q beg—q—c — s N
K9™ (x; p,N; ) | Quantum-g-Krawtchouk | O (q—1)dq" (1-aq) —paq" 1-(1-pg)q" Pl (qug?:)n
K ( p.V; @) | q-Krawtchouk 1-ad|  (@-1 0 | (+pad’ | —(4pe) | -lROEED | ona
pn (x; alq) | Kleine g-Laguerre 1—gq qg—1 0 1 ag— 1 —% (=" (qa;(f))n
Kn (x; a; q) | alternative g-Charlier 1—q q—1 0 1+ aq -1 —% (- 1)"%
pn (x; a, b|q) | kleine g-Jacobi 1-q qg—1 0 1 — abq® ag—1 7% (71)”%3?%
h, (x; q) | diskrete g-Hermite I 1—gq 0 g—1 1 0 —% 1
ul® (x; q) | Al-Salam-Carlitz I 1—gq (g—1D(1+a) (1—q)a 1 —a-1 —% 1
P, (x; a, b; q) | grofe g-Laguerre 1—gq qlg—1)(a+b) | ¢*(1 —q)ab 1 q(abq — a — b) _% Wl(bq;q)“
K" (x; p, N; q) | affine g-Krawtchouk (1-a)q" | (q—1)(1+paq") | (1—aq)pq q" —(1+pa(q" — 1)) el b m
On (x;@ b; N|q) | ¢-Hahn (1= q)d" | (4= 1)1 +agq") | a(1 ~a)a | (1-abg’)q" | ag(1 +q"(bg— 1)) — 1 | ~CCEEAE= | el
P. (x; . b.c;q) | grofe g-Jacobi (1-a) | ala-a+c) | —aqac| 1-abg | qlagb+c)—a—c) | —l-wafld=) ey

91

Sunaynyuryg
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Kapitel 2

g-Ableitungen und g-Shifts von g-
Funktionen

Die im vorigen Kapitel vorgestellten g-Funktionen kann man, wie klassische Funktionen auch, auf g-
Differenzierbarkeit untersuchen. Da die q-Ableitung nichts anderes als der g-Differenzenquotient ist
und kein Grenzwert betrachtet wird, ist jede g-Funiktion g-differenzierbar, d.h. wir kénnen fiir jede
g-Funktion den entsprechenden q-Differenzenquotienten bestimmen. Unser Ziel in diesem Kapitel
wird es sein, g-Ableitungen und qg-Shifts fiir alle vorgestellten q-Funktionen herzuleiten, die eine fiir
uns einfache Darstellung haben. Das soll bedeuten, die g-Ableitungen einer g-Funiction f(x) sollen
dargestellt werden als Linearkombination von bekannten linear unabhdngigen q-Funktionen tiber
F(x), vorrangig von der Ausgangsfunktion selbst. Dann kénnen wir diese Darstellungen verwenden,
um entsprechende einfache g-Differential- bzw. g-Rekursionsgleichungen fiir f(x) aufzustellen.

2.1 g-Ableitungen und g-Shifts elementarer g-Funktionen

2.1.1 g-Ableitungen und g-Shifts bzgl. g

Die Tabelle 2.1 listet die g-Ableitungen und g-Shifts der elementaren g-Funktionen, der g-Exponen-
tialfunktionen und g-trigonometrischen Funktionen auf. Fur die Eintrage der Tabelle gelte k € N
und a € C. Bei den ersten zehn Eintragen von Tabelle 2.1 handelt es sich um g-hypergeometrische
Terme, bei denen die g-Ableitung bzw. der g-Shift gegeben ist durch

S -fl@) ) @) 1-rl)
A e o (e DY e R e

eqf (x) = f(ax) = r(x)f (x).
Slax)

mit r(x) = 70 € F(x). Die restlichen Eintrige beweist man durch Anwendung des jeweiligen g-
Operators auf die entsprechende Potenzreihe. Wir beweisen exemplarisch den neunten und zwolf-
ten Eintrag. Aus

< 4(s) x4z 43
_ q k= q o= q k1
Do, () = Dq,;o (a4 a) kzzo @Dy ; (@), U

< qs) 1 g Y| 1 & )
_ q 4 k=1 _ q B S R q Xk
_,g;(q;q)kl*q k;(q;q)k_llfq lquZ::O(q;q);c
L &g &g

1—gq Z (q; q>kx 1-gq ; (q7 q)k(qX) = fququ (x)
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g-Ableitungen und g-Shifts von g-Funktionen

g-Funktion f(x) g-Ableitung Dqf (x) g-Shift g4f (x)
x" [k]qu_1 bzw. %xk gx"*
(xo a)s [Kk], (x© a)f;f1 bzw. X_[:ig_l (xo a)'; (f)ff;i;f’:ll) (xo a)Z
(a©x), M (a0 x)k et (g 0 x)¥
(a0 x).” % (a©x).° ax (@0 x)”
(x:a), 2 (i), L (xia),
(X @) o Tnay XD = (6 a),
exp, (%) To4xP, (x) (1 — x)exp, (x)
€q (%) eq (%) ((g=1)x+ eq (x)
Exp, (x) o Exp, (%) T ExXp, (%)
Eq (x) mEq (x) UTI)XHEq (x)
sing (x) ﬁcosq (x) —x cosq (x) + sing (x)
Sq (x) cq (X) (g — 1)xcq (x) +54(x)
Sing (x) WIHXZ)COS(] (x) + oy Sing (x) — 12 Cosq (x) + TIXZSinq x)
Sq (x) a7@1Ca (X) + gy Sa (%) %Cq (%) + gz S (%)
cosq (X) ﬁsinq (x) €osq (x) + xsing (x)
Cq (%) —8q (%) Cq (%) + (1 — g)xsq(x)
Cosq (x) eI (x) + msmq (x) H_%Cosq (x) + 1552 Sing (x)
Cq (x) %Cq (x) — (l_q)+xz+15q (x) (1_q)+x2+104 (x) + (19(572(22:_15(1 (x)

Tabelle 2.1 g-Ableitungen und g-Shifts von g-Funktionen bzgl. g

und

< (3 < ("3 < ("3 < 4)
:Zq xk+zq xk+1:1+zq X+ q x
£~ (q; q); £~ (q; Q) £~ (q; q); = (¢ q),_,
< () £ qB)a — g (3 £ q6) — g(*3")
1Y +a%/( q)xk:1+zq ta —q )

— (4 ) pat (a; a)y

ergibt sich die g-Ableitung und der g-Shift von Exp, (x). Wie man sieht, sind im g-Fall also alle g-
Exponentialfunktionen g-hypergeometrische Terme im Gegensatz zum klassischen Fall. Betrachten
wir nun die kleine g-Sinusfunktion nach Kac/Cheung, so erhalten wir einerseits

- (*l)k 2k+1 — (*l)k 2k+1
Dgsq (x) = Dy E o 1T 1% = E 7'qu
— [2k+1] ! — [2k+1] !

— (=1 ok _ N~ (ZDF i
2 [2kc+ 1], (2 g = kzz:o 2i,* T )
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und andererseits

l)k 2% =
+3 e

2k+1

kO

:i(_l[);(ci! 1>x2k+1+§ [2<k—+1>1]‘ i
- 2 ([;;C)iq?]j L gy, (x).

2.1.2 g-Ableitungen und g-Shifts bzgl. q '

Haufig ist nicht die g-Ableitung D,f(x) bzw. der g-Shift &,f(x) einer g-Funktion f(x) gefragt, son-
dern die g-Ableitung D,-1f(x) bzw. der g-Shift &,-1f(x). Natiirlich kann man diese g-Ableitungen
und g-Shifts auch wieder wie im vorigen Abschnitt herleiten. Wir méchten aber nun entsprechende
Formeln aus den bereits aufgestellten g-Shifts e,f(x) ableiten. Nehmen wir an, f(x) sei g-hyper-

g-Funktion f(x) g-Ableitung D -1 f(x) g-Shift g,-1f(x)
Xk q[fi]j] k1 qik Xk

(x© ) s (kO a)f A (x0 )

(a0 X" o (a0 x) 2 (a0 x)"

(a0 x> (=t (g ¢ )@ = (4 0 )

(x; @), o (x59), 29 (xiq),

(% 9) o =7 (5 a)., T2 (x0)
exp, (x) T aa g €XPy (X) Texp, (x)

eq (x) meq (x) meq (x)

Exp, (x) T4 Exp, (x) TXExp, (x)

Eq (x) Eq (x) mEq (x)
sing (x) %cosq (xX) — g ey Sing (%) Zozcosq (X) + 2 +X2 sing (x)

s (x) ot () + 0 s () | U e () + oS ()
Sing (x) ITqusq (x) ZCosq (x) + Sing (x)

Sq (x) Cq (x) %Cq (x) + Sq (x)
cosq (x) Wcosq (x) + W;_‘_xz)sinq (x) qzj_izxzcosq (x) — %sinq (x)
Cosq (x) ql Sing (x) Cosq (x) - ESll'lq (x)

Cq (x) —Sq (x) Cq(x) + %Sq (x)

Tabelle 2.2 g-Ableitungen und g-Shifts von g-Funktionen bzgl. g~*

geometrisch, dann haben wir g,f(x) = r(x)f(x) mit r(x) € F(x) gegeben. Wenden wir nun den
inversen g-Shiftoperator g,-1 an, so erhalten wir nach Umstellen

gq-1f (x) =

1

o
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Folglich gilt fiir die g-Ableitung D1 (x)

_SX) e ) a1
Dy-f (x) = (1—gHx r(q”X)(lfq”)xf( )

€F(x)

Diese Vorgehensweise liefert die ersten zehn Eintrage der Tabelle 2.2. Die weiteren Eintrage er-
halt man, indem man wie folgt vorgeht. Betrachten wir exemplarisch den g-Shift &,-1sing (x). Wir
erhalten aus den bereits bekannten Formeln ggsing (x) = —xcosg (x) + sing (x) und g4cos, (x) =
cosy (x) + x sing (x) durch Anwendung des inversen g-Shiftoperators ;-1 die Formeln

sing (x) = —gsq_lcosq (x) 4 g4-18ing (x) und cosy (x) = g;-1c084 (x) + gsq_lsinq (x).

Nach Elimination von g;-1cos, (x) und Auflésen nach g,-1sing (x) bekommen wir die Losung

aqx 2

WC sinq (X) .

gq-18ing (x) =

084 (X) + 7(12 e

Setzt man diese Gleichung nun in
sing (x) — g4-1sing (x)
(1 - 1) X
q

ein, so erhalt man auch die g-Ableitung D,-1sing (x).

Dy-1sing (x) =

2.2 g-Ableitungs- und g-Shiftregeln klassischer g-orthogonaler
Polynome

An dieser Stelle wollen wir eine allgemeine g-Ableitungs- und eine allgemeine g-Shiftregel fur klas-
sische g-orthogonale Polynome aufstellen. In [KSO1] wurde gezeigt, dass klassische g-orthogonale
Polynome die folgende Strukturformel erfillen.

Satz 2.1 Sei P,(x) ein klassisches g-orthogonales Polynom, also ein Polynom n-ten Grades, wel-
ches die g-Differentialgleichung (1.15) erfiillt. Dann gibt es a,, 8, und y, € F(q"), so dass

0(x)Dg-1Pr(x) = anPry1(X) + BruPn(x) + vnPr_1(x) 2.1
gilt.
Aus diesem Satz erhalten wir neue g-Shiftregeln, die den g-Shift eines klassischen g-orthogona-

len Polynoms P,(x) als Linearkombination von P,;(x) mit tiber F(q")(x) linear unabhéngigen
Summanden darstellt.

Korollar 2.2 Sei P,(x) ein klassisches g-orthogonales Polynom, also ein Polynom n-ten Grades,
welches die g-Differentialgleichung (1.15) erfiillt. Dann gibt es a,,8, € F(q")(x) bzw. &,,8, €
F(q")(x), so dass

£q-1Pn(X) = Qn(x)Pp(x) 4 Bn(x)Pr_1(x) (2.2)

&qPn(x) = @n(x)Pn(x) + Bn(x)Pr_1(x) (2.3)

gilt.

Beweis Aus der Strukturformel (2.1) und der g-Rekursionsgleichung (1.16) mit A, B, Cr, &n, Bn. Yn €
F(g") folgt nach Umstellen von

Pp(x) — €4-1Pn(x)

(-1

o(x)

= anprl-i-l(x) +.Bnpn(x) + Vnpn—l(x)
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die g-Shiftregel

ey 1Pax) = an A D¥p ) ¢ <1 -H%%) Pali) + W%pﬂfl(}c)

_ g max o) — » A=—agx\ v A—ax,

= a0 ((Anx + Bn) Pa(x) — CoPa1( ))+(1 + Bn 00 )pn( ) + Vn —r Po1(x)

= (L-ax (-ax .

_< 200 (an(Anx+Bn)+ﬁn)+1> Pn(X)+( w00 (Vn anCn)> Pa1(x).
=:an(x)€F(q")(x) = Bn(x)EF(q") (x)

Driickt man die g-Differentialgleichung der klassischen g-orthogonalen Polynome (1.15) mit dem
g-Shiftoperator aus!, so erhalt man

(1 — )X — (1 +qo(x) + (1 — q@)u(x)
(1 —q)%x?

qo(x)
2 quflpn(x) =0.

Pa(x) + 7(1 g%

Nach Umstellen dieser Gleichung nach g,P,(x) und Einsetzen der obigen g-Shiftregel fiir £,-1P,(x),
bekommt man die entsprechende g-Shiftregel (2.3) far qun(x). |

Mit dem folgenden Satz kdénnen wir allgemeine g-Shiftregeln flir klassische g-orthogonale Polynome
explizit durch Kenntnis der definierenden g-Differentialgleichung und des fihrenden Koeffizienten
Ik, angeben.

Satz 2.3 Die Koeffizienten der g-Shiftregel

gq-1Pn(x) = @n(x)Pr(x) + Bn(x)Pn_1(x)
bzw.
£qPn(x) = an(x)Pn(x) + Bn(x)Pn—1(x)
der klassischen g-orthogonalen Polynome sind gegeben durch

1

n(x) = ((—qd + d — a) (q")% + ¢?a) q" (ax® + bx + )
(((fqad —a(a—d)(q)? + ¢a®) X*
+ ((—eq’a+ (ea— bd — ab) g — b(a—d)) (¢")* + (a(b+e)q" + a(—e+b)q) q") x
+ (~qed = e(a—d) (")° + q’q"a)
und
Bl =t 1 x .

Jen1 (1 —q)d—a) (qv)* + q’a) (1 —q)d—a) (g")* + qza)2 (ax® + bx +¢)
((1 — q”) (((1 — Q) d— CL) q” + qza) (C((q— 1)d+ a)z (q”)4 + qb((q_ 1)€+ b) ((q_ 1)d+ a) (qn)
- (_bzd —2ca® + 2 ab® + gb*d + 2 acd + 2 qaeb — 2 aeb — 2 qacd — 2 qae® + ¢*ae® + ae2) (q”)z

3
+d’ab((a— De+b)q" — g*ca’))

—— 1 1 :
) =Dt @)@y~ @alla-Dat@e T (@ et bxte

(((ta=Dd+a (@) - ag’((a— DA+ a)q") & + ((ab— e+ b+ ea)((a— 1)d + a) (q")

2

— g(eq’a + qab — eqa + bqd + ab — bd)q")x + c((q— 1)d + a) (q")? — acq2)

!siehe auch Gleichung (1.17)
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und
Bal) = 1 -
" ke (- Dd+a) (@) - ¢a) (((a— Dd + ) (a0)* — 2¢2a((q — 1)d + a) (¢")° + g*a?)
a(q" — 1)x .

(((g—1)d+a)x*+ ((g—1)e+b)x +c)
(((ta=Dd+a)q" - ¢a) (e((a— Va+a)* (@)" = bal(a— De+b)((a— 1)d+ a) (@)’
— ¢ (—ae’q + 2qae” — 2abeq — b*>dq + 2acqd + 2ca’® — 2ab® 4 2abe — ae® + b*d — 2acd) (¢")*
—abq’((q— 1)e+ b)q" + q4ca2)>.

Beweis Sei P,(x) = kx" + I/ x"! + I//x"2 + ... ein klassisches g-orthogonales Polynom mit

Bezeichnungen wie in (1.15) gegeben. Setzt man P,(x) in die g-Differentialgleichung (1.15) ein, so
erhalt man nach Vergleich des héchsten Koeffizienten

= (ol -1, a1,

und nach Vergleich weiterer Koeffizienten Ausdriicke fir k/, und k// als rationales Vielfaches von
k.. Diese Ausdriicke substituiert man nun in P,(x) und nach Einsetzen von P, (x) in die g-Rekursi-
onsgleichung (1.16) erhalt man wiederum durch Koeflizientenvergleich Formeln far A,, B, und C,
in Abhéngigkeitvon a, b, ¢, d, e € F, i, € F(q") und k;,, € F. Analog erhélt man durch Einsetzen von
P,(x) in die Strukturformel (2.1) Formeln fiir &, 8, und y,. Substituiert man nun diese Formeln
in die letzte Gleichung im Beweis von Korollar 2.2, so erhalt man obige Formeln fir @, (x), 8.(x)
und nach Fortfithrung des Beweises von Korollar 2.2 auch &, (x), 8,(x). O

In Tabelle 2.3 bzw. Tabelle 2.4 auf Seite 24 bzw. Seite 25 sind alle g-Shiftregeln fiir die klassischen
g-orthogonalen Polynome aufgelistet. Diese Formeln wurden mit Hilfe von Tabelle 1.1 und den For-
meln aus Satz 2.3 hergeleitet. Analog kann man entsprechende g-Ableitungsregeln fiir klassische
g-orthogonale Polynome aufstellen.

Betrachten wir nun an Beispielen die implementierten Regeln in Maple

Maple-Sitzung 2.1 (g-Shift- und g-Ableitungsregeln)

g-Shiftregel fiir die q-Laguerrepolynome bzgl. g~

> gshift (qLaguerre (n,alpha, x,q),x,1/9);
(¢"q* — 1) gLaguerre (n — 1,a, x, q) L gLaguerre (n, a, x, q)
qt qt
g-Shiftregel fiir die g-Laguerrepolynome bzgl. g

> gshift (gLaguerre (n,alpha,x,q),%x,d);

(9"q" = 1) glaguerre (n — L.a.x.q) (—1+4q"+4q"q" + q"x(q")*) qLaguerre (n, @, x, q)
q"q* (x+1) q'q* (x+1)

g-Ableitungsregel fiir die g-Laguerrepolynome bzgl. g '
> gqdiff (gLaguerre (n,alpha,x,q),x,1/q9);

q(—1+q")gLaguerre(n,a,x,q) _ (q"q" — 1) gLaguerre(n — 1,a,x,q) q

q'x(q—1) q'x(q—1)
g-Ableitungsregel fiur die g-Laguerrepolynome bzgl. g

> gqdiff (gLaguerre (n,alpha, x,q),x,q9);

(=1+4") (xq"q" + 1) gLaguerre (n,a,x,q) _ (q"q" — 1) gLaguerre (n — 1,a,x, q)

¢ (x+1)(g—1)x q'q* (x+1)(g—1)x
g-Shiftregel fiir die diskreten g-Hermite II-Polynome bzgl. g

> gshift (DiscretegHermiteII (n,x,q),%X,d);

(x*q" + 1) DiscreteqHermitell (n. x. q) 4 X4 (=1 + ¢") DiscreteqHermitell (n — 1, x, q)
x2+1 qr ( x2 + 1)
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g-Ableitungsregel far die diskreten g-Hermite II-Polynome bzgl. g
> gdiff (DiscreteqgHermiteII (n,x,d),%X,q);

x (=1 + ¢") DiscreteqHermitell (n, x, q) L4 (—1 4+ ¢") DiscreteqHermitell (n — 1, x, q)
(+1)(g—1) q'(+1)(g—1)

Die in Maple implementierte g-Differentiationsprozedur gdi f £ bzw. g-Shiftprozedur gshift bein-
haltet alle Regeln (1.2), (1.4) und (1.6) bzw. (1.8), (1.9) und (1.10) sowie alle in dieser Arbeit her-
geleiteten g-Ableitungen und g-Shifts der g-Funktionen. Ferner sind beide Prozeduren rekursiv
implementiert, so dass auch hohere g-Ableitungen und g-Shifts bestimmt werden kénnen. Eine
genaue Beschreibung der Prozeduren ist in Kapitel 6 zu finden. Dieses Werkzeug befahigt uns nun,
mit g-orthogonalen Polynomen und weiteren g-Funktionen und deren g-Ableitungen und g-Shifts
in einem Computeralgebrasystem zu arbeiten.
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g-orthogonales Polynom an(x) Br(x)
h,, (x; q) | diskrete g-Hermite II 1 (1;?“)"
(@ (x; q) | Al-Salam-Carlitz II 1 (l’qi’")"
Cq ; 1 (a"=1)(q"+a)
Cn (x;a;q) | g-Charlier & L
L (x;q) | g-Laguerre qin qn?;n_ !
Sn (x; q) | Stieltjes-Wigert q% - qin
. . . —baq" (@"=1)(q"+c)x
M, (x; b, ¢; q) | g-Meixner qf(x_ng) @ (x—bq)
N_gt Y (1 ) AN
Ki™ (x; p, N; q) | Quantum-g-Krawtchouk % W

(4" g+4"p(d)*)x—p(q"q+1)(d")*—a(1—q"p)q"

pd"(1—q")(1+4"q"p)

Kn (x; p. N3 @) | g-Krawtchoule @@ D) (@x—1) @+ (@)?p) G —1)
pn (x; alq) | kleine g-Laguerre W %
K, (x; a; q) | alternative g-Charlier (a(Z: zz&qa’;;g; Eg‘ill'; ) %
Pr (x; @, b|q) | Kleine g-Jacobi o et — )
h, (x; q) | diskrete g-Hermite I m %
(@ (x; q) | Al-Salam-Carlitz I % ﬁ'gj{)j‘a)
Pn (x; a, b; q) grofie g-Laguerre XZHabq(an;(_Xq,(%lngg)X+abq2qn x—aq)(x—bq) ffi(ql)?fi)b);)
—q"*+(=(a")p+(d"patp+1)d") x—pq"q (1=g")xp

KT (x; p. N; q)

affine g-Krawtchouk

q"(1—g"x)(x—pq)

(¢"x—1)(x—pq)

Qn (x; a, b; N|q)

g-Hahn

4" (ab(q")* ~1)x*—(a(bgq" (a+1)+b+1)(q")* —(agq" (b+1)+a+1)q")x+a’ba(q")* ~aqq"

a(1—q")(1—bg") (1—abg"t"1)x

g"(1—ab(q")?)(1—q"x)(x—aq)

(1—ab(g")*)(1—g"x)(x—aq)

P, (x;a. b, c;q)

grof3e g-Jacobi

(ab(q")*~1)x*—(ag(b+ctab+be)(q")* —q(atctabtac)q ) x+acq’q" (ab(g")*~1)
q"(ab(g")?—1)(x—aq)(x—cq)

aq(1—q")(1—bg")(abg" —c)x
(ab(g")2—1)(x—agq) (x—cq)

ve

uauonunyg-b uoa syYs-b pun uasunyLqy-b
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g-orthogonales Polynom an(x) Br(x)
h,, (x; q) | diskrete g-Hermite II lffifz g(fgi;%
(@) (x; q) | Al-Salam-Carlitz II 7qf;:§;(t(ci)z)+a 7‘1”6&(_512;( ,?_XQ)
Cn (x;a; q) | g-Charlier —(qn)zztg;(_agl)_a 7(1_‘13;))((_613(1")
) pr— ety
S, (x; q) | Stieltjes-Wigert (qn)Q;# quxx
SRy p— R Gt
Ki™ (x; p, N; q) | Quantum-g-Krawtchouk pad (d) = ;n( ((le f)((j;),zli)gn —d'a)etd —‘2(,11 (;gnl) )(g;})q_pi),qllv;
R — Ty ador T
pn (x; a|q) | kleine g-Laguerre q* )
K, (x; a; q) | alternative g-Charlier q”((a((‘il()qz,‘;qr;;fn_l) &”;"1)7;1;)))(
pn (x; a, b|q) | kleine g-Jacobi qn((abzq(gn,)z;%b()f :fb((lq—,t;))qw“l) %
h,, (x; q) | diskrete g-Hermite I 1 (" — 1)x
ul® (x; q) | Al-Salam-Carlitz I 1 (" — 1)x
P, (x; a, b; q) | grofe g-Laguerre 111‘1;" (q:_f}()x
K31 (x; p, N; q) | affine g-Krawtchouk i %

Qn (x; a, b; N|q)

g-Hahn

(abqu’*'l(q")squN'*'"'*'l)xzf(b(aqu+1+an+1+a+1)(q")27((a+1)qu+1+b+1)q")x+ab(q")271

(1=¢"(1=bg")(1—abg" " 1)x

(ab(q")*—1)(1—x)(1—bg"*'x)

(ab(q")*—1)(1—x)(1—bg"*'x)

P, (x;a,b,c;q)

grofle g-Jacobi

(ab®(q")®—bq")x* — (b(ac+ab+a+-c)(q")* — (ab+be+b+c)q" ) x+abe(q")* —c

(1—ab(q")?)(1—x)(bx—c)

(1—q")(1—bg")(c—abq")x
(1—ab(q")?)(1—x)(bx—c)

QUWIOUATOJ Jo[euogoyl10-b I19ydsisse] upsaIyrys-b pun -ssunjvqv-b ‘¢’z

G¢
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g-Ableitungen und g-Shifts von g-Funktionen
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Kapitel 3

Algorithmen fiir g-holonome
Funktionen und g-holonome
Rekursionsgleichungen

Nachdem wir im letzten Kapitel einige niitzliche Vorarbeit geleistet haben, kkénnen wir nun sdamtliche
aufgestellten g-Ableitungs- und g-Shiftregeln der q-Funktionen dazu verwenden, um algorithmisch
zu einer mdéglichst einfachen g-Differential- bzw. g-Rekursionsgleichung fiir eine g-Funktion zu gelan-
gen. Wir werden uns dann auf q-Funktionen spezialisieren, die solche einfachen qg-Differential- bzw.
g-Rekursionsgleichungen erfiillen und sehen, dass diese g-Funlktionen einen kommutativen Ring bil-
den. Ferner lernen wir Algorithmen kennen, die es uns erlauben, mit diesen q-Funktionen bzw. deren
g-Rekursionsgleichungen zu operieren, darunter fallen der Summen-, Produkt- und Kompositionsal-
gorithmus.

3.1 g-Holonome Funktionen

Zunachst definieren wir, was wir unter einer einfachen g-Differential- bzw. g-Rekursionsgleichung
verstehen wollen.

Definition 3.1 Sei f eine Funktion in x. Unter einer g-holonomen Differentialgleichung fir f(x)
versteht man eine Gleichung der Form

n

Z ak(x)Dgf(x) =0,

k=0

die linear und homogen ist und zudem polynomiale Koeffizienten ax(x) aus F[x| besitzt. Den Ope-
rator ZZ:O aj (x)D(’lc nennen wir g-holonomen Differentialoperator und die Menge aller g-holonomen
Differentialoperatoren bezeichnen wir mit F[x][Dy].

Die analoge Formulierung fiir g-Rekursionsgleichungen lautet

Definition 3.2 Sei f eine Funktion in x. Unter einer g-holonomen Rekursionsgleichung firr f(x)
versteht man eine Rekursionsgleichung der Form

Z ak(x)sf;f(x) =0, (3.1)
k=0

die linear und homogen ist und zudem polynomiale Koeffizienten a,(x) aus F|x] besitzt. Den Opera-
tor > _o ar(x) s;f nennen wir g-holonomen Rekursionsoperator. Mit Hilfe der Substitutionen x — ¢



28 Algorithmen far g-holonome Funktionen und g-holonome Rekursionsgleichungen

und f (qJ ) — ¢; kénnen wir fiir j € Z die g-holonome Rekursionsgleichung auch schreiben als

Z ac(q) i = 0.
k=0

Wir sagen dann, dass die g-holonome Rekursionsgleichung in additiver Form vorliegt, wahrend die
obige Gleichung (3.1) die multiplikative Form besitzt. Die Menge aller g-holonomen g-Rekursions-
operatoren bezeichnen wir mit F[x][gy].

Die Mengen F[x|[Dy] und F[x][¢;] sind nichtkommutative Polynomringe, so genannte Ore-Ringe.
Es gelten dort die Kommutatorregeln aus Lemma 1.5 und 1.9. Auch wenn wir nicht genauer auf
die Operationen in Ore-Ringen wie z.B. Rechts- bzw. Links-Multiplikation und -Division eingehen
wollen, so mdéchten wir an dieser Stelle darauf hinweisen, dass alle Operationen mit Orepolynomen
(bzw. Rekursionsoperatoren) in dem Maple-Package gFPS als Prozeduren verfligbar sind. In dem
Package gFPS sind alle Algorithmen dieser Dissertation implementiert. Wir setzen grundlegende
Begriffe aus dem Ore-Setting, wie z.B. Rechtsteiler, im Folgenden voraus. Nachzulesen ist die
Theorie nicht-kommutativer Polynome in [Ore33]. Betrachten wir nun die Operationen in gFPS,
wobei aus Grunden der Konsistenz mit spateren Algorithmen die Operanden keine Operatoren
sind, sondern g-Rekursionen. Die Rechtsdivision kénnen wir spater verwenden, um beispielsweise
zu testen, ob eine Rekursionsgleichung einen gegebenen g-hypergeometrischen Term als Losung
besitzt oder nicht!.

Maple-Sitzung 3.1 (Operationen von g-Rekursionsoperatoren)

> RE1:=Sqg[x,x] (F(x))-(1+qg) *Sq[x] (F(x))+g* (1+x"2) xF (x) =0;

RE1 := Sq,, (F (x)) = (1+q) Sq, (F (x)) + q (1 +x") F (x) = 0
> RE2:=(1+x)*Sq[x] (F(x))-F (x)=0;
RE2 := (14 x)Sq, (F(x))—F(x)=0
Rechtsdivision mit Rest liefert das rechte Quotientenpolynom und das rechte Restpolynom
> quoRE:=gDivideRE (RE1,RE2,F (x),polynomial="quo’) ;
Sq, (F(x) qx+1+g9)F(x)

1+ gx (14+gx)(x+1)
> remRE:=gDivideRE (RE1,RE2, F (x),polynomial="rem’);

qUORE :=

qx> (qx2+x+1+q+qx)F(x)
(14+gx)(x+1)
> gDivideRE (RE1,RE2, F (x) ,polynomial="all’);

remRE =

(S (F() _alx+1+@)F(x) ax” (Q+1+X+qX+qx2)F(X)}
1+ gx (1+g0)(1+x) ° (14+gx) (1+x)
Test

> collect (gMultiplyRE (quoRE, RE2, F (x))+remRE, {Sq, F (x) },normal) ;

Sy (F (%)) + (—1 = ) Sq, (F (x)) +q (1 + x*) F (x)

Das kleinste gemeinsame Rechtsvielfache der g-Rekursionen (Ausgabe unterdriickt)
> LCRMRE:=gLCM (RE1,RE2,F (x),direction=right) :

Test mit dem gréften gemeinsamen Linksteiler
> gqGCD (LCRMRE, RE2, F (x) ,direction=left);

(1+x)Sq, (F(x)) — F (x)
> gqGCD (LCRMRE, RE1, F (x) ,direction=left);

Sy (F (x)) + (—1 = ) Sq, (F (x)) +q (1 + x*) F (x)

!Aus dem g-Zertifikat des g-hypergeometrischen Terms f(x) kann man eine entsprechende g-holonome Rekursion auf-
stellen. Wenn der Rest bei der Rechtsdivision der gegebenen Rekursionsgleichung RE durch diese g-holonome Rekursion
Null ist, so besitzt RE ebenfalls die g-hypergeometrische Losung f(x).
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Definition 3.3 Wir nennen f(x) eine g-holonome Funktion, wenn sie eine g-holonome Differen-
tialgleichung erfiillt. Die Menge aller g-holonomen Funktionen bezeichnen wir mit H4(F). Eine
g-holonome Funktion f(x) besitzt den g-holonomen Grad n, wenn n die kleinste Ordnung einer
fir f(x) giltigen g-holonomen Differentialgleichung ist?. Mit holdeg, (f(x)) bezeichnen wir den g-
holonomen Grad von f(x).

Bemerkung 3.4 Obige Definitionen kénnen wir auch auf g-holonome Rekursionsgleichungen zu-
ruckfiihren, da man jede g-holonome Differentialgleichung der Ordnung n in eine g-holonome
Rekursionsgleichung der Ordnung n konvertieren kann und umgekehrt (siehe Satz 1.11).

Satz 3.5 Die Menge aller g-holonomen Funktionen H,(F) mit den Verkniipfungen + und - bildet
einen kommutativen Ring. Insbesondere gelten also fur f, g € Hq(F)

f+g€Hq(F) und f‘gqu(F)'

Fiir den g-holonomen Grad von f + g gilt holdeg, ((f + g)(x)) < holdeg, (f(x)) + holdeg, (g(x)) und
fiir den g-holonomen Grad von f - g gilt holdeg, ((f - g)(x)) < holdeg, (f(x)) - holdeg, (g(x)).

Beweis Wir beweisen zunéchst die Aussage fiir die Summe. Seien also f,g € Hy(F) gegeben vom
Grad holdeg, (f(x)) = n und holdeg,(g(x)) = m. Bezeichne V; = (f(x), gof(x), €2f(x),...) den
Vektorraum tiber dem Korper der rationalen Funktionen F(x), der von den g-Shifts von f(x) er-
zeugt wird und sei L der minimale g-Rekursionsoperator mit Lf(x) = 0. Dann ist die Menge
{f(x), eqf (x), €2f (x), ..., €l "' f(x)} eine Basis von V}, da wegen der Minimalitat von n die Vektoren
f(x). eqf (x), €2 (x). ..., &7~ ' f(x) linear unabhéngig sind und jeder héhere g-Shift sich durch suk-
zessives Shiften von Lf(x) als Linearkombination von f(x), e4f (x), €2f(x), . .., e~ 'f(x) darstellen
lasst. Analog gilt dim(Vy) = m firr Vy = (g(x), g49(x), €2g(x), .. .). Betrachten wir nun die Summe
der beiden Vektorraume V; + V,, so gilt dim(Vy + V,) < n+ m. Ferner sind die Funktionen

F(xX) +g(x). &g (f(x) + g(x)) . &g (f(x) +9(x)) ... gq (f(%) +9(x))

allesamt aus V;+Vj, so dass n+m+1 dieser Funktionen (k = n+m) iiber F(x) linear abhéngig sind.
Das bedeutet aber, dass es eine g-holonome Rekursionsgleichung gibt, die als Losung f(x) + g(x)
besitzt und deren Ordnung hochstens n+ m ist. Folglich gilt f + g € H(IF). Fur die zweite Aussage
betrachten wir das Tensorprodukt V;®Vj,. Sei U ein F(x)-Vektorraum und ¢ die bilineare Abbildung
mit ¢ : V; x Vg — U, (elf(x). €hg(x)) — (£Lf (x)) - (ehg(x)). Da es sich bei der linearen Abbildung
W V@V, — U elf(x) ® gig(x) — (ebf (x)) - (¢hg(x)) um einen Isomorphismus handelt, gilt
Vr ® V4 = U. Betrachten wir nun die Vektoren

g, (f(x) - g(x)) = (ef (x)) - (elg(x)) € U mit i=0,..., k,

so sind wegen dim(V; ® V) = n- m genau n- m+ 1 (k = n - m) dieser Vektoren iiber F(x) linear
abhingig und demzufolge existiert eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir f(x) - g(x) mit maxi-
maler Ordnung n - m. ]

Bemerkung 3.6 Nicht alle Funktionen sind g-holonom, was man anhand des folgenden Beispiels,
welches aus [KRMO7] stammt, sieht. Nehmen wir z.B. die Funktion f(x) = a* mit a > 0 und a # 1,
dann besitzt der Vektorraum

(F(x), ef (), Ef(x)....) = (@, a®,aT™,...)

{iber dem Kérper der rationalen Funktionen F(x) offenbar unendliche Dimension und folglich gibt
es keine g-holonome Rekursionsgleichung fur f(x).

3.1.1 g-Holonome Rekursionsgleichungen elementarer g-Funktionen

Wir betrachten nun einige einfache g-Funktionen und untersuchen diese auf g-Holonomie. g-
_ s(x)

Hypergeometrische Terme f(x) mit g-Zertifikat r(x) = T mit s(x), t(x) € Flx] sind immer g-

2Polynome sind trivialerweise immer g-holonom vom Grad 1. Aus diesem Grund sagen wir bei Polynomfamilien Py (x) mit
deg, (Pk(x)) = k, sie seien g-holonom vom Grad n, wenn die Polynome eine g-holonome Differentialgleichung minimaler
Ordnung n erftillen, bei der die Grade der Koeffizientenpolynome nicht von k abhéangig sind.
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holonom mit holdeg, (f(x)) = 1. Die zugehérige g-Rekursionsgleichung lautet

t(x)eqf (x) = s(x)f(x) = 0

und ergibt sich automatisch aus der Definition des g-Zertifikats. Folglich sind z.B. die g-Funktio-
nen x*, (x © a)Z (ao X)Z .(aO x)ZO . (x:q),» (x59),, und alle g-Exponentialfunktionen bzgl. x g-
holonom.

SF(x) g-holonome Rekursionsgleichung fiir f(x)
X eaf (x) = q"f(x) = 0

(xOa)y | (ax—aqd)ef(x) — q"(qx — a)f (x) = 0
(a©x)g (x — a)ef (x) — (¢"x — a)f(x) = 0

(a0 x),° (x —a)egf (x) + f(x) =0

(% @), (x = Degf(x) = (¢"x = 1)f(x) = 0
(x;q)., (x = Degf(x) +f(x) =0
exp, (x) eqf (x) + (x = 1)f(x) =0
Exp, (x) (x+ Degf(x) —f(x) =0

eq (x) gaf (x) + (1 — g)x — 1)f(x) =0
Eq (x) ((g=1)x = 1)egf(x) +f(x) =0

Tabelle 3.1 g-Holonome Rekursionsgleichungen elementarer g-Funktionen

g-Holonome Funktionen sind aber nicht immer g-hypergeometrisch, wie wir im Folgenden sehen
werden.

3.1.2 g-Holonome Rekursionsgleichungen g-trigonometrischer Funktionen

Die g-trigonometrischen Funktionen sind alle g-holonom. Sie erfiillen alle eine g-holonome Rekur-
sionsgleichung der Ordnung 2 und besitzen den g-holonomen Grad 2.

F(x) g-holonome Rekursionsgleichung fiir f(x)
() brw. cosq (x) | €47(0) — (@-+ Deaf () + 402 + 1f(x) =0
Sing (x) bzw. Cos, ( (@ + 1)e2f(x) — (g + 1)eaf (x) + qf (x) =0
Sq (x) bzw. cq (x) eaf (X) = (q+ Deaf (%) +q((1 — q)*x* + 1)f(x) = 0
Sq (x) bzw. Cq (x) | (¢*(1 — q)*x* + 1)&5f (x) — (g + 1)eaf (x) + qf (x) = 0

sing (x

x)

Tabelle 3.2 g-Holonome Rekursionsgleichungen g-trigonometrischer Funktionen

Wir leiten exemplarisch eine der g-holonomen Rekursionsgleichungen der Tabelle 3.2 her. Die
Vorgehensweise werden wir im nichsten Abschnitt als Algorithmus formulieren, mit dem es uns
moglich sein wird, g-holonome Rekursionsgleichungen fiir beliebige g-Funktionen aufzustellen,
von denen wir wissen, wie sie sich unter dem g-Shift verhalten. Betrachten wir die g-trigonome-
trische Funktion f(x) = sing (x). Die kleine g-Sinusfunktion nach Gasper/Rahman erfiillt keine

g-holonome Rekursionsgleichung erster Ordnung, da g}’z)(:;) =1- x‘;?s:&? aufgrund der unendlich

vielen Polstellen keine rationale Funktion in x sein kann. Zusammen mit den g-Shifts

ggsing (x) = sing (x) — xcosq (x) und gsing (x) = (1 — gx*)sing (x) — (1 + g)x cosq (x)

und dem Ansatz

£21() + Ay (X)egf (x) + Ao (x)f (x) = 0
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erhalten wir durch Umordnung des Ansatzes in eine Summe, deren Summanden linear unabhéngig
tiber F(x) sind

(A1(x) + Ao (x) + (1 — gx*)) sing (x) — (x A1 (x) + (1 + q)x) cosg (x) = O

und somit durch Koeffizientenvergleich ein lineares Gleichungssystem tiber F(x) mit der Losung
Ai(x) = —(g+ 1) und Ag(x) = q(x® + 1). Setzen wir die Lésung in den Ansatz ein, so ergibt sich
die g-holonome Rekursionsgleichung fur sing (x) aus Tabelle 3.2.

3.1.3 g-Holonome Rekursionsgleichungen g-orthogonaler Polynome

Die klassischen g-orthogonalen Polynome sind definitionsgemaf3 g-holonom, da sie eine g-holono-
me Differential- und somit auch eine g-holonome Rekursionsgleichung zweiter Ordnung erfiillen.
Wir listen einige Rekursionsgleichungen klassischer g-orthogonaler Polynome auf. Die Darstellun-
gen erhalt man durch Transformation der g-Differentialgleichungen aus Tabelle 1.1 in g-Rekursi-
onsgleichungen unter Zuhilfenahme von (1.12).

f(x) g-holonome Rekursionsgleichung fiir f(x)
hy, (x; q) (@X* + Degf (x) — (a(q"™'x* + 1) + Degf (x) + qf (x) = 0
i (x;.9) (@x — a)(ax = Degf(x) = (¢"7x* — gla+ 1)x + a(q + 1))eaf (x) + aqf(x) =
Cn (x;a;q) (gx — De2f(x) — (¢"'x+ a — Degf(x) + af(x) =0
i (x;9) q' (¢ + D)eaf (x) = (a"(q"'x + 1) + Degf (x) +(x) = 0
Sn (x;q) axeaf (x) = (@' x + 1)egf (x) +f(x) = 0
M, (x; b, ¢; q) (g — 1)(gx + be)egf (x)—
(@"*x® + q((b+ 1)c — 1)x — be(q + 1))egf (x) + cq(x — b)f(x) = 0
P (x; alq) aq"egf (x) + (gx — (a +1))egf (x) — q"(ax — 1)f(x) =0
K, (x; a; ) aq™xeyf (x) — (q(ag™ — 1)x + q")eqf (x) — " (gx — 1)f(x) = 0
Pr (x; @ b|q) aq"(bg*x — 1)e5f (x) — (q(abgq™ + 1)x — q"(a + 1)) eqf (x) — " (gx — 1)f(x) =0
hn (x; ) q"eaf (x) + (@°x* — q"(q + 1))eaf (x) — "' (ax — 1)(ax + 1)f(x) = 0
U (xq) | aq'ef(x) — (6°x* — " (a + 1)x + ag"(q + 1))eaf (x) + q""' (gx — 1)(qx — a)f (x) = 0
P, (x; a, b; q) abq" (gx — 1)e5f (x)+
(ax® = " (a(b + 1) + b)x + abq"(q + 1))eqf (x) — "' (x — @)(x — b)f(x) = 0
Qn (x; @ b; N|q) aq"(gx — 1)(q"*bx — 1)e5f (x) — (¢""*(abgg™ + 1)x*—
a"(a(@ (b +1) + 1) + 1)x + ag"(q + 1) eaf (x) + q" ' (x — a)(¢"'x — 1)f(x) =0
P, (x; a, b, ¢; q) aq"(gx — 1)(gbx — c)ef (x) — (q(abgg™ + 1)x*—

q""((a+ e+ a(b+1)x+ acq"(q+ 1)ef (x) + " (x — @) (x — c)f(x) =0

Tabelle 3.3 g-Holonome Rekursionsgleichungen einiger klassischer g-orthogonaler Polynome

3.1.4 g-Holonome Rekursionsgleichungen verallgemeinerter g-hypergeome-
trischer Funktionen

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir die verallgemeinerte g-hy-
pergeometrische Funktion zu bestimmen. Dazu benétigen wir die so genannten g-Shiftrelationen,
die Beziehungen zwischen der g-hypergeometrischen Funktion ,¢s und derselben Funktion, bei
der ein oberer (bzw. unterer) Parameter mit g multipliziert worden ist, herstellen. Die Bestim-
mung einer allgemeinen holonomen Rekursionsgleichung (im Nicht-g-Fall) kann man in [Roa96]
nachlesen. Wir adaptieren die Beweisidee und tibertragen sie auf den g-Fall. Dazu betrachten wir
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zunéchst das folgende Lemma, mit dem wir eine einfache g-Shiftregel (nach Umstellen nach ¢) fiir
die verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion aufstellen kénnen. Diese Regel ist in gshift
und die entsprechende g-Ableitungsregel in gdiff aus dem Package gFP S implementiert.

Lemma 3.7 Fur die verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion gelten die beiden g-Shiftrela-

tionen
1 — ae a,...,Q,...,Q4 a,...,.qa,...,q
T a _Cllqr s( ! bl " q;x) :r(ps< ! qbl i q;x) (3.2)
i
und
1 — bjgq a a (3.3)
X = X .
1—b "\ bp..... qbj..... b |7 P\ by, bi..... b, | ¥
fari=1,..., rundj=1,..., s
Bewseis Es gilt
1—aigy <a1 ..... i, ..., a, )
—_— ;X
1-— a; res b &
_ 1-asg () (a3 Q) (arsq), XE ((_1 kq(;))lJrsfr
1-a = (b; q), (@ 9)y
> Q). - (qag; o (ar k 1+s—
— (1 _ aisq) (ala q)k (qau q)kfl (ara q)k X <(_1 kq(g)) s—r
- (b; q),c ()N
k=0
> Q) - (qag o (ar fe 1+s—
— Z(l _ aiqk) (ala q)k (qal7 q)kfl (ar7 q)k X <(_1 kq(;‘)) s—r
— (b q); (4 9)y
_ i (@15 -+~ (95 @)y -+ - (a3 @) X" (-1 q(g))““
— (b; q); (4 9);
a,..., qa, . . ., a
— rfps< 1 bl T q;x)
und
1—bjgy a
;X
1—bjr‘p”(b1 ..... aby.....bs | )
1 — bigg (a;q), x" k(%) Tsr
; ; ————— (1)
1 7b] k—0 (blvq)k' ( bj7q)k' see’ (bs7q)k (qaq)k
o0
(a;9), x" k(5 Ths=r
= (1 - byey) ((-1)<q®)
TU L (b13a)y e (B @)y - (Ds; @), (050),
e : fe 1+s—r
=301 - ) (a;9), x ((_1)kq(;)>
= (Br; @) v (B @y~ -+ -+ (Psi @) (45.9)

Definition 3.8 Sei )
1—q b
und B; := - — 9 2% 1,
1—-qg b
A; ist der Operator, der den oberen Parameter a; einer verallgemeinerten g-hypergeometrischen
Funktion mit g multipliziert und B; ist der Operator, der den unteren Parameter b; einer verallge-
meinerten g-hypergeometrischen Funktion mit g~ ! multipliziert.

1—ai
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Korollar 3.9 Es gelten die Gleichungen

(]:[1A> o5 |aix) =rou (4 |aix) (3.4)

und
S
a a
(lej> rq)s( b ‘q;x) = r¢s<q_1b ‘q;X) - (3.5)
Beweis Die Behauptung folgt durch r- bzw. s-maliges Anwenden (i = 1,..., rbzw.j=1,..., s)
von (3.2) bzw. (3.3), wobei man im zweiten Fall b; jeweils durch q’lbj ersetzt. O

Satz 3.10 Es gilt die folgende Beziehung zwischen den aufwarts g-geshifteten g-hypergeometri-
schen Funktionen und den abwarts g-geshifteten g-hypergeometrischen Funktionen
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wobei m = min(r, s + 1) ist.
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Mit Hilfe von Satz 3.10 konnen wir nun eine explizite Formel fiir die g-holonome Rekursionsglei-
chung der verallgemeinerten g-hypergeometrischen Funktion angeben.
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Satz 3.11 Die verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion

(5]
s 3 X
@ p 4
erfallt die g-holonome Rekursionsgleichung
((—an”"xaé*“"(ﬂ(l - al-sq>) + (1) (eq — 1>s;’”<H<1 - qlbjsq))>f(><) —0 3.7
=1 =1

der Ordnung max(r, s + 1), wobei m = min(r, s + 1) ist.

Beweis Satz 3.10 besagt, dass

r
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gilt. Daraus folgt durch Einsetzen der g-Shiftrelationen (3.4) und (3.5)

(-1)7(1 ~ &)e m(ﬂs) (5 |ax)
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Nach Definition der Operatoren A; und B; erhalt man
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und somit durch Umstellen der Gleichung und anschliefendem Kiirzen

S

((—1>S+1quxs;+sm(f[<1 ~ae)) + (Ve = 0" ([[0 -0 0ea) ) )oou(§ |ax) =

=1 j=1

Multiplizieren wir den g-Rekursionsoperator der linken Seite aus, so ergibt sich
(_1)s+1qr my, 1+s m (Hal> (r] )r‘g(r2 m+l Hq—lb> +
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Der hochste Koeffizient kann nur dann verschwinden, wenn mindestens einer der oberen und einer
der unteren Parameter der g-hypergeometrischen Funktion Null wird. Dieser Fall ist aber ausge-
schlossen, da wir annehmen kénnen, dass kein oberer Parameter identisch einem der unteren
Parameter ist. Gelte nun r > s+ 1, dann ist (—1)5"'q"~ "' x das nichtverschwindende Absolutglied
und somit betragt die Ordnung der g-holonomen Rekursionsgleichung 1 +s+r — m = r. Fur
r < s+ 1 erhilt man wegen dem Absolutglied (—1)""! die Ordnung 1 + s+ r — m = s+ 1. Der
Fall r = s + 1 liefert (—1)"(x — 1) als Fu3koeffizienten der Rekursion und somit die Ordnung r.
Zusammenfassend ist die Ordnung der g-holonomen Rekursionsgleichung also gegeben durch das

Maximum der beiden Zahlen r und s + 1. |

Als Nebenprodukt des vorigen Satzes formulieren wir
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Satz 3.12 Es existieren a(x), Bc(x) € F[x], so dass die beiden g-Nachbarschaftsrelationen

(fjw(x)Ai‘) 95§ |aix) =0 und (fjﬁk(x)B}‘> oo % [aix) =0

firi=1,...,rundj=1,...,s giiltig sind, wobei d = max(r, s+ 1) und
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B = L Chi 74 mit b ¢ {q.P¢. g ....q}.
J lqukbj lquzbj lqulbj J
Ferner gilt
d—1 d—1
~ A1 (X) e —1 Biet1(X) e
AW:—E —F—FA bzw. B, = — E — B,
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fir alle i mit a; # g 'b; fir alle j = 1,..., s bzw. fiir alle j mit b; # qq; firalle i =1,...,r.

1
ay
Operator der g-holonomen Rekursionsgleichung (3.7), so erhalten wir ein Polynom in A; mit

d
(Z ak(x)Af> rcps(z ‘ q; x) =0 und a € F[x]. (3.8)
k=0

Indem wir diese Gleichung nach dem Fufkoeffizienten umstellen und durch ao(x) teilen, kénnen
wir den Identitdtsoperator auch schreiben als

Beweis Sei im Folgenden m = min(r, s + 1). Substituieren wir g; = a"TflAi + — in den zugehorigen

Multiplizieren wir diesen Operator von rechts mit A;"!, bekommen wir eine Formel der Form
d

Al — _Z “k+1(X)A;<
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ai—l 1 l—al- T
l—gg=1-1 A+ — ) = t)A+FI1I——).
a; a; a; a;

Wir méchten nun das Absolutglied ag (x) des Polynoms aus (3.8) bestimmen. Der erste Summand
von (3.7) liefert keinen Beitrag, da dieser wegen 1 — a;gq = (1 — a;) A; nur aus A;-Potenzen besteht.
Folglich gilt

—

Fiar 7 € F gilt

S

o) = (1) (4 ~1) el (1-12) = o T aa ).

S
j=1 q j=1

Der Operator A; ! ist demnach fiir alle i definiert, fiir die a; # g~ 'b; fiir alle j = 1, ..., s und fiir die
a; ¢ {1.q".q%....q (4"} gilt (siche Nenner von A¢~'). Analog geht man fiir B; und B; ' vor.
Fur Bo(x) erhélt man wegen

—lp. —1 1 1—qg b T
l—gg=1-1 4 2 B; + = q Jq B + 1_1
q 'b q 'b q 'b b;
die Formel

1+s—m r r
Bolx) = (—1)*H g <Z> I1 (1 B qal) = (=) g e [ T (b — qa).

i=1

B; ! ist somit definiert, wenn b; # qa; firalle i=1,....rund b; & {q.¢*. ¢°.....q* '} O

Wir werden spéter in Abschnitt 5.1.2 auch g-holonome Rekursionsgleichungen fiir Funktionen
+@s(x) bestimmen koénnen, bei denen ausschlielich bzw. zusétzlich einer der oberen Parameter
die Variable x enthalt.
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3.2 Algorithmen zur Bestimmung g-holonomer Rekursionsglei-
chungen

Wir haben im letzten Kapitel g-Ableitungen und g-Shifts flir alle in dieser Arbeit erwdhnten g-Funk-
tionen bestimmt. Mit diesen Informationen kénnen wir nun einen allgemeinen Algorithmus formu-
lieren, der aus Kenntnis der g-Shifts £4f(x), €2f (x), €2 (x), . . . einer beliebigen g-Funktion f(x) eine
g-holonome Rekursionsgleichung bzw. aus Kenntnis der g-Ableitungen Dqf (x), DZf(x), D3f(x). . ..
eine g-holonome Differentialgleichung minimaler Ordnung bestimmt. Alle g-holonome Rekursi-
onsgleichungen der letzten Abschnitte (bis auf die g-holonome Rekursionsgleichung der verall-
gemeinerten g-hypergeometrischen Funktion, bei der man die Rekursion explizit angeben kann)
koénnen wir so algorithmisch herleiten. Ferner sind wir mit dem Algorithmus in der Lage, zu belie-
bigen Summen und Produkten g-holonomer Funktionen die zugehorige g-holonome Rekursions-
gleichung minimaler Ordnung zu bestimmen. Der angesprochene Algorithmus ist das g-Analogon
des Algorithmus aus [Koe92] bzw. [KS94].

3.2.1 Algorithmus zur Bestimmung g-holonomer Rekursionsgleichungen aus
q-Shifts

Der nachstehende Algorithmus bestimmt aus einer g-holonomen Funktion eine g-holonome Rekur-

sionsgleichung minimaler Ordnung. Wir schliefen im Folgenden rationale Funktionen als Eingabe
3

aus®.

Algorithmus 3.1 Bestimmung einer g-holonomen Rekursionsgleichung fiir eine Funktion
f(x) aus deren g-Shifts (gHolonomicRE)

Eingabe : Eine Funktion f(x) und eine obere Schranke MAXREORDER fiir die Ordnung der
g-holonomen Rekursionsgleichung

Ausgabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir f(x) minimaler Ordnung (falls eine
existiert)

1 begin

2 n«1

while n < MAXREORDER do

Ansatz «— elF(x) + An_1(x)el 'F(x) 4 ... 4+ Ao(x)F(x) = 0

5 RE «— &lf (x) + An1(x)e] 7' f(x) + ... + Ao (x)f (x)

6 Zerlege RE in eine Summe linear unabhangiger Terme tber F(x).

if Anzahl der linear unabhdngigen Terme = n then
Betrachte die Koeffizienten der linear unabhangigen Terme und setze diese Null.

9 Lose das resultierende lineare Gleichungssystem mit n Gleichungen nach den n
Unbekannten Ap(x), ..., A,—1(x) tber F(x).

10 Setze die Losung in Ansatz ein und multipliziere mit
lem(denom(Ag(x)), .. .,denom(A,_1(x))).

11 return die so erhaltene g-holonome Rekursionsgleichung
12 end

13 n—n-+1

14 end

15 return ,Es existiert keine g-holonome Rekursion mit Ordnung < MAXREORDER. “

16 end

3Rationale Funktionen und insbesondere Polynome sind g-hypergeometrisch und somit g-holonom vom Grad 1. Die
zugehorige g-holonome Rekursionsgleichung lasst sich leicht aufstellen.
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Beweis Sei f(x) eine Funktion in x. Betrachten wir zunichst n = 1. Dann gibt es mindestens
einen linear unabhéangigen Term in RE = g,f(x)+ Ao(x)f(x) tiber F(x), namlich f(x) selbst. Gibt es
keinen weiteren linear unabhéngigen Term, so lasst sich die Gleichung RE = O eindeutig l6sen. Die
Losung lautet Ag(x) = — S}{S). Andernfalls gibt es keine Losung des linearen Gleichungssystems
und wir erhéhen n um 1. Angenommen wir sind im n-ten Schritt des obigen Algorithmus und
die Summe &ff(x) + Ax_1(x)ef " f(x) + ... + Ao(x)f(x) besaB fiir alle k < n mehr als k linear
unabhingige Terme tiber F(x) (und somit auch keine Losung des durch Koeffizientenvergleich
erhaltenen linearen Gleichungssystems), dann gibt es wiederum zwei mogliche Falle fur RE =

ef (X) + An_1(x)eg =S (x) + ... + Ao (x)f (x)

1. Die Anzahl der linear unabhéngigen Terme von RE tiber F(x) ist genau n.

2. Die Anzahl der linear unabhéngigen Terme von RE tiber F(x) ist grofer als n.

Im ersten Fall gibt es eine eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems, denn gabe es zwei
Losungen

lf(x) + Bno1(x)el ' f(x) + ... + Bo(x)f(x) = 0

und

ehf(x) + Cno1(x)e] " f(x) + ... 4+ Co(x)f(x) = 0,

so wurde die Differenz
(Bro1(x) = Cn1 (%))~ f(x) + ... + (Bo(x) — Co(x))f(x) =0 (3.9

eine g-holonome Rekursionsgleichung der Ordnung n — 1 darstellen. Das ist aber nicht moéglich,
da keine Losung des linearen Gleichungssystems fiir k < n existiert (n ist minimal). Folglich miis-
sen die Koeffizienten von (3.9) verschwinden und die obigen Rekursionsgleichungen gleich sein
(Bi(x) = Ci(x) fir i = 0, ...,n — 1). Im zweiten Fall haben wir mehr Gleichungen als Unbekannte
im auftretenden linearen Gleichungssystem. Somit kann es keine Losung geben und wir inkremen-
tieren n. Die obere Schranke MAXREORDER ist notwendig, falls die Eingabe eine nicht g-holonome
Funktion ist, da in diesem Fall der Algorithmus nicht abbrechen wiirde. (]

Den Algorithmus kann man analog fir g-holonome Differentialgleichungen formulieren.

Bemerkung 3.13 Der schwierigste Teil des Algorithmus ist in Zeile 6 zu finden. An dieser Stelle
muss man RE in eine Summe linear unabhéngiger Terme tiber F(x) zerlegen. Aus diesem Grund
haben wir alle Darstellungen von g-Shifts im vorangegangenen Kapitel so gewahlt, dass diese (und
somit auch Darstellungen héherer g-Shifts) Linearkombinationen von bekannten linear unabhan-
gigen g-Funktionen tiber F(x) sind. Dadurch kann man Zeile 6 einfach realisieren. Allerdings
ergibt sich bei den klassischen g-orthogonalen Polynomen P,(x) ein Problem. Wie kann man dort
die lineare Abhangigkeit tiberpriifen? Die Antwort liegt in der fir jedes klassische g-orthogonale
Polynom existierende Drei-Term-Rekursion (1.16). Durch sukzessive Anwendung der g-Shiftregel
(2.3) des entsprechenden g-orthogonalen Polynoms erhalt man nach einmaliger Wiederholung der
Schleife des Algorithmus folgende Zerlegung fiir RE

£2Pn(x) 4 A1(X)£qPn(X) + Ao(x)Pn(x) = Ao (x)Pr(x) + A1 (x)Prn1(x) + Az(x)Pr_a(x) (3.10)

mit A;(x) € F(x). Verwendet man nun die Drei-Term-Rekursion von P,(x), so kann man den ers-
ten Summanden von (3.10) durch P,,_;(x) und P,_»(x) ausdriicken, so dass sich die Anzahl der
linear unabhéngigen Termen tiber F(x) auf zwei Terme reduziert. Folglich erhélt man auf diesem
Weg die g-holonome Rekursionsgleichung zweiter Ordnung fir P,(x). Diese Vorgehensweise ist
in einer zuséatzlichen Prozedur implementiert, die im Algorithmus aufgerufen wird. Die Minima-
litat der Ordnung der g-holonomen Rekursionsgleichung ist nur dann gewéahrleistet, wenn das
Computeralgebrasystem auch alle linearen Abhéngigkeiten erkennt. Fir alle in dieser Disserta-
tion behandelten g-Funktionen haben wir sowohl die g-Shifts als auch die g-Shiftregeln der g-
orthogonalen Polynome so gewéahlt, dass die Rekursionen minimale Ordnung besitzen.
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Wir sehen nun die Prozeduren gHolonomicRE und gHolonomicDE aus dem Package gFPS in
Aktion, die zu einer g-holonomen Funktion die zugehorige g-holonome Rekursionsgleichung und
Differentialgleichung bestimmen.

Maple-Sitzung 3.2 (g-Holonome Rekursions- und Differentialgleichungen)

g-Holonome Rekursionsgleichungen

> gHolonomicRE (gexp (x°2,q) ,F (x));

—(=14x) (x+1) (-1 +g*) F(x) + Sq, (F (x)) =0
> gHolonomicRE (gsin (x,q) +gcos (x,q) ,F (x));

q(1+x") F(x) + (—q— 1) Sq, (F (x)) + (Sq,.,) (F (x)) =0
> gHolonomicRE (gexp (x,q) *gsin(x,q) ,F (x));

q(~14x) (1+2%) (1 + @) F(x) + (1 + @) (—1 + qx) Sq, (F (x)) + (Sa,,) (F(x)) = 0
> gHolonomicRE (gExp (x, q) *gLaguerre (n,alpha, x,q) ,F(x));

F(x) = (x+ 1) (axq"q" + 1+ ") Sq, (F (x)) + (x + 1) ¢" (g + 1)* (Sqy.,) (F (x)) =0
> gHolonomicRE (gphihypergeom([a,bl, [c],x,q9) ,F(x));

q(—1+x)F (x) + (—xgb — xqa + q + ¢) Sq, (F (x)) + (abxq — c) (Sq,,) (F (x)) =0

Trotz einfacher Eingaben kénnen die Rekursionsgleichungen sehr grof werden. Die folgende Rekursion fallt
mehrere DIN A4-Seiten.

> gHolonomicRE ( (gexp (x"2,q) tgqcos (x,d) ) *xgsin(x,q) ,F (x), MAXREORDER=5) :

g-Holonome Rekursionsgleichungen mit g-Shifts bzgl. q !
> gHolonomicRE (gsin(x,q),F(x),var=1/q);

F(x) g’ — g’ (1+q) Sq, (F (x)) + (¢" + %) (Sq,.) (F(x)) =0
> gHolonomicRE (gexp (x,q) *gSin(x, q) ,F (x),var=1/q) ;

(** +d”) F (x) = q(1+q) (g — x) S, (F (x)) + (4" — x) (¢ — x) (Say,) (F(x)) =0
g-Holonome Differentialgleichungen
> gHolonomicDE (gsin(x,q),F (x));

F(x)+(q—1)* (Dq,,) (F(x)) =0
> gHolonomicDE (DiscretegHermiteI (n,x,q),F (x));

— (=14 4" q’F (x) + x(q— 1) ¢’Dq, (F (x)) + q" (g — 1)* (Dq,,) (F (x)) =0

Die Prozedur gHolonomicRE wird in Kapitel 6 ausfiihrlich beschrieben.

3.2.2 Der Summen-, Produkt- und Kompositionsalgorithmus

In [KRMO7] wurden Algorithmen vorgestellt, mit denen man aus zwei g-holonomen Differentialglei-
chungen fiir die Funktionen f(x) und g(x) eine g-holonome Differentialgleichung fir f(x) + g(x)
und f(x) - g(x) bestimmen kann. Ein weiterer Algorithmus bestimmt aus einer g-holonomen Diffe-
rentialgleichung fiir f(x) eine g-holonome Differentialgleichung fiir (fog)(x), sofern g(gx) = q°g(x)
mit b € N gilt. Diese Algorithmen werden nun fir g-holonome Rekursionsgleichungen prasentiert.
Durch Betrachtung des g-Shiftoperators und Ausnutzung dessen Eigenschaften sind diese Algo-
rithmen wesentlich effizienter und einfacher. Besonders driickt sich das beim Produktalgorithmus
aus, da man dort nicht die g-Leibnizregel fir den g-Hahnoperator verwenden muss, sondern die
Linearitat bzgl. der Multiplikation benutzt.

Wir betrachten zunéchst den Summenalgorithmus und beschreiben das Verfahren in
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Algorithmus 3.2 Bestimmung einer g-holonomen Rekursionsgleichung, die als Losung die
Summe der Losungen zweier g-holonomer Rekursionsgleichungen besitzt (qSumRE)

Eingabe : Zwei g-holonome Rekursionsgleichungen ;. ax(x)eif(x) = 0 der Ordnung n
fiar f(x) und ;" bie(x)elfg(x) = 0 der Ordnung m fiir g(x)

Ausgabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung, die giltig fiir die Summe f(x) + g(x) ist
und héchstens die Ordnung n + m besitzt

1 begin
2 for i < max(n, m) to n+ mdo
3 Ansatz «— Yo Ax(x)esF(x) = 0
4 RE — 3o Ax(x)eg(f(x) + g(x))
5 RE «+ Reduziere RE durch rekursive Anwendung von &f (x) — — > i~ (1) Z"(X) elf(x)
6 RE « Reduziere RE durch rekursive Anwendung von l'g(x) — — 31 b“((’;)) efg(x)
7 Setze die Koeffizienten von f(x), ..., !~ 'f(x) und g(x),..., &' 'g(x) von RE Null.
8 Lose das resultierende lineare Gleichungssystem mit n 4+ m Gleichungen nach den
i+ 1 Unbekannten Ap(x), ..., A;(x) tber F(x).
9 if eine Losung existiert then
10 Setze die Losung in Ansatz ein und multipliziere mit

lem(denom(Ag(x)), ..., denom(A;(x)))

11 return die so erhaltene g-holonome Rekursionsgleichung
12 end

13 end

14 end

Beweis Zunichst einmal ist zu bemerken, dass man aus den beiden gegebenen g-holonomen
Rekursionsgleichungen keine Rekursion kleinerer Ordnung erhalten kann. Folglich setzen wir bei
der Ordnung i = max(m, n) an. Aus den beiden gegebenen g-holonomen Rekursionsgleichungen
erhalt man nach Umstellen die Gleichungen

,_.

n—1 m—

ef(x)=-3 a"("; ef(x) und &lg(x Z’“ x)

ap (X X
k=0 ”( k=0

Wendet man diese beiden Gleichungen rekursiv auf

L) ZAk ZAk of () +e30(x))
= ZAk(x)sécf(x) + ZAk(X)SZ;Q(X)

an, so kann man jeden Ausdruck der Form &f(x) mit r > n bzw. ;g(x) mit s > m als Linearkom-

bination von f(x),..., &~ 'f(x) bzw. g(x), ..., &' 'g(x) darstellen und erhalt

L (f(x) ZBk )ekf(x) + i Cie(x) ek g(x)

mit By (x), Ck(x) € F(x). Betrachtet man nun L (f(x) + g(x)) = 0, so erhilt man durch Koeffizien-
tenvergleich ein homogenes lineares Gleichungssystem mit n + m Gleichungen und i + 1 Unbe-
kannten Ao (x), ..., A;(x) Gber F(x). Dieses Gleichungssystem besitzt spatestens fiir i = n+ m eine
nichttriviale Losung, so dass die Ordnung der gesuchten Rekursionsgleichung héchstens n + m
betragt. ]



40 Algorithmen far g-holonome Funktionen und g-holonome Rekursionsgleichungen

Bemerkung 3.14 Der Summenalgorithmus bestimmt i.Allg. keine g-holonome Rekursionsglei-
chungen minimaler Ordnung (siehe nachste Maple-Sitzung). Evtl. lineare Abhangigkeiten der Funk-
tionen f(x) und g(x) gehen verloren. Fiir g-holonome Differentialgleichungen funktioniert der Algo-
rithmus 3.2 analog. Man verwendet an Stelle des g-Shiftoperators den Hahnoperator. Die Reduktio-
nen, die durchgefiihrt werden, sind nichts anderes als Divisionen mit Rest durch den zugehérigen
g-Rekursionsoperator der gegebenen g-holonomen Rekursionsgleichung.

Algorithmus 3.3 Bestimmung einer g-holonomen Rekursionsgleichung, die als Losung das
Produkt der Losungen zweier g-holonomer Rekursionsgleichungen besitzt (qProductRE)

Eingabe : Zwei g-holonome Rekursionsgleichungen ;. ax(x)&kf(x) = 0 der Ordnung n
fiar f(x) und Y7 bi(x)efg(x) = 0 der Ordnung m fiir g(x)

Ausgabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung, die giltig fiir das Produkt f(x) - g(x) ist
und héchstens die Ordnung n - m besitzt

1 begin
2 for i «+— max(n, m) to n- m do
3 Ansatz «— Y, _, Ak(x)sf;F(x) =0
4 RE — 37 A(x)eg(f(x) - 9(x))
5 RE « Reduziere RE durch rekursive Anwendung von £'f (x) — — > p_) & 8 erf(x)
6 RE — Reduziere RE durch rekursive Anwendung von &]'g(x) — — Y= 01 ::" ) &4 ekg(x)
7 Setze die Koeffizienten von &f(x) - 5g(x) furr=0,...,n—1lund s =0,...,m — 1
von RE Null.
8 Lose das resultierende lineare Gleichungssystem mit n - m Gleichungen nach den
i+ 1 Unbekannten Ag(x), ..., A;(x) tber F(x).
9 if eine Losung existiert then
10 Setze die Losung in Ansatz ein und multipliziere mit
lem(denom(Ag(x)), .. .,denom(A;(x)))
11 return die so erhaltene g-holonome Rekursionsgleichung
12 end
13 end
14 end

Beweis Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Algorithmus 3.2. Man betrachtet nun allerdings
den Operator

L(f(x) ZAk ) 9(x) =Y Aulx) (e (x) - e5g(x)) .

welchen man auf
L(f(x)-g(x)) = Brs(x) (egf (%) - £59(x))

mit Bys(x) € F(x) reduzieren kann. Das homogene lineare Gleichungssystem, welches wieder aus
Koeffizientenvergleich von

L(f(x)-g(x)) =0

entsteht, besitzt nun n - m Gleichungen und i + 1 Unbekannte Ap(x), ..., A;(x) tiber F(x). Folglich
erhalt man eine nichttriviale Lésung spétestens bei i = n- m. (I

Bemerkung 3.15 Der obige Algorithmus bestimmt fiir zwei monische g-Rekursionsoperatoren L;
und L, aus F[x][g,] das so genannte symmetrische Produkt L; (L, von L, und L,. Das symmetrische
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Produkt L;®L, ist der monische g-Rekursionsoperator L minimaler Ordnung, fiir den L(f(x) -
g(x)) = 0 gilt, wobei f,g € Hy(F) mit L f(x) = 0 und Lrg(x) = 0. Betrachtet man g-holonome
Differentialgleichungen, so muss man die auftretenden g-Ableitungen Df (f(x) - g(x)) zunéchst
mit der g-Leibnizregel des Hahnoperators ausmultiplizieren, was zusatzlichen Aufwand bedeutet.
An dieser Stelle ist es also wesentlich effizienter mit dem g-Shiftoperator zu arbeiten.

Abschlieend stellen wir den Kompositionsalgorithmus vor.

Algorithmus 3.4 Bestimmung einer g-holonomen Rekursionsgleichung, die als Losung die
Komposition einer Losung einer g-holonomen Rekursionsgleichung mit einer Funktion g(x)
mit g(gx) = q°g(x) besitzt (qCompositionRE)

Eingabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung ¢, ax(x)ekf(x) = 0 der Ordnung n fiir
f(x) und eine Funktion g(x) mit g(gx) = ¢°g(x) fir ein b € N

Ausgabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung, die fir die Verkettung (f o g)(x) giiltig ist
und die Ordnung n besitzt

1 begin
2 Ansatz — Yo Ax(x)efF(x) = 0

3 RE «— Y p_o Ar(x)el"f(x)
n—1 a(x)

4 RE « Reduziere RE durch rekursive Anwendung von eff(x) — —> ;) = 6 esf(x)

5 Setze die Koefizienten von f(x), ..., e~ 'f(x) von RE Null.

6 Lose das resultierende lineare Gleichungssystem mit n Gleichungen nach den n + 1
Unbekannten Ap(x), ..., An(x) tiber F(x).

7 Substituiere x — g(x) in den Losungen Ax(x) und bilde somit die Lésungen
Ar(x) = Ak(g(x)) fuir k=0,..., n.

8 Setze die Losungen Ax(x) in Ansatz ein und multipliziere mit
lem(denom(Ag(x)), . .., denom(A,(x))).

9 return die so erhaltene g-holonome Rekursionsgleichung

10 end

Beweis Nach Satz 1.8 gilt &, (f 0 g) (x) = [egf(x)] und somit fur k € N

x=g(x)

sf; (fog)(x)=¢ex(fog)(x) = [S(qk)bf(x)} = [sqbkf(x)}x:g(x) = [ggkf(x)]ng(x) .

x=g(x)

Ausgehend von

L((fog) (x) =Y Aclx)es (f o g) (x) =

ZAk<x>ef;kf<x>]

x=g(x)

mit Ax(g(x)) = Ax(x) erhalt man durch rekursive Anwendung der aus der gegebenen g-holonomen
Rekursion gewonnenen Regel

die Darstellung

L((fog) (x)) =

i By(x) sf;f(x)]

x=g(x)

mit By(x) € F(x). Setzt man nun die Summe der letzten Gleichung Null und fithrt Koeffizienten-
vergleich bzgl. f(x), ..., &}~ 'f(x) durch, bekommt man ein homogenes lineares Gleichungssystem
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mit n Gleichungen und n + 1 Unbekannten Ag(x),...,An(x) tiber F(x). Da dieses Gleichungs-
system mehr Unbekannte als Gleichungen hat, besitzt es eine nichttriviale Losung. Indem man
A(x) = Ax(g(x)) in

D Ax(x)ekF(x) =0

einsetzt und anschliefend mit lem(denom(Ag(x)), . .., denom(A,(x))) multipliziert, erhalt man die
g-holonome Rekursionsgleichung fiir die Komposition (f o g)(x) der Ordnung n. O

Im Folgenden betrachten wir die implementierten Algorithmen in gFPS. Eine genaue Beschreibung
der Prozeduren ist in Kapitel 6 zu finden.

Maple-Sitzung 3.3 (g-Holonome Algebra)

> RE1:=5q[x,x] (F(x)) - (1+q) *Sq[x] (F (x) ) +g* (1+x"2) *F (x) =0;

RE1 := Sq,, (F(x)) — (1+q)Sq, (F(x)) +q(1+x*) F(x) =0
> RE2:=(1+x) *Sq[x] (F(x))-F (x)=0;

RE2 := (14 x)Sq, (F(x))—F(x)=0
Summe der g-Rekursionen
> gSumRE (RE1,RE2,F (%)) ;

-4 (1 +x2) (x2q3+qx+xq2+ 1 +q)F(x)+q(1+2q2+2q+2xq2+x+q4x2+qx+2x2q2+2x2q3
H@l + P+ G+ A+ L+ P+ ' x + P+ +25¢ + P+ 3¢+ qsxs)qu (F (x))
—l—(—l — 2q4x — 3q3x — 2x2q3 — q“x2 —2qgx — 2xq2 — 2x2q2 — q5x2 — qx2 — xsq3 — q4x3 —x—2q
-2q° — qs) (Sayy) (F(x)) + (xg” + 1) (g+ ax* + gx + x + 1) (Squ,y) (F(x)) =0

Produkt der g-Rekursionen
> gProductRE (RE1,RE2,F (x));

(14 x) (14 gx) Sq,., (F (x)) = (1 + x) (1 + q) Sq, (F (x)) + q (1 + x*) F(x) =0

Komposition der ersten g-Rekursion mit ax’
> gCompositionRE (REL,F (x),a*x"2);

Sq.. (F(x) + (1+q*) (¢°a’x* — 1) Sq, (F (x)) + q* (a®’x* + 1) (®a’x* + 1) F(x) = 0

Der Summenalgorithmus liefert i.Allg. keine Rekursionsgleichung minimaler Ordnung
> RE3:=gqHolonomicRE (x,F (x));

RE3 := Sq, (F(x)) —qF(x) =0
> RE4:=gHolonomicRE (1/x,F (x));

RE4 := qSq, (F (x)) = F (x) =0
> gSumRE (RE3,RE4, F (x)) ;

a(Sayy) (F(x)) + (=q" = 1) Sq, (F (x)) + qF (x) =0
> gHolonomicRE (x+1/%x,F (x));

q (1 —|—x2) Sq, (F(x)) + (—1 - q2x2) F(x)=0

Ein Mathematica-Package mit &hnlichen Funktionalititen wurde in [KKO9] prasentiert.
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Kapitel 4

Losen von g-holonomen
Rekursionsgleichungen

In diesem Kapitel widmen wir uns den Lésungen von g-holonomen Rekursionsgleichungen. Wie wir
bereits gesehen haben, kénnen g-holonome Rekursionsgleichungen in additiver und in multiplikativer
Form vorliegen und wir kénnen diese Darstellungen durch einfache Substitution ineinander tiberfiih-
ren. Wir betrachten an dieser Stelle gq-holonome Rekursionsgleichungen in multiplikkativer Form und
interessieren uns fiir polynomiale, rationale und q-hypergeometrische Lésungen dieser Rekursion. Bei
den q-hypergeometrischen Lésungen werden wir uns dann mit der Bestimmung eines g-Zertifikats
zufrieden geben. Ein g-Zertifikat entspricht einer einfachen g-hypergeometrischen Rekursionsglei-
chung erster Ordnung und diese Rekursion kann man, indem man sie in die additive Darstellung
bringt, lésen und damit die g-hypergeometrische Lésung explizit angeben.

4.1 Vorbereitungen zur Losungstheorie g-holonomer Rekursi-
onsgleichungen

Bevor wir auf die Losungstheorie der g-holonomen Rekursionsgleichungen eingehen, werden wir
zunachst einige nutzliche Hilfsmittel zur Verfigung stellen, die wir in diesem Kapitel benétigen.
4.1.1 Das g-Newton-Polygon

Definition 4.1 Sei R ein Ring. Eine Abbildung v: R — RU {oo} heift eine Bewertung auf R, wenn
fur alle «, 8 € R die folgenden Axiome gelten

a) v(0) =

(©) v(a+8) > min{v(a), v(8)}

(
(b) v(a - ) = v(a) + v(B)
(
d) v(a) # v(B) = v(a+B) = min{v(a), v(B)}.

Wir nennen v eine echte Bewertung, wenn zusatzlich gilt

(e) v(a) =00 = a=0.

Bemerkung 4.2 Wir werden im Folgenden die zwei echten Bewertungen vgeg und vgeg auf dem
Polynomring F[x| betrachten. Diese sind fiir a(x) € F[x| definiert als

baeg(a(x)) = —deg, (a(x)) @.1)
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und

Veg(a(x)) = ldeg, (a(x)), (4.2)
wobei deg, (a(x)) der Grad und ldeg, (a(x)) die x-adische Bewertung des Polynoms a(x) sein soll.

In der Dissertation [HorO8] wurde das g-Newton-Polygon ausfiihrlich behandelt. Wir schreiben im
nachsten Abschnitt zusammenfassend die wichtigsten Definitionen und Satze auf.

Definition 4.3 Sei
n
L= Z ai(x)es € Flx][eg]
k=0

ein g-holonomer Rekursionsoperator. Dann ist das zugehorige g-Newtonpolygon bzgl. der Bewer-
tung v definiert als

n
N, (L) := Konvexe Hiille von U {(k,y) | y>v(a(x))} CR%
k=0
Beispiel 4.4 Sei die Bewertung vgeg und
L= sg + (*x* — Deg + xsg — (x* +gx+ l)sg + xtey — (x* + q)
gegeben. Dann sind die Eckpunkte des g-Newton-Polygons N, (L) gegeben durch
{(0.-8).(1,-4).(2.-4).(4. -2).(5.0)} .

Der zum Term x sg’ gehorige Punkt (3, —1) liegt im Inneren des g-Newton-Polygons und ist demzu-
folge kein Eckpunkt.

— 34

-4

Abbildung 4.1 Das g-Newton-Polygon Ny, (L)

Im Folgenden betrachten wir die Steigungen der g-Newton-Polygone naher. Abschnitte des g-
Newton-Polygons mit Steigung w € Q bezeichnen wir als Kante w.

Definition 4.5 Das charakteristische Polynom zur Kante w € Q von N,(L) ist

_ k(k—1) _
Pruuw(T) = > q T T

ki
(k,v(akix')) liegt auf Kante w

mit L =) S arax'el € Flx][eg], wobei ko € No so gewihlt ist, dass T { Py, (T).
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Beispiel 4.6 Greifen wir Beispiel 4.4 auf und betrachten die charakteristischen Polynome zu allen
auftretenden Kanten bzgl. der Bewertung vgeg, S0 erhalten wir
PLug—1(T) = T — 1
PLigo(T) = ~T+ ¢
PLuee1(T) = °T> — q
PLuee2(T) = °T + q**.

Um das g-Newton-Polygon N,(L) eines gegebenen Rekursionsoperators L bzgl. einer Bewertung v
mitsamt der charakteristischen Polynome zu bestimmen, verwendet man

Algorithmus 4.1 Bestimmung des g-Newton-Polygons einer g-holonomen Rekursionsglei-
chung und die dazugehorigen charakteristischen Polynome (qQNewtonPolygon)

Eingabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung Lf (x) := >_;_ ax(x)eff(x) = 0 der
Ordnung n und eine Bewertung v

Ausgabe : Das g-Newton-Polygon als Liste von Eckpunkten und die charakteristischen
Polynome zu den Kanten als Liste von Paaren (w, Pp,,,,,(T)) mit w als Kante

1 begin

2 | NP0

3 charpols « ()
4 i—20

while i # n do
if a;(x) = O then next i

7 NP = NP U {(i, v(a;(x)))}

8 slope +— oo

) forj«— i+ 1tondo

10 if a;(x) = O then next j
11 S — U(aj(x)i:?(ai(x))

12 if s < slope then

13 slope +— s

charpol «— g™ s (Koeff. von a;(x) mit Bewertung v(a;(x)))

14
15 end
16 if s = slope then

charpol — charpol + q~"*)"*7"s. (Koeff. von g;(x) mit Bewertung v(a;(x))) - V"

17

18 ke —j

19 end

20 end

21 charpols = charpols U {(slope, charpol) }
22 i—k

23 end

24 NP = NP U {(n, v(a,(x)))}
25 return NP, charpols

26 end

Beweis Der Algorithmus geht folgendermafien vor. Zunachst wird in Zeile 7 der erste Eckpunkt
(i, v(ai(x))) des g-Newton-Polygons bestimmt. Daraufthin werden in der Schleife ab Zeile 9 alle
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Steigungen von diesem Punkt zu anderen Punkten (j, v(a;(x))) fiir j = i + 1,....n berechnet und
unter diesen wird die kleinste Steigung (beachte Konvexitat) und der am weitesten rechts gelegene
Punkt mit dieser Steigung ermittelt. Die Position wird in der Variablen k und die Steigung der
Kante in slope gespeichert. Ferner wird wahrend des Schleifendurchgangs das charakteristische
Polynom charpol zur Kante slope entwickelt. Dazu wird charpol mit dem Koeffizienten von a;(x) mit
Bewertung v(a;(x)) initialisiert (Zeile 14). In den Zeilen 16 bis 19 werden weitere Summanden des
charakteristischen Polynoms hinzugenommen, falls der aktuell betrachtete Punkt auf der Kante
slope liegt. Die charakteristischen Polynome werden in charpols zusammen mit der Kante slope
gespeichert. Der Punkt (k, v(ax(x))) ist der nachste Eckpunkt des g-Newton-Polygons. Aus diesem
Grund wird i auf k gesetzt und der Vorgang wiederholt. Ist k = n, so wird der Iterationsvorgang
abgebrochen und als letzter Punkt des g-Newton-Polygons wird (n, v(a,(x))) zu der Menge der
Eckpunkte des g-Newton-Polygons NP hinzugeftigt. (I

Der zentrale Satz dieses Kapitels aus [HorO8], den wir an vielen Stellen nutzen werden, ist

Satz 4.7 Sei f(x) eine g-hypergeometrische Losung von Lf(x) = O mit g-Zertifikat r(x) = ¢ téx))

wobei L = )¢ ax(x)el € Flx][eg], ¢ € F*, s(x), t(x) € F[x], ged(s(x), t(x)) = 1 und s(x), t(x) bzgl.
der gegebenen Bewertung v normiert'. Dann besitzt das g-Newton-Polygon N,(L) eine Kante der
Steigung w = — (v(s(x)) — v(t(x))). Ferner gilt

PL,v,w(C) = 0.

Beweis Sei also f(x) eine g-hypergeometrische Losung mit obigen Voraussetzungen gegeben. Die
erste Teilaussage, die besagt, dass das g-Newton-Polygon eine Kante der Steigung w = —(v(s(x)) —
v(t(x))) besitzt, ist in [Hor08] nachzulesen und verwendet u.a. Legendre-Transformationen von
Bewertungspolygonen. Wir beweisen die zweite Teilaussage. Man erhdlt mit g,f(x) = f(x)r(x)
durch Induktion &f(x) = f(x) [T, € r(x) fiir k € N. Folglich gilt

i=0 q
n k—1 ' n k—1 ' S(X)
Lf(x) = (Z ac(x) [ ] Sér(x)> Slx) = <Z ar(x)c* T ] e;t(x)> Slx)=0
k=0 i=0 k=0 i=0
bzw. nach Multiplikation des linken Faktors mit [}, elt(x)

> a(x)c" 1:[ el (s(x)) H el (t(x)) = 0.
Definiere nun

P(T) := <ak(x) 1:[ sfz (s(x)) 1:[ sfz (t(x))) T*

=:bi(x)

so gilt offenbar P(c) = 0.

Wir betrachten nun das Polynom P(T) als Polynom in x und fithren Koeffizientenvergleich durch.
Dazu selektieren wir die Polynome by (x), deren Bewertung minimal ist, aus, denn deren Leitko-
effizient tragt zum hoéchsten Koeffizienten (vgeg) bzw. deren FuBkoeffizient trdgt zum niedrigsten
Koeffizienten (vjgeg) von P(T) bzgl. x bei. Jeder Koeffizient ist ein Polynom in T und besitzt ¢ als
Nullstelle. Die Bewertung von by (x) ist gegeben durch

v(br(x)) =v <ak 1:[ 1:[ e )

!
M» $
c
=3
~
=
=
=
=

= v(a(x)) + k U(S(X)) + (n— k)ov(t(x))
= v(ar(x)) — kw + no(t(x)),

IFir v = vgeg gelte leoeff(s(x)) = lcoeffx(t(x)) = 1 und fiir v = videg gelte tecoeff(s(x)) = teoeffx(t(x)) = 1.
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wobei wir hier nur Bewertungen (vgeg und vigeg) verwenden, die mit dem g-Shift vertréglich sind,
d.h. fiir die v(ggg(x)) = v(g(x)) gilt, sonst kénnten wir die zweite Gleichung nicht folgern. Der Term
nv(t(x)) ist nicht abhéngig von k und kann vernachléssigt werden. Die Bewertung v(by(x)) wird
minimal, wenn der dazugehoérige Punkt (k, v(ax(x)) auf der Kante w des g-Newton-Polygons N, (L)
liegt, denn es gilt zum Einen

V(A (%)) — v(:(x))

kmin —i

<w = V(g (%)) = knnw < v(ag(x)) —iw

fiir alle i < kpin und zum Anderen

V(A (%)) = V(@i (x))
Komax — 1

>w = v(a,, (X)) — knaxw < v(ai(x)) —iw

fur alle i > Jkgnax, Wobei ki, den Kkleinsten Index und k. den grofiten Index bezeichne, flir den
(k, v(a(x))) auf der Kante w liegt. Fiir solche i mit knin < i < kmax, bei denen (i, v(a;(x))) nicht
auf der Kante w liegt, gelten offenbar ebenfalls obige Abschitzungen und somit ist die Bewertung
dort nicht minimal.

Wihle im Folgenden v = vgeg, also w = deg, (s(x)) — deg, (t(x)). Betrachten wir nun den Leitkoef-
fizienten von by(x), dann bekommen wir

k—1 n—1
lcoeff, (bi(x)) = lcoefl, (ax(x)) H '8 (s(x)) H qldee: (1)
i=0 i=k

— leoeff, (ag(x))q 7 deg(s(x) g (M5 = K5 deg (1(x)

— lcoeff, (a(x))q 7~ (det(s(x) —deg (1(x)) ¢ "5 deg (1(x)

= lcoeff(ax(x) qk(k;” qu("';l) deg, (t(x)

Der Faktor qn(nz_ Hdeg (1(x) jst unabhéngig von k und kann somit gektirzt werden. Der Fall v = vigeg
verlauft analog durch Betrachtung des niedrigsten Koeffizienten von by(x). Man erhélt dann mit

w = — (Ideg,(s(x)) — ldeg, (t(x)))

(1) ) n(n=1)
teoeff (br(x)) = tcoeﬂx(ak(x))q—klequlldegx(t(X))‘

Wiederum kann der konstante Faktor qn(n'; Hideg, (¢(x)) bzgl. k vernachlassigt werden.

Nach obigen Betrachtungen gilt also zusammenfassend

_ k(k—1)
> q " gt = Pryw(c)d® =0
ki
(k,v(agx')) liegt auf Kante w

mit aj; und ky aus Definition 4.5, also die Behauptung. O

4.1.2 Lokale Typen g-hypergeometrischer Terme

Wir mochten im Folgenden Informationen tiber g-hypergeometrische Terme liefern, die uns spater
befahigen, Losungstypen von g-holonomen Rekursionsgleichungen (wie in [CHO5] fir den klassi-
schen Fall) anzugeben. Dazu benétigen wir einige Definitionen.

Definition 4.8 Seien «, 8 € F. Wir fithren folgende &,-Relation ein
a~, B = a=d'Bfireink€eZ
Die g4-Relation ist offenbar eine Aquivalenzrelation, so dass wir die e;-Aquivalenzklasse von o € F

mit
da:={da | keZ}
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bezeichnen. Wir nennen a und 8 g;-dquivalent, wenn a ~._ S gilt. Ferner ist F/ ~, die Menge aller
sq—Aquivalenzklassen. Die Funktion

log{ da — 7. da — k
gibt die g-Shiftdifferenz zu o an.

Definition 4.9 Sei p ein Polynom aus F[x] und & € F. Dann bezeichne
35 :={BeF | p(B) =0 und B€ ¢ a}

die Nullstellenmenge von p(x) bzgl. a.

Definition 4.10 Wir sagen
a>, B = a=d"B firein ke N,

fir 8 € q“a und bezeichnen die Ordnungsrelation >, als g-Ordnung. Mit dieser g;-Ordnung
definiert man das g,-Maximum bzw. g,-Minimum einer nichtleeren, endlichen Menge M € q”“a und
bezeichnet es als max, (M) bzw. min, (M).

Lemma 4.11 Sei
r(x) = S it s(x), t(x) € F[x]. (4.3)

Die rationale Funktion r(x) kann man wie folgt als formale Potenzreihe um O und als formale
Potenzreihe im Unendlichen (x = i und Entwicklung um Entwicklungspunkt y = 0) ausdriicken.
Es gilt

r(x) = cox™ (1 4+ O(x)) (4.4)
und
' @) = oy (1+0(y")) (4.5)
mit?
o = m €F* und v — Ideg,(s(x)) — ldeg, (t(x)) € Z
und

lcoeff, (s(x))

Coo = lcoeff, (t(x))

€F* und v = —(deg, (s(x)) —deg,(t(x))) € Z.

Beweis Wir entwickeln die zu r(x) zugehdérige Potenzreihendarstellung. Dazu gelten obige Formeln.
Wir erhalten einerseits

_ S0 | xR s(x)
r(x) = ) =X Pideg, (1(0) t(x)

=x" (o + O (x')) = cox™ (1 + O (x))
und andererseits mit x = i und Polynomen 5(y), i{(y) € Fy]

1\ s, xderdst) g(x)
r — = — - = e
tx) T xdm) t(x)

2Wir kénnen auch schreiben vp = videg(S(X)) — Videg (£(X)) bzW. Voo = vaeg(s(X)) — vdeg(t(x)).
3Das Polynom 3(y) bzw. #(y) entsteht aus s(x) bzw. t(x) durch Umkehrung der Reihenfolge der Koeffizienten.
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Definition 4.12 Ein g-hypergeometrischer Term f(x) besitzt den lokalen Typ in O
1typo (f(x)) = (co. vo)
wenn das g-Zertifikat r(x) von f(x) die Darstellung
r(x) = cox™ (14 O(x"))
besitzt, wobei ¢g € F* und vy € Z sind. Ferner sagen wir f(x) besitzt den lokalen Typ im Unendlichen
1P (/(%)) = (coo Uoc) -

wenn r(x) die Darstellung

besitzt, wobei ¢, € F* und vy, € Z sind.

Beispiel 4.13 Sei

(o) = (1+ag9)(1 - qx)
x(1+2x)%2(1 — ¢?x)

das g-Zertifikat des g-hypergeometrischen Terms f(x). Fur die lokalen Typen ergeben sich einer-
seits mit o = ;=5 =1lund vy = (0+0) — (1+0+0)) =0—1=—-1in0

Itypo(f(x)) = (1. -1)

und andererseits mit c,, = % =tundve =—((1+1)—(1+2+1)) =—(2—-4) =2im
Unendlichen

4

im0 = (1.2).

Definition 4.14 Ein g-hypergeometrischer Term f(x) mit g-Zertifikat r(x) besitzt den lokalen Typ

an der Stelle p € F
ltypp Z mult(p Z mult(p
pe3t pe3!

mit r(x), s(x), t(x) aus Darstellung (4.3), wobei mult(p) die Vielfachheit der Nullstelle p bezeichnet.
Beispiel 4.15 Fiihren wir nun Beispiel 4.13 fort, so erhalten wir die lokalen Typen

ltyp, 1 (f(x)) =1-1=0. ltyp_,(f(x)) = 1 und ltyp_, (f(x)) = —2.

Die lokalen Typen an anderen Stellen (Stellen, die nicht g;-dquivalent zu den Nullstellen der Zahler-
bzw. Nennerpolynome sind) sind O.

Die folgenden g-Fuchs-Relationen ([CHO5]) sind ein wichtiges Hilfsmittel, um spéter im Kapitel die
Menge der Kandidaten fur g-hypergeometrische Losungen einzuschranken.

Satz 4.16 Es gelten die so genannten g-Fuchs-Relationen

Vo + Voot Z ltypp(f(x)) =0 (4.6)
@#p€ (F/rey)”

und

Co ~e, Coo H (_p)ltypp(f(X)) @.7)
q’p€ (F/N%)*

fiir einen g-hypergeometrischen Term f(x).
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Beweis Beide Relationen beweist man durch Angabe zweier verschiedener Wege zu addieren bzw.
zu multiplizieren. Wir zeigen zunachst (4.6) und verwenden die Notationen aus Lemma 4.11, wobei
s(x)

r(x) = (o das g-Zertifikat von f (x) sei. Dann gilt offenbar

wt Y, lyp,(f(x)) = deg,(s(x)) — deg,(t(x)) = ~v.

q’pe (F/Ngq)*
Die zweite g-Fuchs-Relation (4.7) folgt mit dem Satz von Vieta aus

lcoeff, (s(x)) H

JR, UG teoeff (s(x))
lcoeff, (t(x))
————

& —— = (p.

(=p tcoeff . (t(x))

Gp€ (F/rey)”

Coo

Es gilt nicht unbedingt Gleichheit, da der linke Ausdruck nur bis auf g-Shifts eindeutig ist (die
Darstellung ist abhéngig von der Reprisentantenwahl von g”p). (]

Definition 4.17 Zwei g-hypergeometrische Terme f(x) und g(x) sind vom selben Typ, wenn

569 g
g(x) € F()

gilt.

Definition 4.17 liegt begriindet in

Satz 4.18 Zwei g-hypergeometrische Terme f(x) und g(x) sind genau dann vom selben Typ, wenn
die lokalen Typen von f(x) und g(x) an jeder Stelle, in O und im Unendlichen tibereinstimmen®.

Beweis Sei r(x) das g-Zertifikat von f(x) und 7(x) das g-Zertifikat von g(x). Ferner seien f(x) und
g(x) vom selben Typ, d.h. es gelte

Sx)

—— = h(x) € F(x).

o) "€
Dann gilt offenbar

h h
£h(x) = —f(x) bzw.  r(x) = £h(x) F(x).
h(x) (%) h(x)

Anhand der letzten Gleichung sieht man, dass die lokalen Typen von f(x) und g(x) an jeder Stelle,
in O und im Unendlichen gleich sein miissen, denn der rationale Ausdruck S‘;l’z)(:)c) fiihrt zu keiner

Veranderung der lokalen Typen von g(x), da dort der lokale Typ ltyp,(h(x)) an jeder Stelle p Null
ist und ferner

ltypoo (h(X)) — <qdegx(numer(h(x)))7degx(denom(h(x))) . 0)
und
ltypo(h(x)) _ (qldegx(numer(h(x)))—ldegx(denom(h(x))) , 0)

gilt. Ausnahmen sind also die Gréf3en ¢y, und c., bei der die Aussage nur bis auf g-Shifts richtig
ist. Stimmen die lokalen Typen umgekehrt tiberein, so ist der Quotient der g-Zertifikate ;Eﬁg nach
Definition der lokalen Typen das g-Zertifikat einer rationalen Funktion. Folglich sind die g-hyper-

geometrischen Terme auch vom selben Typ. ]

4.2 Polynomiale Losungen g-holonomer Rekursionsgleichungen

Wir beschéaftigen uns zu allererst mit polynomialen Losungen von g-holonomen Rekursionen. Die
folgenden Algorithmen sind in [APP98] bzw. [B6i98] zu finden.

4Bei den lokalen Typen in 0 und im Unendlichen miissen die jeweiligen Grofien co und cso nur bis auf g-Shifts tiberein-
stimmen.
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4.2.1 Obere Gradschranke polynomialer Losungen

Wir méchten zunéchst eine obere Gradschranke fiir alle moglichen polynomialen Losungen einer
g-holonomen Rekursionsgleichung ermitteln.

Algorithmus 4.2 Bestimmung einer oberen Gradschranke aller polynomialen Losungen einer
g-holonomen Rekursionsgleichung (qPolUpperBound)

Eingabe : Eine g-holonome Rekursion Y. ax(x)ehf (x) = 0 mit a(x) = > 7% ajx’

Ausgabe : Obere Gradschranke N der polynomialen Losungen f(x)

1 begin
2 m «— max{deg, (ax(x)) | k=0,...,n}
s | Pl — Xt

4 s « min{k € Ng | aym # 0}
5 t — max{i € Ny | ¢' teilt agn}

for i — t downto O do
if p(q') = O then
‘ return ¢

9 end

10 end

11 return -1

12 end

Beweis Sei . ar(x)elf(x) = 0 mit ax(x) = Y. ax’ fir k = 1,...,n gegeben, wobei m
das Maximum der Grade der Koeflizientenpolynome der g-holonomen Rekursion ist. O.B.d.A. gelte
i € K|g]. Ferner sei f(x) = Z}:o Bi¥ mit B, # O eine polynomiale Lésung der g-holonomen
Rekursionsgleichung. Dann gilt

Z ak(x)sf;f(x) =0

nom r
Z ak-LquijiJrj =0
k=0 i=0 j=0
n
<Z akmﬂqur> X™T 4 ... =0 | Koeffizientenvgl. bzgl. héchstem Koeffizienten
k=0

.Br Z Aem (qr)k =0.
k=0

Sei p(x) = Y r_, ®mx*. Dann muss wegen B, # 0 und der letzten Gleichung " eine Nullstelle von
p(x) sein. Wir suchen nun also nach dem grétem [ € Ny, so dass p(q') = 0 gilt. Sei dazu s der Index
des niedrigsten von Null verschiedenen Koeffizients, also s = min{k € Ny | @, # 0} und t der
héchste Exponent von g, so dass q' den Koeflizienten gy, teilt, also t = max{i € Ny | ¢' teilt agn}.
Dann folgt aus p(q') =0

Crm@™ + ..+ Ao 1mG TV + asmg® =0

q° (anmql(”‘s) . Fasiimg + asm> =0 ‘ Asm = Agmq' it dsm € K[q]
@ 4 Asi1m@ + Asmgt =0
(anmql(nfsfl) + ...+ a$+1m> qd + @smg' = 0.

Da das Absolutglied von &g, von Null verschieden ist (¢ ist maximal), folgt schlieflich ! < t. Die
obere Gradschranke N ist also gegeben durch N = max {l € {0,1,2,...,t} | p(¢') = 0}. O
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Alternativ kénnen wir mit den eingefiihrten Notationen fir das g-Newton-Polygon und den dazu-
gehorigen charakteristischen Polynomen die Gradschranke auch mit Hilfe des folgenden Satzes
bestimmen.

Satz 4.19 Sei f(x) eine polynomiale Lésung der g-holonomen Rekursionsgleichung

Lf(x) == Y ax(x)elf(x) = 0.

dann gilt
PLuwso <qdegx(f()<))) = 0.

Beweis Sei f(x) eine polynomiale Losung von Y i, ax(x)eff(x) = 0 und L der zugehorige Re-
kursionsoperator. Dann gilt fiir das g-Zertifikat von f(x) = ZjN:o Bix mit N = deg, (f(x)) und
1
y

X =

Bv—1q”" —
=$‘J(x)=ql"XNJr 5 X 1er=<2Ny°(1+(9(y1))
J(x) xN—i-%xN*l—i—...

r(x)
Es folgt somit mit Satz 4.7 P .0 (q") = 0. O

Anders notiert kénnen wir also auch alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms Py, 0 der
Form ¢* mit k € Ny betrachten und unter diesen den gréfiten Exponenten als obere Gradschranke
verwenden.

4.2.2 Polynomiale Losungen g-holonomer Rekursionsgleichungen

Nun kénnen wir alle polynomialen Losungen einer g-holonomen Rekursionsgleichung bestimmen.

Algorithmus 4.3 Bestimmung aller polynomialen Losungen einer g-holonomen Rekursions-
gleichung (gPolynomialSolveRE)

Eingabe : Eine g-holonome Rekursion Y\, ai(x)esf(x) = 0

Ausgabe : Alle polynomialen Lésungen f(x) der g-holonomen Rekursion

1 begin
2 N «+ obere Gradschranke aus Algorithmus 4.2
if N < 0 then
‘ return ,Es existieren keine polynomialen Losungen. “

5 end
N .

6 J(x) — ijoﬁjxj

7 Setze f(x) in die g-holonome Rekursionsgleichung ein und betrachte die linke Seite der

Gleichung als Polynom in x.

8 Lose das durch Koeflizientenvergleich erhaltene lineare Gleichungssystem in den N + 1
Unbekannten By, ..., B8y tber F .
9 if eine Lésung existiert then
10 Setze die Losung in f(x) ein.
11 return f(x)
12 end
13 return ,Es existieren keine polynomialen Lésungen. “

14 end




4.3. Rationale Losungen g-holonomer Rekursionsgleichungen 53

In [ABP95] wird eine andere Methode zum Bestimmen von polynomialen Losungen prasentiert, die
in einigen Fallen effizienter als das in Algorithmus 4.3 beschriebene Verfahren ist, da ein kleineres
lineares Gleichungssystem betrachtet wird.

Wir wollen im Folgenden alle Losungen der in der nachsten Maple-Sitzung auftretenden g-holo-
nomen Rekursionsgleichungen bestimmen. Die polynomialen Losungen werden an dieser Stelle
ermittelt. Die zweite g-holonome Rekursion besitzt offenbar keine polynomialen Losungen, wah-
rend die erste Rekursion ax mit a € F als Losung besitzt.

Maple-Sitzung 4.1 (Polynomiale Losungen g-holonomer Rekursionsgleichungen)
> RE1l:=g*Sq[x,x] (F(x))—-(1+g"2) *Sq[x] (F (x) ) +g*F (x)=0;

REI := (Sq,,) (F(x))q— (1+q°) Sq, (F (x)) + qF (x) =0
> RE2:=g* (g*xx—1) *Sq[x,x] (F(x))+(1-g"3*xx"2) *Sq[x] (F(x))-x* (1-g"2xx) «F (x)=0;

RE2 := q(qx — 1) (Sq,,) (F(x)) + (1 —x°q") Sq, (F (x)) = x (1 — xq°) F(x) =0
> gPolynomialSolveRE (REL, F (%)) ;

ap X
> gPolynomialSolveRE (RE2,F (x));

Error, (in gPolynomialSolveRE) there exists no polynomial solution

4.3 Rationale Losungen g-holonomer Rekursionsgleichungen

In diesem Abschnitt sind wir an allen rationalen Losungen einer g-holonomen Rekursionsgleichung
([Abr95]) interessiert.

4.3.1 Die g-Dispersionsmenge

Wir betrachten im Folgenden den Nenner einer rationalen Losung genauer und stellen darauthin
Beziehungen zu der g-Dispersionsmenge her.

Lemma 4.20 Sei f(x) eine rationale Losung der g-holonomen Rekursionsgleichung

n
Z ak(x)sgf(x) =0
k=0
der Ordnung n mit a; € F[x] und sei xo # O ein Pol von f(x) der Ordnung m. Dann gilt

() Wenn gxp. . . ., ¢"xo keine Pole von f(x) sind, dann ist (x — xo)™ ein Teiler von ag(x).
(b) Wenn g~ 'xo, ..., q "xo keine Pole von f(x) sind, dann ist (x — xo)™ ein Teiler von a,(q™"x).
m

(©) Wenn gxp, . ..,q"% und g 'xo,...,q "xo keine Pole von f(x) sind, dann ist (x — x)™ ein

Teiler von ged(ap(x), an(g "x)).

Beweis Wir stellen die g-holonome Rekursionsgleichung wie folgt um

ap(x)f(x) = — (al (x)egf(x) +...+ an(x)sgf(x))

und betrachten die rechte Seite dieser Gleichung. Sie besitzt nach Voraussetzung von (a) keinen
Pol in xp. Folglich hat auch die linke Seite keinen Pol in xy. Das kann allerdings nur richtig sein,
wenn (x — xo)™ ein Teiler von ag(x) ist, da xo ein Pol von f(x) der Ordnung m ist. Die Aussage (b)
erfolgt analog durch Betrachtung der Gleichung

an(q "x)f(x) = — (ao(q_"x)sq_”f(x) +...+ an_l(q_"x)sq_lf(x)) .

Die Aussage (c) folgt direkt aus den beiden vorigen Aussagen (a) und (b). O
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Bemerkung 4.21 Lemma 4.20 ist nicht fiir x; = O giiltig. Die Zahl O spielt im g-Fall eine besondere
Rolle, da ged(x — xo, g5 — Xo) 7# 1 mit xo € F nur dann gilt, wenn xo = O ist. Wir nennen 0 aus
diesem Grund eine spezielle Singularitéit. Im Folgenden werden wir zunachst rationale Losungen
von g-holonomen Rekursionsgleichungen betrachten, bei denen keine spezielle Singularitat, also
kein Faktor der Form x ™ mit j € N, auftritt.

Lemma 4.22 Sei v(x) der Nenner einer rationalen Losung f(x) der g-holonomen Rekursionsglei-
chung

n
Z ak(x)ef;f(x) =0
k=0
der Ordnung n mit a; € F[x] und a € F. Ferner sei 3% # () (siehe Definition 4.9). Dann gilt

(2) max. 3y € 3¢,

i a 24
(b) min,,3; € 3,
(0 34 C {mingq3‘;‘q,nan, e ,maxsq3go}5.
Beweis

(@) Es gibt keinen g,-groferen Pol von f(x) bzgl. o (bzw. keine g4-grofiere Nullstelle von v(x)
aus 37) als max, 37. Nach Lemma 4.20 (a) ist dann max, 3} eine Nullstelle von ap(x), also
max, 35 € 35 .

(b) analog zu (a) mit Lemma 4.20 (b)
(c) Es gilt offenbar mit (a) und (b) max£q3fj < maxgq:igo und minqufj > mingqf}‘z_na . Folglich gilt
q n

3¢ C {mingq3gq_na e ,maxgq3‘;‘o}.

n

O

Bei Summationsalgorithmen, wie z.B. dem Gosper-Algorithmus ([Koe98]), taucht der Begriff der
Dispersionsmenge auf. Wir definieren nun das entsprechende g-Analogon und kénnen mit der g-
Dispersion z.B. ,messen®, ob zwei Polynome gemeinsame g;-aquivalente Nullstellen tiber ihrem
Zerfallungskérper besitzen und wenn ja, wie weit diese maximal auseinander liegen®.

Definition 4.23 Die g-Dispersionsmenge zweier Polynome p € F[x] und r € F|x] ist definiert als
Disp,(p(x), r(x)) := {j € No | ged(p(x), &r(x)) # 1} . (4.8)
Mit der g-Dispersion von p(x) und r(x) bezeichnen wir die Zahl
disp,(p(x), r(x)) := max Disp,(p(x), r(x)).” (4.9)

Bemerkung 4.24 Sind beide Polynome p(x) und r(x) durch x teilbar, so wiirde nach obiger Defi-
nition die g-Dispersionsmenge unendlich sein. Deshalb legt man in diesem Fall

Disp,(p(x), r(x)) := Disp,(p(x), 7(x))
fest mit p(x) = p(x) - x* und r(x) = 7(x) - x' und maximalen k € Ny und 1 € N.

Offensichtlich gilt

5Die rechte Menge ist folgendermafen zu verstehen. Die Elemente werden beginnend mit dem linken Element bzgl. der
£g-Ordnung sukzessive inkrementiert, also mit g multipliziert, bis das rechte Element erreicht ist. Ist die obere Grenze
£q-kleiner als die untere, so ist die Menge leer.

SDie Abbildung, die zwei Polynomen p(x) und r(x) ihre g-Dispersion (q-Dispersionsmenge) zuordnet, ist nicht kommu-
tativ. Die obige Aussage kann man Uberpriifen, indem man sowohl die g-Dispersion (g-Dispersionsmenge) von p(x) und
r(x) als auch die g-Dispersion (g-Dispersionsmenge) von r(x) und p(x) bestimmt.

“Wenn die g-Dispersionsmenge leer ist, so definiert man disp,(p(x), r(x)) := —oo.
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Korollar 4.25 Fur die g-Dispersion N zweier Polynome p(x) und r(x) gilt
N = max ({log?, (max,,3¢) ~ log?, (min,,3}) | @€ Fmit 33 0 und 33 0} NNo) .

Wir wollen nun einen Algorithmus angeben, der die g-Dispersionsmenge zweier Polynome p(x) und
r(x) bestimmt. Der folgende Algorithmus ist eine Modifikation des Algorithmus aus [MW94] bzw.
[KoeO6].

Algorithmus 4.4 Bestimmung der g-Dispersionsmenge zweier Polynome (gDispersion)

Eingabe : Zwei Polynome p € F|x] und r € F[x]

Ausgabe : Die g-Dispersionsmenge Disp,(p(x), r(x))

1 begin
2 | DS
3 Bestimme p(x) mit p(x) = p(x) - x* und maximalem k € Ny
4 Bestimme 7(x) mit r(x) = 7(x) - x! und maximalem [ € N,
5 Faktorisiere p(x) und r(x) tiber F
for jeden irreduziblen Faktor p(x) von p(x) do
for jeden irreduziblen Falctor 7(x) von r(x) do
n « deg,(p(x))
9 m «— deg, (7(x))
10 if n = m then
11 a « coeff(p(x), n)
12 b « coeff,(p(x), 0)
13 ¢ « coeff(7(x), n)
14 d « coeff(F(x),0)
15 if (¢") = % mitj € No then
16 if cg"p(x) = ar(g'x) then
17 | DS — DsU {j}
18 end
19 end
20 end
21 end
22 end
23 return DS
24 end

Beweis In der ersten Zeile des Algorithmus wird die spatere g-Dispersionsmenge mit der lee-
ren Menge initialisiert. Darauthin wird Bemerkung 4.24 angewendet. Wir berechnen also nun
die g-Dispersionsmenge von p(x) und r(x). Wir zeigen zunéchst, dass die g-Dispersionsmenge
zweier irreduzibler Polynome p(x) und 7(x) durch die Zeilen in dem Rumpf der for-Schleifen be-
stimmt werden. Sei j € Ny die g-Dispersion der beiden Polynome p(x) und F(x), es gelte also
ged(p(x), eh7(x)) # 1. Dann miissen aufgrund der Irreduzibilitit die Grade der beiden Polynome
tibereinstimmen, welches die erste if-Abfrage begriindet. Die beiden Polynome p(x) und &7(x)
mussen sogar assoziiert zueinander sein, d.h. es muss gelten

C - i~
aq’”p(x) = g (x) (4.10)
mit den im Algorithmus angegebenen Belegungen. Fur die Absolutglieder gilt dann
C n oad
—q¢d"b=d  bzw. = —.
—d aw. (¢ = -
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Die Koeffizienten b und c sind nicht 0, da zum einen p(x) ein nichttriviales Absolutglied besitzt
(x t p(x)) und zum anderen n der Grad von 7(x) ist. Folglich ist die g-Dispersionsmenge leer, wenn
es kein j € Ng mit (q”)j = ab—f gibt. Aus diesem Grund tuberpriift man zunéchst, ob ein solches j € Ny
existiert, bevor man versucht die Gleichheit (4.10) nachzuweisen. Um die g-Dispersionsmenge der
beiden Polynome p(x) und r(x) zu bestimmen, werden diese Schritte fir jedes Paar irreduzibler
Faktoren durchgefiihrt und die erhaltenen Werte in der Menge DS gesammelt. (]

4.3.2 Nennerschranke rationaler Losungen

An dieser Stelle méchten wir einen Algorithmus vorstellen, der uns eine Nennerschranke rationaler
Losungen von g-holonomen Rekursionsgleichungen liefert. Definieren wir zunachst, was wir genau
unter einer Nennerschranke verstehen wollen.

Definition 4.26 Sei f(x) eine rationale Losung einer g-holonomen Rekursionsgleichung. Eine Nen-

nerschranike von f(x) ist ein Polynom v(x) aus F[x], so dass f(x)v(x) € F[x] gilt.

Mit dem Wissen aus dem vorigen Abschnitt kénnen wir nun eine Nennerschranke fiir eine rationale
Losung (ohne spezielle Singularitat) einer g-holonomen Rekursionsgleichung unter Modifikation
des Satzes des klassischen Falls aus [WeiO1] angeben.

Satz 4.27 Sei

z": ak(x)sf;f(x) =0 (4.11)

eine g-holonome Rekursionsgleichung und N := disp,(an(q~"x), ao(x)). Dann ist

N N
v(x) := ged <H gq—(n+i)an(x), H ef]ao(x)> (4.12)

i=0 i=0
eine Nennerschranke aller rationalen Losungen f(x) = ?((3 der g-holonomen Rekursionsgleichung

mit s, t € F[x] und x { t(x).

Beweis Wir kénnen die g-holonome Rekursionsgleichung (4.11) wie folgt umstellen

ao(x)f(x) + ai (x)egf (x) + ...+ an,l(x)sgflf(x)'

an(x)

s;f(x) = —

Wenden wir nun die Operatoren g ', &2, ..., "

0 auf diese Gleichung an, so erhalten wir

ao(q ' x)e  f(x) + ar(q ' x)f(x) + ... + a1 (g x)el 2 f(x)

an(q='x)
nz ey @0(@72X)e 2 f(x) + ai(@2x)e, (%) + ..+ an1 (g 2x) el 3 (x)
gq f(x)__ -9
an(q X)
NV V() + a (g V) e N () + ..o+ anm1 (g V) e N (x
gg,Nf(X):7ao(q Jeg S () + ar(q e TS+ ana(@TX)eg TS ()

an (q_NX)

Die rechten Seiten dieser Gleichungen setzt man nun in die erste Gleichung ein und erhalt

o () e (x)

ef(x) = 5 . mit &, € Fx].
! [Ti=o an(q~'x)
Nach Definition der g-Dispersion N sind die Pole von sgf(x) verschieden von den Polen von
el 7 Nf(x), . ... &, Nf(x) (sie sind mehr als N g-Shifts voneinander entfernt). Folglich sind die Po-

le von f(x) bestimmt durch das Produkt der a,(q"'x) mit i = 0,...,N. Sei nun also v(x) eine
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Nennerschranke einer rationalen Losung f(x) = f((g mit obigen Voraussetzungen, dann gilt

N
x) | Han(q‘ix) bzw. ) | Ha —(n+i)

i=0

Analog zeigt man nach Umstellen der Rekursionsgleichung (4.11) nach f(x) und durch Anwenden

N
der Operatoren &g, .. ., &

N
v(x) | [ aolda'x)
i=0
und somit folgt die Behauptung. (|

Der Fall, bei dem das Nennerpolynom einer rationalen Lésung f(x) durch x teilbar ist, muss
gesondert betrachtet werden, da wir die Argumentationen des Beweises von Satz 4.27 hier nicht
anwenden kénnen. Grund dafiir ist, dass f(x) eine spezielle Singularitit bei O besitzt und Aussagen,
wie z.B. Lemma 4.20, dann nicht mehr giiltig sind. Fiir den Fall, dass ¥ mit O # j € Z ein Faktor
von f(x) ist, formulieren wir

Satz 4.28 Sei f(x) eine rationale Lésung der g-holonomen Rekursion Lf (x) := >, _, ar(x)elf(x) =

0 der Form f(x) = »/ fé)’:)) mitj € Z, s(x), t(x) € F[x], ged(s(x), t(x)) = 1, x{ s(x) und x { t(x). Dann
gilt
PLledeg'O (q]) = 0.

Beweis Wir betrachten das g-Zertifikat r(x) von f(x) und erhalten

Ll @0t e
0=~ g sl 1 O

Mit Satz 4.7 folgt dann die Behauptung. ]

Mit Algorithmus 4.5 aus [Abr95] kénnen wir die Nennerschranke v(x) aus Satz 4.27 bestimmen.

Algorithmus 4.5 Bestimmung einer Nennerschranke aller rationalen Losungen einer g-holo-
nomen Rekursionsgleichung (qUniversalDenominator)

Eingabe : Eine g-holonome Rekursion Lf (x) := > ¢, ax(x)esf(x) =

Ausgabe : Eine Nennerschranke aller rationalen Lésungen f(x) der g-holonomen Rekursion

1 begin

2 g(x) « ged(e; "an(x), . .. ,s;lal (x), ag(x))
&g an(x)

3 p(x) «— ax)

s | )= 55

5 DS « Disp,(p(x), r(x)) unter Verwendung von Algorithmus 4.4

for i € DS (in absteigender Reihenfolge) do
di(x) < ged(p(x). g;r(x))

8 p(x) — 5(();))

r(x)
r(x) — sq_idi(x)

10 end

11 j<— max{0}U {m €N | PLygo(qg™™) = O}

return ¥g(x) [] f[ g, di(x)

12 i€DS k=0

13 end
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Beweis Zum Beweis verwenden wir die gff-Notation (greatest factorial factorization) von Pau-
le ([Pau95]) in der g-Variante ([PS95]) und tbertragen den Beweis aus [WeiOl] in den g-Fall.
Definiere also gff (+; po(x), p1(x).....pm(x)) := ¥ [[2g [Teo & “Pi(x) mit g-normierten® Poly-
nomen p; € Flx] und j € No. Wir setzen dabei voraus, dass in der Darstellung ausschlief3-
lich die ,langsten Ketten“ auftreten®. Man kann dann jedes Polynom aus FF[x]| eindeutig als c -
gff,(*; po(x), p1(x), ..., pm(x)) mit geeigneten g-normierten p; € F[x], j € No und c € F darstellen.
Mit obigem g(x) erhélt man

n

Z ak(x)sf;f(x) = Z s’; ((sq_kak(x))f(x)) = Z &k(x)sg (g(x)f(x)) mit ae(x)= %e(X) € Fx].

k=0 £59(x)

In der Folge wird nun also die Nennerschranke von g(x)f(x) bestimmt. Da wir an einer Nenner-
schranke fiir f(x) interessiert sind, miissen wir am Ende die Nennerschranke mit dem Polynom
g(x) multiplizieren!®. 0.B.d.A. sei im Folgenden g(x) = 1. Um die Richtigkeit des Algorithmus zu
beweisen, muissen wir zeigen, dass v(x) = gff (15 do(x), . . ., dn(x)) gilt, wobei N := disp,(p(x), r(x))
und v(x) wie in (4.12) sei. Dabei ist zu bemerken, dass wir im Beweis beginnend mit N in abstei-
gender Reihenfolge alle d;(x) wie oben bestimmen. Im Algorithmus hingegen lassen wir Schritte,
bei denen nur der triviale grofite gemeinsame Teiler in Zeile 7 existiert, weg. Wir kénnen (4.12) als

v(x) = ged(gff, (1;1,...., 1, &, "an(x)), gff (1;1,...., 1, el ao(x) ))

N——
N+1-te Pos. N+1-te Pos.

in gff -Notation schreiben''. Den in den Zeilen 7-9 bestimmten Polynomen geben wir fiir jeden
Iterationsschritt einen Namen. Sei p; 1(x) = pi(x)/di(x) und r;_; (x) = ri(x)/e; 'di(x). Zuvor wird
di(x) durch d;(x) = ged(pi(x), eiri(x)) bestimmt. Die Anfangswerte sind py(x) = &, "a,(x) und
rv(x) = ag(x). Es ergibt sich im ersten Schritt

v(x) = ged (gff; (1;1..... L.pn(x)) . gff, (13 1..... Lggrn(x)))
~eed <gﬂq (1; 1""’1’dN(X)pN(X)) ety <1§ 1,...,1,dN(X)SngV(x>>>

) 1

) 1

= ged (gff, (1;1,.... 1. dy(x)py—1 ;1. Ldy(x)elv-1(x)))
= ged (gff, (1;1,..., 1, dn(x)py—1 1 gy 'rno1(x). dy(x)))
= ged (gﬁq (11, pvoi1 (%), dy(x)) . gff, (1;1,.. e iivoi(x), dy(x)))

Die zweitletzte Gleichung erhilt man durch folgende Uberlegungen. Nach Definition von N und
wegen ged(py—1(x), e rn_1(x)) = 1 gilt ged(e, *pn—1(x). & rv_1(x)) = 1 fiir alle k € N. Folglich ist

auch N
ged (H gq’kpN_l(x), stVrN_l(x)> =1

k=0

und damit ist das Polynom sg’ ry—1(x) tberfliissig in der zweiten gff 4 Darstellung der dritten Zeile.
Wir streichen es aus dem Produkt

[Te" (em1(x) =& m1(x) 1:[ e (e Trvo1(x)

heraus und tbrig bleibt ein Produkt mit N Faktoren, welches somit als Argument sfl" “Iry_1(x) an
die N-te Position der gff -Darstellung tritt. Auf die gleiche Art und Weise erhalten wir die letzte
Gleichung. Vollstandige Induktion liefert schlieflich v(x) = gff (1; do(x), ..., dn(x)). Den Faktor
x/ der Nennerschranke bestimmen wir tiber Satz 4.28 und wéhlen dazu das maximale j € N mit

8Ein Polynom p(x) ist g-normiert, wenn p(0) = 1 gilt.
9Damit ist gemeint, dass man jeweils [[i_, e kpi(x) mit maximalem i wéhlt und den Faktor nicht weiter in
J,'C:(, s;kpi(x) ;c;jgl sq*kp,-(q*(j*l)x) mit j < i zerlegt.

%Djes ist eine Nennerschranke fiir den Fall, dass die Losung keine spezielle Singularitit besitzt.

Wir vernachlissigen im Folgenden die Voraussetzung, dass die auftretenden Polynome g-normiert sein miissen und
damit auch den konstanten Vorfaktor ¢ des Polynoms. Dadurch andert sich der grofite gemeinsame Teiler nicht.
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PLugg0 (@) = 0. Existiert kein j € N mit dieser Eigenschaft, so ist das Nennerpolynom der Losung
nicht durch x teilbar und wir multiplizieren 1 zur Schranke. (]

Eine andere Nennerschranke v(x) einer rationalen Losung f(x) nach Mark van Hoefj ist in [Hoe98b]
zu finden. Die Schranke ist dort eine rationale Funktion. Das hat den Vorteil, dass in einigen Fallen
der Grad von f(x)v(x) € F[x] verringert werden kann.

4.3.3 Rationale Losungen g-holonomer Rekursionsgleichungen

Wir kénnen nun den Algorithmus zur Bestimmung aller rationalen Losungen g-holonomer Rekur-
sionsgleichungen formulieren ([Abr95]).

Algorithmus 4.6 Bestimmung aller rationalen Losungen einer g-holonomen Rekursionsglei-
chung (qQRationalSolveRE)

Eingabe : Eine g-holonome Rekursion ), ax(x)esf(x) =0
Ausgabe : Alle rationalen Losungen f(x) der g-holonomen Rekursion

1 begin
2 v(x) <+ Nennerschranke aus Algorithmus 4.5

3 RE — 3o ;Z‘ku((xx)) egf(x) =0

4 RE + Multipliziere RE mit lem(v(x), ggv(x), . . ., fv(x))

5 u(x) <« Bestimme alle polynomialen Lésungen von RE mit Algorithmus 4.3
6 if eine Losung u(x) existiert then

- ‘ return l:(()f))

8 else

‘ return ,Es existieren keine rationalen Lésungen. “

10 end

11 end

Beweis Sei f(x) eine rationale Losung der g-holonomen Rekursionsgleichung

Z ak(x)sf;f(x) = 0. (4.13)

Da v(x) € F[x] eine Nennerschranke von f(x) ist, gilt u(x) := f(x)v(x) € F[x]. Betrachten wir nun

die Rekursionsgleichung
n

e (X) g _
kz:% o) efg(x) = 0. 4.14)

so ist g(x) = u(x) eine polynomiale Losung dieser Rekursion, denn es gilt

> (s = Y aulx)el (;‘Eg) = ;t;(&)) eu(x) = 0.

k=0 4

Umgekehrt existiert zu jeder polynomialen Losung u(x) der Rekursionsgleichung (4.14) mit v(x) €
F[x] eine rationale Losung f(x) := % der Rekursionsgleichung (4.13). Da man mit Algorithmus
4.3 alle polynomialen Losungen u(x) von (4.13) erhélt, erhélt man somit auch alle rationalen Lo-

sungen von (4.14), namentlich ﬁ. O
v(x)

Wir fiihren die letzte Maple-Sitzung von Seite 53 fort und bestimmen nun alle rationalen Losungen
der betrachteten g-holonomen Rekursionsgleichungen.
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Maple-Sitzung 4.2 (Rationale Losungen g-holonomer Rekursionsgleichungen)
> gRationalSolveRE (RE1,F (x));
a0+ a; xX*

> gRationalSolveRE (RE2,F (x));

)
x

4.4 g-Hypergeometrische Losungen g-holonomer Rekursions-
gleichungen

Nachdem wir uns mit polynomialen und rationalen Losungen von g-holonomen Rekursionsglei-
chungen beschéftigt haben, widmen wir uns in diesem Abschnitt den g-hypergeometrischen L6-
sungen.

4.4.1 Lokale Typen g-hypergeometrischer Losungen

Wir betrachten zunachst die Struktur g-hypergeometrischer Losungen von g-holonomen Rekursi-
onsgleichungen genauer und untersuchen, welche Informationen uns der zugehorige Rekursions-
operator Uber die lokalen Typen der Losung liefert.

Satz 4.29 Sei
L= Z a(x)el € Flx][eg).
Ferner sei Lf(x) = O die zugehérige g-holonome Rekursionsgleichung und f(x) eine g-hypergeo-

metrische Lésung mit g-Zertifikat r(x) = Sﬁx)) also s(x), t(x) € F[x] und ged(s(x), t(x)) = 1. Dann
gelten die Teilbarkeitsrelationen

s(x) | ao(x)  und  t(x) ] & "7V (an(x)).

Beweis Sei r(x) = t((xg das g-Zertifikat der Losung f(x) mit obigen Eigenschaften. Dann ist

t(x)eq — s(x) ein polynomialer Rechtsfaktor von L. Nach Ausmultiplizieren mit dem dazugehoérigen
Linksfaktor 3"_ bic(x)ek erhalt man
bn_1(x)ep ! (t(x)) & 4 ... —bo(x)s(x)

—_——
an(x) Ao

und damit nach Koeffizientenvergleich mit L und (n — 1)-maligem Shiften beim hochsten Koeffizi-
enten die Behauptung. (]

Das folgende Korollar gibt uns untere und obere Schranken fiir die lokalen Typen einer g-hyper-
geometrischen Losung an den endlichen Stellen.

Korollar 4.30 Seien die Voraussetzungen des vorigen Satzes gegeben. Dann gilt flir den lokalen
=%
Typ an der Stelle p € F mit den Bezeichnungen aus Definition 4.9 und 4.14

— Z mult(p) < ltyp,(f( Z mult(p

pe3’_(_y PE3G,
o an

Beweis Den lokalen Typ an der Stelle p € F

ltyp, (f p Z mult(p Z mult(p

peE3L pe3?
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kann man mit Satz 4.29 nach oben abschatzen durch

Z mult(p),

pe3L,

denn ltyp,,(f(x)) wird maximal, wenn alle Nullstellen von a,(x) aus q”p auch Nullstellen von s(x)
sind und das Polynom t(x) keine Nullstellen aus ¢%p besitzt. Die untere Schranke erhilt man
analog. ]

Wie kommt man nun mit Hilfe der charakteristischen Polynome an Kandidaten fiir Ityp, (f(x)) und
ltyp,, (f(x))? Antwort gibt uns das folgende Korollar von Satz 4.7.

Korollar 4.31 Fiir eine g-hypergeometrische Losung f(x) von Lf (x) := Y\, ai(x)ehf (x) = 0 gilt
1typo (f (%)) € {(Coo: Dso) | Niy, (L) besitzt Kante mit Steigung — Do und Ppy,, 5. (Coo) = 0}
und

ltypo(f(x)) € {(€0.00) | Ny, (L) besitzt Kante mit Steigung — Do und Pry,,, —5(¢0) = 0} .

Beweis Wir zeigen die Aussage bzgl. der Bewertung vgeg. Sei r(x) = c% das g-Zertifikat einer g-hy-
pergeometrischen Losung von Lf (x) = O mit normierten und gekiirzten Polynomen s(x), t(x) € F[x]
und c € F*. Dann gibt es nach Satz 4.7 eine Kante des g-Newton-Polygons N, (L) mit Steigung
W = — (Vaeg(5(x)) — Vaeg(t(x))). Wiederum nach Satz 4.7 ist ¢ eine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms Py ,,,. g,w(T). Es gilt offenbar nach Definition des lokalen Typs im Unendlichen v, = —w
und ¢, = c. Aus diesem Grund ist die Kandidatenmenge fiir ltyp__ (f(x)) gegeben durch die Paare
(Coos Do), WObei —Do, alle Kantensteigungen des g-Newton-Polygons durchlauft und ¢, alle Null-
stellen der charakteristischen Polynome dieser Steigungen. Der Beweis bzgl. der Bewertung vigeg
verlauft analog. |

Definition 4.32 Wir bezeichnen die Kandidatenmengen fiir den lokalen Typ im Unendlichen bzw.
in O einer g-hypergeometrischen Losung f(x) einer g-holonomen Rekursionsgleichung aus Korollar
4.31 mit Ityp (f(x)) bzw. Ityp,(f(x)). Ferner schreiben wir fur die Kandidatenmenge fiir den
lokalen Typ an der Stelle p € F* von f(x) (die Teilmenge von Z, die beschrankt ist durch die
Grenzen aus Korollar 4.30) auch Ityp,,(f(x)).

Beispiel 4.33 Wir fithren Beispiel 4.6 fort und erhalten mit Satz 4.7 fir den lokalen Typ im Un-
endlichen einer g-hypergeometrischen Losung f(x) von L folgende Kandidaten

P () = { (a2 1).(a%.0). (a 5. ~1). (~q 5. ~1). (~q®. -2) }.

SN}

4.4.2 g-Holonome Rekursionsgleichungen vom g-hypergeometrischen Typ

Das Losen von g-holonomen Rekursionsgleichungen erster Ordnung ist besonders einfach, da
der Quotient der Koeffizientenpolynome der Rekursion im Wesentlichen dem g-Zertifikat der g-
hypergeometrischen Losung entspricht. Wie wir in diesem Abschnitt sehen werden, kénnen wir aus
dem g-Zertifikat die entsprechende g-hypergeometrische Losung ermitteln. Wir kénnen aber auch
andere Losungstypen von Rekursionen héherer Ordnung m, bei denen lediglich zwei Summanden
auftreten, bestimmen. Aus diesem Grund betrachten wir zunachst

Definition 4.34 Eine g-holonome Rekursionsgleichung ist vom g-hypergeometrischen Typ, wenn
die Rekursion die Form

t(x)enf(x) — s(x)f(x) =0 oder — = 2\

an(@)cem + do(d)g =0 oder T =
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mit s(x), t(x) € F[x] bzw. ao. am € F[¢/] und m € N besitzt. Den Term f(x) bzw. ¢; nennt man dann
auch m-g-hypergeometrisch bzw. vom g-hypergeometrischen Typ mit Symmetriezahl m.

Wir sehen nun, wie man alle m-g-hypergeometrischen Losungen einer g-holonomen Rekursions-
gleichung vom g-hypergeometrischen Typ bestimmt.

Satz 4.35 Sei

am(q)¢itm + ao(d)g =0
eine g-holonome Rekursionsgleichung vom g-hypergeometrischen Typ in additiver Form mit ay, a,, €
F[¢'] und m € N. Die allgemeine Losung der Rekursion ist gegeben durch

Vj (qﬁ) lg'er(Z) Hl_lﬁl Sic ( nl(mskJrk) qnlm)j
K Consetk (4.15)
VSk (qﬂ)k5k+m( ) Hz 1,311 Sk ( azi ni(msk—‘,-k); qﬁim)

Cmj+k =
J—Sk

mit R

a; (qmﬁ'k)ni +B;#O0farallei=1,...,vundj Zjo}

Sj := min {jo € Ny
fir k =0,...,m— 1 und j > s;, wobei
Gtm _ ao(q’) _ 1—[1;1 (ai (@)" +ﬂi) v (ql)ﬁ
G anld) [T (aa) +5)
mit wv € No, n,iy, € N, A € Z und ay, 4. 8. By € F'. Bezeichne dabei F einen geeigneten
Erweiterungskorper von F.

""C

Beweis Da " = —2 (( q,)) € F(q) gilt, gibt es in einem geeigneten Erweiterungskorper F von F eine

Faktorlslerung der Zahler- und Nennerpolynome der Form
Gm _ _ do(d) _ [T (@i (@)™ +81) v (d)
o anld) I (ade) +5)

7 4.16)

mit u,v € Ng, n;, ; € N, A € Z und a;, a;, B, _Bi, Yy € F". Betrachten wir nun die zwei verschiedenen
Arten von Faktoren, die in dem obigen Quotienten auftreten, gesondert. Seien dazu k, s,j € Np mit
k< mund s <}j.

o & —q(¢)"+AmitneNunda, B F

Gom = (@(d)" +8) ¢ = mG—1)+k

Crjtke = (a (qm(jfl)Jrk)rl +ﬁ) Cm(j—1)+k ‘ (j — s — 1)-malige Anwendung

Jj—s—1

Crte = H (a <qm(i+5)+k> +ﬂ) Csik
(=0

Co k= Jl;?)_lﬂ (1 + %qn(ms+k) (qnm)i) Crms i :ﬂj—s (_%qn(ms+k); qnm)j_s Cmstk

e % =y(¢) mity e F und f € Z

i\ 7 . .
rm =v(d)" ¢ ‘J—>m(1—1)+k
bil
Cmjrk =¥ ( ”“‘) Cm(j—1)+k
Crmjirke = YT (qﬁm)J )4k ‘ (j — s — 1)-malige Anwendung

Coyrie = (ya™) (qﬂm) = (=1-0) Cmse = (ya™) ° (qﬁm)Z’;o et
“

i = (™)' (@) B e =
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Aus diesen beiden Spezialfallen lasst sich nun die Losung fiir den allgemeinen Fall (4.16) kon-
struieren. Dabei ist darauf zu achten, dass die Faktoren im Nenner von (4.16) fur einige j € Ny
verschwinden kénnen. Aus diesem Grund erzeugen wir eine Losung, die erst ab einem gewissen
Index si € Ng gultig ist. Dieser Index si berechnet sich fur k =0, ..., m — 1 durch

Sjc := min {jo €Ny ’di (q”“k)ﬁi +B:#Ofirallei=1,..., v und j Zjo} )
Schlieflich erhalten wir damit die Losung (4.15) flirj > s, und k =0, ..., m—1. O

Da haufig der Fall eintritt, bei dem die Parameter die Groflen m = 1, k = O und sp = O besitzen, bei
dem also ¢; ein g-hypergeometrischer Term ist, formulieren wir diesen Fall nochmals gesondert.

Korollar 4.36 Die Losung der g-holonomen Rekursionsgleichung vom g-hypergeometrischen Typ
ai ()¢ + ao(d)g =0

ist gegeben durch

[Ti2, B (—%;;q”‘),
J
voonif . ﬁl)
i 3 |
=1 ( B’ j

[T
G+1 _ 7“0((1]) _ [T, (e (d)" + B

( )
g @@ I (ae)" + )

5= ()"

wobei

s

y (@)
gelte.

Wenn wir also einen g-hypergeometrischen Term f(x) € F(x) mit Zertifikat r(x) besitzen, dann
erhalten wir tiber einen geeigneten Erweiterungskoérper von IF und den Substitutionen x — ¢/ und
f(d) — ¢ die Darstellung

Sflax) ¢ [T, (i (@)™ +8) y (q,>ﬂ

r(x) = S L

Jx) G T, (&i (q])n[ +f3i)
und kénnen so mit Korollar 4.36 und einem Startwert ¢y den g-hypergeometrischen Term explizit

angeben.

Mit Hilfe von Satz 4.35 haben wir eine Losungsformel fiir eine g-holonome Rekursionsgleichung
vom g-hypergeometrischen Typ angeben kénnen. Nun méchten wir uns dem Fall allgemeiner g-
holonomer Rekursionsgleichungen widmen.

4.4.3 Der g-Petkovsek-Algorithmus
Wir halten zunéchst fest, dass wir jede rationale Funktion tber F in die folgende Normalform
bringen kénnen.

Satz 4.37 Seir € F(x)" gegeben. Dann besitzt r(x) die Normalform

a(gx) B(

a(x) y(x

~—

ri(x)=z

~—

mit z € F* und «, 8,y € F[x] normiert und den Eigenschaften

fir alle k € N
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Den Beweis des Satzes kann man in [APP98] nachlesen. An dieser Stelle prasentieren wir nun den
g-Petkovsek-Algorithmus aus [APP98].

Algorithmus 4.7 Bestimmung aller g-hypergeometrischen Losungen einer g-holonomen Re-
kursionsgleichung (gHypergeomSolveRE mit method=gPetkovsek)

Eingabe : Eine g-holonome Rekursion Lf (x) := Y_\\_o ai(x)ekf(x) = 0

Ausgabe : Alle g-Zertifikate g-hypergeometrischer Losungen f(x) der Rekursion

1 begin
2 C—10
3 for jeden normierten Falktor B(x) von ag(x) do

for jeden normierten Faktor y(x) von g4 (n=1)

W — —(Vaeg(B(x)) — vaeg(v(x)))
for jede Losung z von Py, w(z) = 0 do
Bestimme polynomiale Losungen a(x) von

> reo (zkak(x) [T elB(x) TT0, séy(x)) esar(x) = O mit Algorithmus 4.3

an(x) do

8 if eine Losung existiert then
a(gx) B(x)

200 yo 24 C hinzu

9 ‘ Fuge r(x) < z

10 end

11 end

12 end

13 end

14 return C

15 end

Beweis Sei r(x) das g-Zertifikat einer g-hypergeometrischen Losung f(x). Dann kénnen wir r(x)
in Normalform schreiben

a(gx) B(x

a(x) y(x)

~—

r(x)=z
wie in Satz 4.37. Mit Satz 4.29 folgt
B(x) | ao(x) und y(x) | sq_("_l)an(x).

Fuhren wir den Beweis von Satz 4.7 mit der Normalform durch, so erhalten wir

n

Z (Zkak(x) 1:[ e, B(x) 1:[ séy(x)) ehar(x) = 0. (4.17)

k=0

Also durchlauft man im Algorithmus alle méglichen normierten Teiler von ap(x) und g4 (n_l)an(x)
und samtliche Nullstellen von Py, ., mit w = —(Vgeg(B(X)) — vaeg(y(x))) (siehe Satz 4.7) und stellt
gemaf letzter Gleichung eine g-holonome Rekursionsgleichung auf. Die polynomialen Lésungen
dieser Rekursion liefern das a(x) der Normalform und fithren schlieflich zu g-hypergeometrischen
Loésungen, sofern welche existieren. (I

Bemerkung 4.38 Wir konnen im Algorithmus 4.7 auch auf die Schreibweise des charakteristi-
schen Polynoms Py, w(2) verzichten. Schreibe dazu Gleichung (4.17) als

n

J

k=0

Dann ist z eine Losung von ZZ:O W0z = 0. Also betrachtet man in Zeile 6 von Algorithmus 4.7,
wie in [APP98] beschrieben, alle Nullstellen des Polynoms Z;:o We0z". Das liefert den Original-g-
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PetkovSek-Algorithmus aus [APP98]. Mit dem Konzept der charakteristischen Polynome des g-New-
tonpolygons lasst sich dieser Schritt allerdings kurz, wie in Algorithmus 4.7 dargestellt, beschrei-
ben, und das g-Newtonpolygon wird fiir die verbesserte und effizientere Version in Algorithmus 4.9
ohnehin benétigt.

Der g-Petkovsek-Algorithmus ist bei g-Rekursionsgleichungen, deren Leit- und/oder Fuikoeffizi-
ent mehrere Faktoren besitzen, sehr ineffizient. Das Problem bei diesem Algorithmus ist dann, dass
man zu viele Kombinationen von Teilern 8(x) und y(x) betrachten muss und zu jeder Kombination
eine Rekursionsgleichung zu l6sen versucht. Die Laufzeit des Algorithmus ist deswegen exponen-
tiell in der Anzahl der Faktoren. Aus diesem Grund wenden wir uns nun zunachst einem anderen
Algorithmus zu, der dasselbe Problem behandelt, aber im klassischen Fall wesentlich effizienter
ist.

4.4.4 Der g-Van-Hoeij-Algorithmus

Wir geben nun eine g-Variante des Van-Hoeij-Algorithmus ([Hoe98a],[CHO5],[Hor08]) an.

Algorithmus 4.8 Bestimmung aller g-hypergeometrischen Losungen einer g-holonomen Re-
kursionsgleichung (gHypergeomSolveRE mit method=gVanHoei j)

Eingabe : Eine g-holonome Rekursion Y\, ai(x)esf(x) = 0

Ausgabe : Alle g-Zertifikate g-hypergeometrischer Losungen f(x) der Rekursion

1 begin
2 C—10
3 Bestimme alle Kandidatenmengen Ityp_, (f(x)), ltyp, (f(x)) und Ityp,(f(x)) fiir alle p € F
o | e {ex® Tppe fmn ) (= 0)7 | 0 €TDLU(N)). (G0 %) € TP (7)),
(. 20) € Tiypo(/(x) }
for jedes 7(x) € C do
if mind. eine der beiden q-Fuchs-Relationen (4.6) und (4.7) bzgl. F(x) nicht erfiillt then
| next

8 end
o RE1  £,f (x) — #5f(x) = 0
10 RE2 «— Y 1o ax(x)elf(x) =0
11 RE <+ Bilde Produktrekursion von RE1 und RE2 mit Algorithmus 3.3
12 Bestimme alle rationalen Losungen s(x) von RE mit Algorithmus 4.6
13 if eine Losung existiert then
14 Fuige 5‘;?5:;) 7(x) zu C hinzu
15 end
16 end
17 return C
18 end

Beweis Sei f(x) eine g-hypergeometrische Losung der gegebenen g-holonomen Rekursionsglei-
chung mit g-Zertifikat r(x). Ferner sei 7(x) € C, also 7(x) ein g-Zertifikat eines g-hypergeometri-
schen Terms g(x). Dann ist g(x) nach Konstruktion vom selben Typ wie f(x) (siehe Satz 4.18). Sind
beide g-Fuchs-Relationen fiir g(x) giiltig, so kénnte 7(x) zu einem g-Zertifikat einer g-hypergeome-
trischen Losung beitragen, andernfalls betrachten wir den nichsten Kandidaten aus der Menge C.
Die in der elften Zeile bestimmte Produktrekursion RE hat nach Konstruktion die rationale Lésung
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s(x) = b5 S (x) = Ex; , falls tiberhaupt eine Losung existiert. Bilden wir nun s,;?g) 7(x), so erhalten
wir
£qs(x) Fx) = g(x)eqf(x) eq9(x) _ gqf (x) I
s(x) Sf(x)eqg(x) glx)  f(x)
also das gewlinschte g-Zertifikat der g-hypergeometrischen Losung f(x). (]

Bemerkung 4.39 In Zeile 3 von Algorithmus 4.8 muss man fir jedes p € F~ (unendlich viele)
die Kandidatenmenge @p(f (x)) bestimmen. Zur Durchfithrung betrachtet man an dieser Stelle
lediglich Nullstellen p € F* von ao(x) und a,(x) (also endlich viele), da nur diese zu nichttrivialen
lokalen Typen einer g-hypergeometrischen Losung f(x) fithren. Der lokale Typ an anderen endli-
chen Stellen p € F~ von f(x) ist 0 und man setzt demzufolge Ityp,(f(x)) = {0}. Folglich ist in Zeile
4 das Produkt tiber alle sq—Aquivalenzklassen (siehe Definition 4.8) ein endliches Produkt.

4.4.5 Der modifizierte g-Petkovsek-Algorithmus

Wir betrachten nun noch einmal den g-PetkovSek-Algorithmus und versuchen méglichst viele
Kombinationen von Faktoren B(x) und y(x) von vornherein auszuschlieSen. Wir greifen dazu die
Idee aus [HorO8] auf und verwenden erneut das g-Newton-Polygon.

Satz 4.40 Sei

B(x)
( ) ( )
ein g-Zertifikat einer g-hypergeometrischen Lésung f(x) in N
onsgleichung

Normalform der g-holonomen Rekursi-

Z ar(x)ekf(x) =0

mit z € F* und «, 8 und y € F|x] normiert wie in Satz 4.37. Dann gilt

5Pl () = (co,10) = o{5oe" . e (8(x) — Ideg,(v(x)
und

1P () = (e vc) = (250, — (deg, (B(0) — deg(y(x)))
Ferner gilt

tcoefl, (B(x)) H

tcoeff  (y(x e -
) L

(_p)ltypp U@

*

Beweis Man verwende die Formeln aus Lemma 4.11 zur Bestimmung des lokalen Typs eines g-
hypergeometrischen Terms und berticksichtigt, dass alle auftretenden Polynome normiert sind.
Die letzte Aquivalenz ergibt sich durch Anwendung der zweiten g-Fuchs-Relation und Kiirzen von

Z. O

Man beachte, dass ¢y, vy und v, nicht von dem spéter zu bestimmenden Polynom «(x) abhéngen.
Lediglich der Grad des Polynoms a(x) flieft in die Grofe c. Beim modifizierten g-Petkovsek-
Algorithmus, der in Algorithmus 4.9 beschrieben wird, filtern wir alle Polynome S(x) und y(x)
gemaf Korollar 4.31 und Satz 4.40 heraus, die nicht mehr Teil eines g-Zertifikats einer g-hyper-
geometrischen Losung sein kénnen. Dadurch wird der Algorithmus, im Vergleich zum klassischen
Petkovsek-Algorithmus, wesentlich effizienter, da zum Einen die g-holonome Rekursionsgleichung,
die grofe Koeflizienten aufweisen kann, nicht aufgestellt und zum Anderen die polynomiale L6-
sungsmethode nicht eingesetzt werden muss. Bei Rekursionsgleichungen, deren Leit- und FufSko-
effizient viele Faktoren besitzen, kommt der Performanzzuwachs besonders stark zum Ausdruck
(siehe auch den Laufzeitvergleich im néchsten Abschnitt).
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Algorithmus 4.9 Bestimmung aller g-hypergeometrischen Losungen einer g-holonomen Re-
kursionsgleichung (modifiziert) (qHypergeomSolveRE mit method=modgPetkovsek)

Eingabe : Eine g-holonome Rekursion )\, ai(x)esf(x) = 0

Ausgabe : Alle g-Zertifikate g-hypergeometrischer Losungen f(x) der Rekursion

1 begin
2 C—10
3 for jeden normierten Faktor B(x) von ag(x) do
4 for jeden normierten Faktor y(x) von g4 "=V, (x) do
5 Vo < Videg(B(X)) — Videg(y(x))
6 Voo < Vaeg(B(X)) — Vaeg(v(x))
i (x, o) # T3P /(X)) oder (x, voc) & D (f(x)) then

‘ next
9 end
o | || oo
¥ o ol
12 if (q"co, vo) & Itypy(f(x)) Vi € Z oder (¢ cxo, Uoo) & ltyp, (f(x)) Vj € Z then
13 | next
14 end
15 for jede Losung z von Py, —v..(2) = 0 do
16 Bestimme polynomiale Lésungen a(x) von

> oreo (zkak(x) [Ty €8x T, sf]y(x)) gra(x) = 0 mit Algorithmus 4.3

17 if eine Losung existiert then
18 ‘ Fge r(x) « z[;(&x)) jy% zu C hinzu
19 end
20 end
21 end
22 end
23 return C
24 end

Schlief3lich bestimmen wir, nachdem wir bei den letzten beiden Maple-Sitzungen von Seite 53 und
60 die polynomialen und rationalen Losungen zweier g-holonomer Rekursionsgleichungen berech-
net haben, nun die g-hypergeometrischen Losungen. Fur die erste Rekursion gibt es keine weiteren
Losungen als die polynomiale Losung ax bzw. die rationale Losung ax + bx~!. Bei der zweiten Re-
kursion kénnen wir, neben der rationalen Lésung ax™!, eine g-hypergeometrische Losung mit g-
Zertifikat x finden. Siehe Kapitel 6 fiir eine Beschreibung der Prozeduren gqHypergeomSolveRE
und gREt ogRE. Letztere transformiert g-holonome Rekursionen in multiplikativer Form in additive
Form und umgekehrt.

Maple-Sitzung 4.3 (g-Hypergeometrische Losungen g-holonomer Rekursionsgleichungen)

> gHypergeomSolveRE (RE1, F (x) ) ;

la.q7"]
> RE:=gREtogqRE (RE1,F (x),A(k));

RE = —gA(k)+ (1+ ¢’ )A(k+ 1) —qA(k+2) =0
> gHypergeomSolveRE (RE,A(k)) ;
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a
aod" + —
q
> gHypergeomSolveRE (RE2, F (x));
-1
[ . x]

> RE:=qREtogRE (RE2,F (x) ,A(k));

RE = ¢“ (-14+¢"¢*) A(k) + (1 - (qk)2q3>A(k+ 1)+q(qq"—1)A(k+2) =0

> gHypergeomSolveRE (RE,A (k) ) ;

do Lyc(je—
?_"_aquk(k 1)

4.5 Laufzeitvergleich

Wir vergleichen unsere Algorithmen aus gFPS mit entsprechenden Funktionalititen aus dem in-
ternen Maple-Package QDifferenceEquations und dem Maple-Package gsum ([BK99]). Dazu
verwenden wir Operatoren der Ordnung 3, deren Leit- bzw. FufSkoeffizienten den Grad LmTHJ bzw.
L%J + 1 besitzen, wobei m € Ny gelte und deren g-hypergeometrische Losung das g-Zertifikat x
besitzt. Je grofer die Anzahl der Faktoren des Fuf3- und Leitkoeffizienten des g-Rekursionsopera-

QDifferenceEquations gsum gFPS
m | QHypergeometricSolution | grecsolve aftypergeomSolveRE mit method=
gPetkovsek | gVanHoeilj | modgPetkovsek

0 000.160 000.077 000.083 000.383 000.064
1 000.087 000.047 000.053 000.327 000.064
2 000.096 000.050 000.099 000.116 000.060
3 000.405 000.117 000.137 000.228 000.073
4 000.614 000.233 000.209 000.156 000.091
5 000.808 000.524 000.365 004.723 000.128
6 000.900 000.928 000.742 000.604 000.130
7 001.397 001.403 001.211 003.070 000.239
8 002.359 004.078 003.166 002.304 000.215
9 003.715 010.542 006.899 090.627 000.644
10 004.201 017.851 015.004 011.110 000.519
11 005.539 036.566 020.816 086.444 001.846
12 010.897 164.357 088.682 122.732 001.436
13 014.683 607.680 252.462 483.771 006.647
14 016.792 609.486 703.804 1220.991 004.938

Tabelle 4.1 Laufzeitvergleich verschiedener Maple-Prozeduren zur Losung g-holonomer Rekursionen bzgl.
Operator (4.18)

tors, desto langer ist die Rechenzeit, da die Komplexitat exponentiell in der Anzahl der Faktoren
wachst. Aus diesem Grund betrachten wir die folgenden Operatoren in Abhéngigkeit von m. Die
Komplexitat ist auch abhéngig von der Struktur der Faktoren, z.B. macht es einen Unterschied,
ob die Nullstellen der Faktoren paarweise g,-aquivalent sind oder nicht. In Tabelle 4.1 wurde der
Laufzeitvergleich bzgl. des Operators

L) L3

(H (x+iqi)>s§+H(x—iqi) (g —x), (4.18)

i—=1



4.5. Laufzeitvergleich 69

durchgefiihrt, dessen Koeffizienten Nullstellen besitzen, die nicht paarweise g;-dquivalent zuein-
ander sind!2. Betrachten wir den Operator

L5 3

( I1 (x_qi)>€§+i1:[1(x—iqi) (&g —x), (4.19)

i=1

bei dem alle Faktoren des Leitkoeffizienten paarweise eine nichttriviale g-Dispersion besitzen, so
ergibt sich Tabelle 4.2.

QDifferenceEquations gsum qgFPS
m | QHypergeometricSolution | grecsolve GHypergeomSolveRrE mit method=
gPetkovsek | gVanHoeij | modgPetkovsek
0 000.169 000.075 000.082 000.341 000.065
1 000.099 000.046 000.055 000.334 000.065
2 000.105 000.051 000.098 000.115 000.059
3 000.387 000.047 000.136 000.289 000.074
4 000.606 000.076 000.222 000.118 000.093
5 000.787 000.195 000.364 000.141 000.113
6 000.829 000.181 000.752 000.173 000.109
7 001.643 000.652 001.550 000.197 000.230
8 002.325 000.747 003.200 000.269 000.194
9 003.273 002.717 006.773 000.303 000.568
10 003.417 003.334 014.342 000.363 000.468
11 006.029 013.270 033.573 000.480 001.774
12 007.970 018.587 081.127 000.501 001.267
13 011.567 083.961 232.316 000.683 006.241
14 012.209 143.046 628.259 001.019 004.676

Tabelle 4.2 Laufzeitvergleich verschiedener Maple-Prozeduren zur Losung g-holonomer Rekursionen bzgl.
Operator (4.19)

Als Letztes betrachten wir den Operator

L3

123
( H (x— iqi_2)> e+ H (x —iq") | - (gg — x)., (4.20)

i=1 i=1

bei dem alle Nullstellen des Leitkoeffizienten g,-aquivalent sind zu Nullstellen des FuBkoeffizienten
und erhalten Tabelle 4.3.

Die Prozedur aus dem Package QDifferenceEquations ist nicht fehlerfrei implementiert!3.
Es gibt viele Rekursionsgleichungen, bei denen die Prozedur keine g-hypergeometrische Losung
findet, obwohl eine existiert. Eine g-holonome Rekursionsgleichung, bei der z.B. kein g-Zerti-
fikat ermittelt wird, obwohl es derer sogar zwei gibt, ist in dem Beispiel der Verwendung von
gHypergeomSolveRE in Kapitel 6 auf Seite 114 zu finden. Folglich ist anzunehmen, dass auch
nicht alle Kombinationen, die auf Lésungen fiihren kénnten, betrachtet werden. Diese Tatsache ist
bei den gemessenen Zeiten von QHypergeometricSolution zu berticksichtigen. Die in gFPS
enthaltene Prozedur gHypergeomSolveRE mit method=modgPetkovsek schneidet in allen drei
Vergleichen sehr gut ab und unterstreicht die Voreinstellung des optionalen Parameters method
auf diese Methode. Die Komplexitat der g-Van-Hoeij-Methode ist stark von der Struktur der Rekur-
sionsgleichung abhangig und erzielt nur bei ausgewahlten Beispielen die schnellsten Zeiten. Die

12Der Laufzeitvergleich wurde auf einem MacBook Pro mit 2.33GHz Intel Core 2 Duo-Prozessor und 3GB RAM durchge-
fiihrt. Die Zeiten wurden in Sekunden gemessen.
13Maple-Version 12.01
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gebildete Produktrekursion wird oftmals sehr grofs und das Bestimmen der rationalen Ldsungen
dieser Rekursion dauert haufig sehr lang.

QDifferenceEquations gsum gFPS
m | QHypergeometricSolution | grecsolve GHypergeonsolveRE mit method
gPetkovsek | gVanHoeilj | modgPetkovsek
0 000.100 000.046 000.055 000.330 000.063
1 000.089 000.048 000.055 000.286 000.064
2 000.102 000.049 000.081 000.114 000.059
3 000.483 000.150 000.123 000.412 000.079
4 000.694 000.182 000.221 000.166 000.095
5 000.959 000.494 000.375 000.580 000.147
6 001.161 000.887 000.712 000.215 000.137
7 002.143 002.036 001.435 001.109 000.279
8 002.687 001.233 002.336 002.968 000.228
9 004.567 010.013 006.690 001.860 000.710
10 005.102 018.701 014.509 000.501 000.552
11 008.683 063.317 034.041 002.323 002.031
12 012.113 142.247 085.343 155.077 017.548
13 017.290 818.392 193.064 2070.761 030.317

Tabelle 4.3 Laufzeitvergleich verschiedener Maple-Prozeduren zur Losung g-holonomer Rekursionen bzgl.
Operator (4.20)

Wahrend im klassischen Fall der Van-Hoeij-Algorithmus mit Abstand der schnellste Algorithmus
zur Bestimmung hypergeometrischer Losungen ist (der modifizierte Petkovsek-Algorithmus ist dort
wesentlich langsamer), ist die Situation im g-Fall anders (siehe [Hor08]).

Die Operatoren, die wir an dieser Stelle betrachtet haben, treten in der Praxis selten auf. Trotzdem
lasst sich auch beim Lésen komplizierter g-holonomer Rekursionen, die beim g-FPS-Algorithmus
im nachsten Kapitel vorkommen, ein deutlicher Geschwindigkeitsvorteil bei gHypergeomSolveRE
im Vergleich zu den anderen Prozeduren feststellen.
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Kapitel 5

Algorithmen fir g-
hypergeometrische Potenzreihen

In diesem Kapitel geht es um die Bestimmung der Koeffizienten einer formalen Potenzreihe aus einer
g-holonomen Rekursionsgleichung der Reihe. Wir stellen einen Algorithmus auf, mit dem wir in der
Lage sind, zu jeder g-holonomen Rekursionsgleichung einer Potenzreihe bzgl. einer Polynombasis eine
g-holonome Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten der Reihe zu bestimmen. Wenn diese Rekursi-
onsgleichung eine q-hypergeometrische Lésung besitzt, so kénnen wir diese mit Hilfe der Algorithmen
des vorigen Kapitels finden. Ferner présentieren wir einen Algorithmus, der umgekehrt eine g-holono-
me Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten in eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir die Reihe
konwvertiert. Damit wird es uns u.a. méglich sein, algorithmisch eine g-holonome Relkursionsgleichung
Jfiir die verallgemeinerte q-hypergeometrische Funktion zu bestimmen.

5.1 Algorithmen zur Bestimmung g-hypergeometrischer Potenz-
reihen

Wir betrachten zunachst die grundlegende Theorie aus [APROO], die wir in den folgenden Abschnit-
ten benoétigen und wenden diese auf den g-Fall an.

Definition 5.1 Bezeichne B = {P(x) | j € No} eine Teilmenge von F|x] mit den Eigenschaften
(@) deg, (P;(x)) =jfir alle j € Ny
(b) Pi(x) | Pe(x) fur alle 0 < j < k mit j, k € Ng

und £(F[x]) die Menge aller linearen Operatoren von F|x]. Wir sagen, B ist kompatibel zu dem
Operator L € £(F[x]), wenn es i, i; € Ny und a;; € F gibt mit

151
LPi(x) = Z a;jPiti(x) mit Pe(x) =0, wenn k<O.
i=—i
Ferner bezeichnen wir die Menge aller linearen Operatoren aus £(F[x]), die zu einem gegebenen B
kompatibel sind, mit £g.

Bemerkung 5.2 Die Menge B ist offenbar wegen Eigenschaft (a) eine Basis von F[x]. Wie man
leicht verifizieren kann, sind F[x] und £(F|x]) F-Algebren'. In der Praxis werden wir nur kompatible
Basen betrachten, bei denen a;; = a;(¢/) ist, d.h. bei denen
i
LPy(x) = Z ai(q')Pyi(x)

i=—iy

1Sei (K, +, ®) ein Korper. Eine (assoziative) K-Algebra ist ein Ring (V, +, o), bei dem zusétzlich (V, +, ) ein K-Vektorraum
istund (a-v)o (b-w)=(a®b) - (vow)fira b e Kundv,w € V gilt.
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mit q; € F(d) gilt.

Beispiel 5.3 Sei B beliebig und L € £(F[x]) mit LP;(x) := xP;(x) fur Pj(x) € 8. Dann gilt L € £,
d.h. B ist zu L kompatibel. Wir betrachten zum Beweis LP;(x). Da B eine Basis von F[x] ist, gibt
es a;; € IF mit

J+1

XPi(x) = ayPi(x). (5.1)
i=0

Die linke Seite und auch die beiden Summanden @;;P;(x) und &1 P;+1(x) der rechten Seite sind
wegen (b) durch Pj(x) teilbar. Somit ist auch Q(x) := Z{;cl) @;;P;(x) durch Pj(x) teilbar. Da der Grad
von Q(x) aber hochstens j — 1 ist, muss Q(x) das Nullpolynom sein. Das liefert die Darstellung

1
LPy(x) = @By (x) + y1,Pr (%) = Y ayPae(x) mit iy = Gy
i=0

L Pi(x) (xOa) » (aox), (x; q);
x (e + aq) (x© a, ex (~he+ &) @ox), | (~de+d)(xa)
D, [l e (xoa), [, e % - -
e | (ad'(d-1)e'+d)(x0a),| d¥ - -
D, ; - ~[l,e " (a0 x), —llge™ (v a),
e ; - (e ) (@o ) | (e + )) (a),

Tabelle 5.1 Kompatible g-Operatoren L fiir Polynombasen B = {P/*(x) | j € No,a € F}

Bemerkung 5.4 Die Polynome Pja(x) der Tabelle 5.1 erfullen offenbar die Eigenschaften (a) und
(b) von Definition 5.1. Die dritte bzw. die letzte Spalte ergibt sich jeweils durch die vorherige Spalte
durch die Substitution a = 0 bzw. a = 1. Eintrége, die mit einem Strich versehen sind, deuten an,
dass es keine Darstellung gemafy Gleichung (5.1) gibt. Die Darstellungen von LPJ.a(x) erhalt man
leicht, indem man LP{*(x) als Polynom in P{'(x) schreibt und dazu sukzessive die Koeffizienten (be-
ginnend mit dem hoéchsten Koeffizienten) bestimmt. Die Resultate wurden in Operatorschreibweise
(siehe auch Definition 5.11) transformiert, so dass alle Ausdriicke die Gestalt ), a;(¢/)e'P(x) mit
a; € F(d¢) besitzen.

Definition 5.5 Bezeichne ‘
%a = {(x@a)’q | _] S No}
die g-Potenz-Basis und

B, = {(a@x){2 |je No}

die g-Pochhammer-Basis. Die Wahl der Namen liegt begriindet in der Tatsache, dass man fir a = 0
bzw. a = 1 die speziellen Basen

B0 = {xj |j€No} bzw. B, = {(x;q)j |j€N0}
erhalt.
Bemerkung 5.6 Man beachte, dass man die beiden Basen mit Hilfe der Regel
(a0, = (~1/ql (xO a),
ineinander Uberfiihren kann. Aus diesem Grund koénnte man sich im Folgenden auf eine Basis
beschranken. Wir werden allerdings bei allen weiteren Algorithmen beide Basen anwenden. Der
Grund, weshalb wir diese Basen wéhlen, ist, dass zum Einen

léTrrll(x(Da)’q: (x —a)y bzw. lql%rrll(aG)x)Jq: (a — x)
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gilt und zum Anderen diese g-Potenzen sich unter der g-Ableitung so verhalten, wie die Poten-
zen unter der klassischen Ableitung. Wie wir spéater zeigen werden, sind diese Basen die einzigen
Basen, die die Voraussetzungen des g-Taylorsatzes 5.20 erfiillen. Somit sind 8¢ und 8, g-Ver-
allgemeinerungen der Potenzbasen. Ferner besitzen alle klassischen g-orthogonalen Polynome g-
Potenzreihendarstellungen bzgl. einer dieser Basen. Durch die Identitaten

. ./a ; (X
xOa :xJ(—;) bzw. (a©x :a’(—;)
(x©a), xid), baw (aox), <),
kénnen wir B¢ und B, auch durch g-Pochhammersymbole darstellen (sieche auch S. 8ff).

Zusammen mit obigen Definitionen und Tabelle 5.1 erhalten wir fir die Basen, die im Folgenden
fir uns von Interesse sind,

Korollar 5.7 Sei a € F. Es gilt x, Dy, &g € £33« und X, D1, &1 € L£en,.

Die Frage, ob die Summe und die Verkettung zweier zu 8 kompatibler Operatoren wieder kompa-
tibel zu B sind, beantwortet

Satz 5.8 L ist eine F-Algebra.

Beweis Seien j;, A, € Fund L;, L, € £. Dann existieren a;; € F und b;; € I mit

LiP(x) = Y ayPri(x) und LP(x) = Y byPi(x).
=

i=—lo
Setze Iy := max{ip, o} und I := max{i, 7 }, dann gilt auch

I

(MLy + MLy) Bi(x) = Y (May + Aaby)Pri(x).

i=—I
also ist B kompatibel zu AL, + A;L,. Ferner gilt
i i i i+1
(LL)P(x) = Y aylePii(x) = D D aybieiPrircx) = Y cPi(x) (5.2)
i=—io i=—ip k=—Tp i=—io—To
mit ¢;; = Zk Qe ibi—icj+ic. also gilt L,L; € £, wobei a;; und b;; Null sind, falls i auBerhalb der

entsprechenden Grenzen verlauft. ]

Wir kénnen F[x] in die folgende Menge formaler Reihen einbetten.

Definition 5.9 Bezeichne F[[®B]] die Menge aller formalen Reihen bzgl. der Basis B, also

F(:8]) = {Z o (x)

Satz 5.10 F[[®B]] ist mit der Multiplikation

( cy@(x))-(an(x)): (Zambnwm(xm(x))) P

Jj=0 J

geF.P(x) e ‘B}.

eine [F-Algebra, wobei
L :Fix] = F, PJ(x)— 6

fur jedes j € No.

Beweis Wir zeigen an dieser Stelle lediglich, dass die Multiplikation wohldefiniert ist. Dazu be-
trachten wir einen Summanden des Resultats beim formalen Multiplizieren von zwei Reihen bzgl.
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einer Basis ‘B.

Am P (%) b Pr(x) = ambnPm(x)Pr(x)
m+n

= a;,bn Z ¢Pr(x) mit geeigneten ¢, € F

m—+n

= ambn Z CkPk (X)

k=max{m,n}

Die letzte Gleichung erhalten wir aufgrund der Eigenschaft (b) von 8. Anwendung von [; liefert
einen Summanden des Koeffizienten von Pj(x)

m-+n .
amb,c, maximn} <j<m-+n
bl (Pu(IPu(X) = b > a(Pulx)) = { mbngp max{m nj
0, sonst.
k=max{mn}
U
Wir erweitern nun den zur Basis B kompatiblen Operator L aus Definition 5.1 zu
o0 o0
LY (0= a0 =3 3 ayomix
Jj=0 Jj=0 J=0i=—i
91 o0 i
= Z Z aij—iG—iPj(x) = Z Z a—ij+iG+iPy(x) (5.3)
Jj=0 i=—io Jj=0 i=—i

mit ¢; = 0, wenn j < 0 und kénnen nun definieren

Definition 5.11 Sei B = {Pj(x) |j € No} und L € £q, dann bezeichnen wir den durch L induzier-
ten Relursionsoperator mit

i
RyL = Z a_iji€, (5.4)
i=—i
wobei & der Vorwdrtsshift ist, der durch ¢j := j + 1 definiert wird und i, i, a;; aus Definition 5.1
sind. Ferner sei o : F[[B]] — FZ die Abbildung, die einer formalen g-Reihe ZJ ~o 6P (x) € F[[%B]] ihre
Koeffizientenfolge (c;);ez zuordnet, wobei ¢; = 0, wenn j < 0. Die Menge aller Rekursionsoperatoren

bzgl. € bezeichnen wir mit R.
Satz 5.12 Sei B = {Pj(x) | j € No}. Fur f(x) = 337, ¢;P;(x) € F[[®B]] und jeden Operator L € £
gilt
oLf(x) = (RgL) of (x),
d.h. das Diagramm
F[[B]] —— F[[3]]

FZ FZ

Ry L
kommutiert.
Beweis Sei also f(x) = Y >, ¢;Pj(x) € F[[B]]. Dann gilt unter obigen Voraussetzungen

j
(5 3) (5.4)
< Z a_jjri€ CJ> =" (RysL) of (x).
JEZ

i=—i
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Satz 5.13 Die Transformation £y — R, L — RgL ist ein Isomorphismus von F-Algebren.

Beweis Die Menge aller Rekursionsoperatoren fR ist offenbar eine F-Algebra. Zeigen wir nun, dass
die obige Abbildung ein F-Algebra-Isomorphismus ist.

(a) Es gilt offenbar Ry (A1L; + L) = /1Ry (L) + ARys (Le).

(b) Einerseits gilt mit (5.4) und (5.2) die Gleichung

% (L2Ly) = Z Z e ib— i kejtitice’s

i I

andererseits erhalten wir

o o
(RpLz) (RysLy) (Z b_jjtrke ) (Z a—iJ+i3[> = Z Z A ijriricb_icjrice ™

k=—T1, i=—1i k=—1, i=—10

i k——k i
:g E a_jjtib—itkjri—kE = g E Qpejtib_i—kjtritke .
ik

i k
Also folgt Ry (LoL1) = (RsLz) (R Ly).

(c) Um zu zeigen, dass Ry L ein Isomorphismus ist, geben wir einfach die Umkehrabbildung an.
Sei L € R mit L = Z?:_io a;;&' gegeben und Ry : R — L. L +— L, wobei L der Operator sei,
fir den LP(x) = Y22, aj—¢Pyyi(x) gilt mit P,(x) = 0, wenn j < 0. Dann ist, wie man leicht
sieht, Ry die Umkehrabbildung von Ry.

(]

In [APROO] wird gezeigt, wie man Satz 5.13 dazu verwenden kann, um Rekursionsoperatoren zu
faktorisieren. Man betrachtet zu gegebenem Operator L den induzierten Rekursionsoperator Ry L
und faktorisiert, wenn méglich, diesen Operator. Bei erfolgreicher Faktorisierung erhalt man durch
Anwendung der Umkehrabbildung eine Faktorisierung fiir den Ausgangsoperator L.

5.1.1 Konversion zwischen g-Rekursionsgleichungen einer g-Reihe und de-
ren Koeffizienten

Wir wenden nun die Satze aus dem vorigen Abschnitt auf die von uns betrachteten g-holonomen
Rekursions- und Differentialoperatoren an. In Korollar 5.7 haben wir bereits Basen gefunden, die
zum Hahn- und g-Shiftoperator sowie zu dem Operator, der einen Ausdruck mit x multipliziert,
kompatibel sind und die wir an dieser Stelle erneut betrachten.

Satz 5.14 Die g-Potenz-Basis B¢ ist kompatibel zu jedem g-holonomen Rekursionsoperator L €
Fx][eq] bzw. zu jedem g-holonomen Differentialoperator L € F[x|[D,] und die g-Pochhammer-Basis
B, ist kompatibel zu jedem g-holonomen Rekursionsoperator L € F[x][g,~:] bzw. zu jedem g-
holonomen Differentialoperator L € F[x]|[Dy-1].

Beweis Mit L; P;(x) := xPj(x) und LyPj(x) := g,P;(x) lasst sich L € F[x][g,] schreiben als

L= ZZahx e = ZZalele

k=0 i=0 k=0 i=0

mit a; € F. Da L, L, € £5a« nach Korollar 5.7 und £y« nach Satz 5.8 eine F-Algebra ist, ist L
auch in £4q. Der Rest verlauft analog. ]

Es ist anzumerken, dass man jede g-holonome Rekursionsgleichung bzgl. ¢, in eine g-holonome
Rekursionsgleichung bzgl. e,-: durch einfaches g-Shiften transformieren kann. Aus diesem Grund
gehen wir im Folgenden immer von einem Operator L € F[x][gg] aus.
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Satz 5.15 Sei L € [F[x][g4]. also L ein g-holonomer Rekursionsoperator, 8 = {P(x) | j € No}
kompatibel zu L mit

i
LP(x) = Y ai(d)Pyi(x),
=i
wobei a; € F(¢/) gelte. Dann erfiillt die formale Reihe

oo

J(x) =) ¢P(x) € F[[B]]

Jj=0

die g-holonome Rekursionsgleichung Lf(x) = 0 genau dann, wenn die Koeffizienten ¢; die g-holo-
nome Rekursionsgleichung?

(RsL) g = Z a(qd")e'g =: Z ai(q)e'c=0

i=—0 i=—1q

erfullen.

Beweis Zunéchst ist zu bemerken, dass der induzierte Rekursionsoperator Koeffizienten aus F(q')
besitzt und somit zu einem g-holonomen Rekursionsoperator korrespondiert. Das ergibt sich aus
Tabelle 5.1 und der Tatsache, dass das Produkt zweier Operatoren mit rationalen Koeflizienten in ¢/
auch wieder Koeflizienten aus IF(qJ ) besitzt Den Beweis der Aquivalenz liefert (5.3). Der Ausdruck
L%, ¢Pi(x) ist genau dann 0, wenn S a(gdt)ele = 0 gilt. O

i=—0

Im Kklassischen Fall geht man in der Regel folgendermafien vor, um eine holonome Rekursionsglei-
chung fur die Koeffizienten ¢; von f(x) = ZJ o ¢j(x—ay zu erhalten. Man stellt zunéchst fiir f(x+a)
eine holonome Differentialgleichung auf. Diese konvertiert man in eine holonome Rekursionsglei-
chung fiir die Koeffizienten der Reihe f(x+a) bzgl. ¥/, welche offenbar eine Rekursion fiir ¢; darstellt.
Folglich beschrankt man sich auf Konversionsalgorithmen bzgl. der Basis B = {¥/ |j € No}. Im
g-Fall funktioniert diese Vorgehensweise nicht, da (x + a © a)] # (xO O)’ = X fir a # 0 gilt
und es offensichtlich auch keine lineare Transformation t,(x ) € Flx] glbt die der Eigenschaft
(ta(x) © a){l = ¥ fur alle j € Ny gentigt. Selbst wenn es eine Transformation géibe, so wiirde man
schon im ersten Schritt bei der Bestimmung der g-holonomen Rekursion scheitern, da wir ja im
g-Fall keine allgemeingtiltige Kettenregel haben. Aus diesem Grund lassen wir im Folgenden den
Entwicklungspunkt a mit in den Algorithmus einfliefen.

Wie bestimmt man nun zu einer gegebenen g-holonomen Rekursionsgleichung fiir eine formale g-
Reihe die zugehoérige g-holonome Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten? Nehmen wir an, f(x)
habe die Darstellung

o0
= chFj.a(x) mit ¢g=0 fir j<O
Jj=0
und erfiille die g-holonome Rekursionsgleichung Y1 o ax(x)eff(x) = O mit Namen RE. Ferner
sei L der zugehorige Rekursionsoperator und es gelten die beiden folgenden Identitaten bzgl. der

betrachteten Basis B = {P?(x) | j € No}, die mit den Operatoren & und x des zugehérigen g-
holonomen Rekursionsoperators der Gleichung RE kompatibel sind

i 0

&P (x) = Z as(q)Pf ((x) und xPf(x) = Z b(qd)P{ (x) mit as, b, € F(q).

s=—1y t=—T

Aus diesen beiden Identitaten ergeben sich die beiden Gleichungen

gof (x) = Z Z Z a_s(q"°) P (x)
ZCJXPJa Z Z b_(d7") G ().

J=0 t=—1,

2Diese Rekursionsgleichung hat im Allgemeinen rationale Koeffizienten in ¢/ und muss noch mit dem kleinsten gemein-
samen Vielfachen der Nennerpolynome der Koeffizienten multipliziert werden!
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Wir bringen die Rekursionsgleichung RE in expandierte Form

n o omg mye
Z Zakixis;f(x) =0 mit ax(x)= Z axt und a €F
k=0 i=0 i=0

und kénnen nun alle Summanden der Form akixisf;f (x) durch iterative Anwendung der letzten
beiden Gleichungen ausdriicken als

> Balg)Pi(x), (5.5)
Jj=0

wobei sich ﬂki(cj) wie folgt bestimmen lasst. Wir betrachten zunachst die g-Shifts und erhalten mit
Hilfe der ersten Gleichung die Rekursion

dy(6) = ang
i
dP(e)= > a(d)edy V() fir 1=1,....k (5.6)

s=—10

Die zweite Gleichung hilft uns bei der Elimination der Potenzen von x. Es ergibt sich die folgende
Rekursion

[0} k
e (¢) = du ()

[
e,(c?(cj) = Z b_t(q"ﬂ)ste,(cli_l)(cj) far 1=1,...,1L (5.7)
t=—1

Es gilt Bi(¢) = e,({?(cj) und multiplizieren wir Bi;(¢;) aus, so lasst sich der Ausdruck offenbar

darstellen als

L
Bale) = Y par(d)eg (5.8)

r=—Ip

mit pir € F(¢/) und Iy, I; € Ny. Wir kénnen nun jeden Summanden der g-holonomen Rekursions-
gleichung ersetzen durch (5.5) mit Gleichung (5.8) und erhalten durch Koeffizientenvergleich bzgl.
P (x)

J

Indem wir die letzte Gleichung mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Nennerpolynome
der rationalen Funktionen py;(¢') multiplizieren, gelangen wir zu einer g-holonomen Rekursions-
gleichung fiir ¢;. Wir halten die Vorgehensweise fest in
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Algorithmus 5.1 Bestimmung einer g-holonomen Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten
einer formalen g-Reihe (bzgl. Basis ‘B bzw. ‘B,) aus einer g-holonomen Rekursionsgleichung
der g-Reihe (QREt oRE mit base=gpower bzw. base=gpochhammer und expansionpt=a)

Eingabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung ., ax(x)&f(x) = 0, eine Basis B und
einen Entwicklungspunkt a

Ausgabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung fuir ¢;, wobei f(x) = Z}ﬁo 6P/ (x)

1 begin

2 RE — Y ¢ o ae(x)elf(x) =0

3 RE «+— Multipliziere die linke Seite von RE aus

4 Bestimme Bi;(¢;) fiir jeden Summanden akixigf;f (x) von RE induktiv bzgl. Basis B mit
den Formeln (5.6) und (5.7), die aus den entsprechenden Eintragen der Tabelle 5.1
resultieren

5 RE « Ersetze ax'eff(x) in RE durch By(¢;) aus (5.8) und multipliziere mit kleinsten
gemeinsamen Vielfachen der Nenner

6 RE «— Shifte RE, so dass lediglich positive Shifts auftreten

7 return RE

s end

Verwendet man die Basis 8,, so muss man die Rekursionsgleichung RE in Zeile 2 zunichst so
shiften, dass lediglich negative g-Shifts, also nur Terme der Form sg,,f (x) mit k > O auftreten.

Das geschieht durch die einfache Substitution x — g~ "x. Fur g-Differentialgleichungen kann man
den Algorithmus durch Austauschen des Operators g; und Anwendung von D, geméf3 Tabelle 5.1
anpassen. In gFPS existiert dazu die Prozedur gDEtoRE, die die gleichen optionalen Parameter
wie gREt oRE besitzt.

Fiar die Basen B° und 9B, kénnen wir explizite Formeln fiir die Substitution in Zeile 4 des Algo-
rithmus 5.1 angeben.

Satz 5.16 Sei f eine g-holonome Funktion in x, welche die g-holonome Rekursionsgleichung
n
Z a(x)elf(x) =0 mit ay € Flx]
k=0

erfiillt und es gelte f(x) = > °, ¢ baw. f(x) = >, cj(fl)jq(é)xj mit ¢; = 0, wenn j < 0. Ist

noomy Mye
Z Z akixisgf(x) =0 mit ar(x)= Zakixi und a €F
k=0 i=0 =0

die expandierte Form der Rekursion, so liefert die formale Substitution
Xiekf(x) — g7 (¢) e le baw. xlekf(x) — (-1)'q()g* () T el 5.9)
eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir ¢;. Bei g-holonomen Differentialgleichungen verwendet
man die Substitution
(@ ) e e () (o= @ @ e
— WS lC:j bzw. Xqu_lf(x) — (—1)lq( 2 ) (q]) WS lC:j. (510]

Beweis Wir beweisen die Aussage fiir die Basis B°. Der Beweis fiir die Basis B, verlauft analog,
wobei man im ersten Schritt bei der g-holonomen Rekursionsgleichung zunachst den Operator

g, " = €, anwenden muss. Nehmen wir an, f(x) habe die Darstellung

x'DySf (x)

f(x):chxj mit ¢ =0 fur j<O.
Jj=0
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Dann erhalten wir durch Einsetzen von a(x) = Y ajex’ und f(x) = > ¢ in die gegebene
g-holonome Rekursionsgleichung

n

Z Z aex'esf(x) =0

k=0 i=0
ZZakixiZq (qi)kxj =0
k=0 i=0 Jj=0
9090 SEMEII IERR!
Jj=0 \k=0 i=0
> (Z > awa ()" <s-fcj>) X =0.
J=0 \k=0 i=0

=0

Gehen wir nun von einer g-holonomen Differentialgleichung aus, so ergibt sich

Z Z aax'Df(x) = 0

k=0 i=0
no oy oo k—1
> a3 (T[0-1,) o
k=0 i=0 Jj=0 1=0
[e%} no oy k—1
(35 (I 0] o) 2t
Jj=0 \k=0 i=0 1=0

Z Z(in <H[}'—i+l]q> (sk_icj)>szo
(SN I @ (e j
Z Zaki((l_q)qk) (e g)) X =

Fassen wir nun den Spezialfall aus Satz 5.16 in den folgenden Algorithmen zusammen.

Algorithmus 5.2 Bestimmung einer g-holonomen Rekursionsgleichung fiir die Koeffizien-
ten einer formalen g-Reihe (bzgl. B° bzw. B,) aus einer g-holonomen Rekursionsgleichung
(JREt oRE mit base=gpower bzw. base=gpochhammer und expansionpt=0)

Eingabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung Y ¢, ax(x)elf(x) = 0

Ausgabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir ¢;, wobei f(x) = Y~ ¢ bzw.

1) = 3% ¢(—1Yql)y

1 begin

2 | RE <« Y/ jax(x)elf(x)=0

3 RE < Multipliziere die linke Seite von RE aus

4 RE «— Ersetze xisgf (x) in RE mit der entsprechenden Formel (5.9) und multipliziere mit
kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Nenner

5 RE « Shifte RE um das Maximum der Grade der a,(x) nach rechts

6 return RE

7 end
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Algorithmus 5.3 Bestimmung einer g-holonomen Rekursionsgleichung fiir die Koeffizien-
ten einer formalen g-Reihe (bzgl. B° bzw. 9B,) aus einer g-holonomen Differentialgleichung
(gDEt oRE mit base=gpower bzw. base=gpochhammer und expansionpt=0)

Eingabe : Eine g-holonome Differentialgleichung fur f(x) bzgl. Dy bzw. Dy

Ausgabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir ¢;, wobei f(x) = >

f(x) = ZJ('):OO Cj(—l}iq(é)xj -

cx bzw.

1 begin
2 DE — g-holonome Differentialgleichung der Eingabe

3 DE «+ Multipliziere die linke Seite von DE aus

4 RE « Ersetze x'Dff(x) bzw. xiDg, f(x) in DE mit der entsprechenden Formel (5.10) und
multipliziere mit kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Nenner

5 RE «— Shifte RE um das Minimum von {k — i | x'Dtf(x) in DE} nach links

6 return RE

7 end

Beweis siehe Beweis von Satz 5.16. Die jeweilige Verschiebung in Zeile 5 hat zur Folge, dass die
entstehende Rekursionsgleichung nur positive Shifts aufweist und bei ¢; anfangt. ]

Bemerkung 5.17 Wir kénnen die Ordnung und den maximalen Grad der Koeffizientenpolynome
einer induzierten Rekursionsgleichung fiir die Basen ‘B¢ und B, aus der Struktur der gegebenen
g-holonomen Rekursionsgleichung Y1\ > "™ aax'elf(x) = 0 ermitteln. Sei dazu g # O fiir ein
i=0,...,mund a,o # O fir ein k = 0, ..., n. Wir erhalten die folgende Tabelle

Basis Zahl a#0 a=0
e Ordnung | max{i | a); # 0} + max{k | aj; # 0} max{i | aj; # 0}
Grad max{i+ 2k | a); # 0} max{k | a) # 0}
%, Ordnung | max{i| aj; # 0} + max{k | a); # O} max{i| ax # 0}
Grad max{n+i— k| a,; # 0} max{n+i— k| a; # 0}

Tabelle 5.2 Ordnung und maximaler Grad der Koeffizientenpolynome des induzierten Rekursionsoperators

Beweis Wir beweisen exemplarisch zwei Eintrage der Tabelle. Betrachten wir zunédchst die Ord-
nung des induzierten Rekursionsoperators RyaL fiir den Fall a # 0. Dem Algorithmus 5.1 ent-
nimmt man, dass eine einmalige Anwendung des g-Shiftoperators eine Inkrementierung des Index
von ¢; nach sich zieht. Bei der Multiplikation mit x hingegen wird der Index von ¢; dekremen-
tiert und ¢ wird so zu ¢;_;. Bei beiden Operationen wird aber auch ein neuer ¢-Term erzeugt.
Die k-malige Anwendung von g, liefert also einen Ausdruck, bei dem ein Term mit ¢, und
ein Term mit ¢ (und weitere Terme dazwischen) vorkommen und die Multiplikation von xt er-
zeugt u.a. einen ¢_;-Term und einen ¢j-Term. Dadurch bleiben ¢;’s, die durch g; erhéht worden
sind, erhalten und der maximale negative Shift ¢;_; wird erreicht. Es ergibt sich also die Ordnung
max{i | &) # 0} + max{k | a; # 0}. Der maximale Grad der Koeffizientenpolynome in ¢ ist
max{i+ 2k | a)q # 0}, da Anwendung von g; den Grad um 2 und Anwendung von x den Grad um
1 erhoht. (]

Bestimmen wir einige induzierte Rekursionsgleichungen mit Maple.

Maple-Sitzung 5.1 (Konversionen g-holonomer Rekursionsgleichungen I)

> RE:=qHolonomicRE (gsin(x,q),F (x));

RE := q(1+x") F (x) + (~1 — q) Sq, (F (x)) + (Sqy) (F (x)) =0
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> RE1:=qREtoRE (RE, F (x),c(3));

REI = c(j)+ (dd* — 1) (da—1)c(j+2)=0
> RE2:=gREtoRE (RE, F (x),c(]j),base=gpochhammer) ;

RE2 = c(j)+q(d)* (dd* — 1) (dg—1)c(j+2)=0

> RE3:=qREtoRE (RE, F (x),c(]),expansionpt=a) ;

RE3 := c(j)+ agdq(1+q)c(j+ 1) + (a2 (@) d" +(d) ¢ —dd —da+ 1) c(i+2)
+adq(1+q) (dq’ — 1) (¢ = 1) c(+3) +a’ (¢)° q* (dd' —1) (dd° — 1) c(i+4) =0
> gREtoRE (RE, F (x),c (]J) ,base=gpochhammer, expansionpt=a) ;
d°c()+(1+qad’ (dq’ —q —1)c(i+1)+4q° + (—qg (@)’ = q°(d)* + " (d)" + 22
+a2q3+a2+a2q+a2q4—|—q8 (qj)2—a2qiq3—2a2qiq4—2q5a2 '—anij+q7a2 (qj)2)C(j+2)
—aq(1+q) (dq’ ~ 1) (¢° ()" - * ()" + a’dq’ — a’¢” — @) e (j+3)

+a* (dq* — 1) (dq° — 1) (qs (q’)2 + az) c(j+4) =0

Wie erhalten wir nun umgekehrt aus einer g-holonomen Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten
einer Potenzreihe f(x) eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir f(x)? Um dieses Problem zu 16sen,
geben wir an, wie die Operatoren £~ ! und ¢/ auf die g-Potenz- und die g-Pochhammer-Basis wirken.
Das Ergebnis dieser Operationen muss ein Ausdruck der Form ), ai(x)efP?(x) mit ax € F(x)
sein. Fur die Basis B¢ gelingt es uns in einem Fall nicht, eine Darstellung gemaf3 obiger Summe
zu finden, wohingegen wir mit der folgenden Vorgehensweise fiir alle anderen Falle die Eintrage
von Tabelle 5.3 erhalten. Man wahlt den Ansatz

(a_1(x)e; ' + ao(x) + a1 (x)eq) Pf(x) = LP(x) (5.11)

mit L = ¢ oder L = ¢! und moéglichst kleinen a_;(x), ao(x), a;(x) € F(x), in dem Sinne, dass
Zahler- und Nennerpolynome, deren Koeffizienten Unbestimmte aus [ sind, kleinen Grad besitzen.
Wir kénnen nun Gleichung (5.11) nach Umstellen und Anwendung der Operatoren auch schreiben
als r(x)P{(x) = 0, wobei r(x) € F(¢)(x). Durch Koeffizientenvergleich des Zahlerpolynoms bzgl.
x und ¢ erhilt man ein lineares Gleichungssystem, dessen Losung nach Einsetzen in den Ansatz
die Darstellungen von Tabelle 5.3 liefert.

P?(x) ; . . .
L (x0 a, o (a0 ), (x:q)

¢ aae (o), e | (et 2) (@), | (Flat+l) (xa)

e | (et row, | ] ghat@ox) | ket

Tabelle 5.3 Identitdten zur Formulierung der Umkehrung von Algorithmus 5.1

Der folgende Algorithmus bestimmt die g-holonome Rekursionsgleichung einer formalen g-Reihe
bzgl. Basis ‘B, mit Hilfe der Darstellungen aus Tabelle 5.3. Der Algorithmus ist eine Adaption des
Algorithmus 5.1.

Fiar B = {P*(x) | j€ No} gelte

e P (x) = Z as(x)efP*(x) und ¢P%(x) = Z by(x)e P (x) mit as b € F(x).

qJ
s=—1ip t=—T
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Aus diesen beiden Gleichungen folgen

> (eq)P zq P =3 Y aeor = Y aler)
Jj=0 Jj=0 s=—1i s=—1i
[eS) T
quq]R]a Z Z be(x (x) = Z bt(x)sfzf(x)
J=0 J=0 t=—T t=—T
Wir expandieren die Rekursionsgleichung
noomy . My
Z Zak" (qi)lskq =0 mit a(q)= Zaki(q’)‘ und a €F (5.12)

k=0 i=0

und kénnen nun alle Reihen Y aii(¢)' (¢°¢;) P#(x) mit Hilfe der letzten beiden Gleichungen wie
folgt ausdriicken durch Bi;(f (xi) Wir fithren die Iterationen

a7 () = e (%)

ay (f(x) = > asx)esdy V(f(x) fir 1=1.....k (5.13)

und
e (f(x) = d (f(x))

i

e (F(x) = D bi(x)ehely V(f(x) fir 1=1,....i (5.14)

t=—Tp

aus und erhalten so B,;(f(x)) = ekl) (f(x)). Somit kénnen wir die g-holonome Rekursionsgleichung
fir f(x) ausgeben als

SO Bulf(x)=> Z Zakl (e°¢)) P(x) = 0. (5.15)

k=0 i=0 J=0 k=0 i=0

=0

Die Vorgehensweise fassen wir fiir den Fall ‘B = ‘B, zusammen in

Algorithmus 5.4 Bestimmung einer g-holonomen Rekursionsgleichung einer formalen g-Rei-
he (bzgl. Basis B,) aus einer g-holonomen Rekursionsgleichung der Koeffizienten der g-Reihe
(REtogRE mit base=gpochhammer und expansionpt=a)

Eingabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung >, _, ax(¢')e*¢; = 0 und einen
Entwicklungspunkt a

Ausgabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir f(x), wobei f(x) = ZJ?:OO ¢(ao x)’;l

1 begin
2 RE «— Y i, ax(d)ec;=0
3 RE «+— Multipliziere die linke Seite von RE aus

4 Bestimme By;(f(x)) fiir jede Reihe Y ai(d/)" (e°¢) (a® X)Z induktiv mit den Formeln
(5.13) und (5.14), die aus den entsprechenden Eintragen der Tabelle 5.3 resultieren

5 RE « Ersetze aii(¢')'e*¢; in RE durch Bi;(f(x)) und multipliziere mit kleinsten
gemeinsamen Vielfachen der Nenner

6 RE «— Shifte RE, so dass lediglich positive g-Shifts auftreten

7 return RE

s end
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Fur die g-Potenz-Basis kénnen wir den obigen Algorithmus in dieser Form nicht anwenden, da
wir keine Gleichung ¢ (x © a), = >_, ax(x)&} (x © a), mit a; € F(x) haben, sondern ¢ (x © a), =

€€ (X © a)},. Wir erhalten in diesem Fall fiir i, k € No
3 (@) (o) (ko= Y (@) () @ (xo )
=0 =1
;§i@ﬂ“wﬁqxwia%ewoa%
:q<lw%1a%§;wfl(k>xoaf
= ... =(-1)iq G @ oqu)f;gé‘ ('g) (x© a),

Auf diese Art und Weise eliminieren wir sémtliche Potenzen (¢/)' in der Rekursionsgleichung. Um
lediglich nichtnegative Shifts zu erhalten, miissen wir gewéhrleisten, dass k — i € Ny fur i, k € Ny
gilt. Das erreichen wir dadurch, dass wir die Ausgangsrekursion (5.12) gemaf j — j—min{k—my €
—No | k=0,..., n} shiften. Die positiven Shifts kénnen wir dann mit Hilfe des entsprechenden
Eintrags der Tabelle 5.3, ahnlich wie im obigen Algorithmus, eliminieren. Wir passen die Iterationen
des Algorithmus 5.4 unserer jetzigen Situation an und erhalten

a (f(x)) = awf (x)

. 1 _
dV(f(x) =q ) ——e,dl"V(f(x)) far 1=1,....1 (5.16)
gx—a

und

_ 1
el((?(f(x)) = ef{i 1) (((qx‘_xa)xgq + X)f(x)) fir 1=1,..., k— i (5.17)

Somit gilt mit Bi;(f(x)) = ekl l)(f (x)) und Pf(x) = (x © a){l wiederum Gleichung (5.15).

Algorithmus 5.5 Bestimmung einer g-holonomen Rekursionsgleichung einer formalen g-Rei-
he (bzgl. Basis ‘B¢) aus einer g-holonomen Rekursionsgleichung der Koeffizienten der g-Reihe
(REtogRE mit base=gpower und expansionpt=a)

Eingabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung ZZ:O ar(q )skcj = 0 und einen
Entwicklungspunkt a

Ausgabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir f(x), wobei f(x) = 37 ¢ (x © a)’
1 begin
2 RE «— Y} _, ax(q)ekcg =0
3 RE < Fiihre die Substitution j — j — min{k —my € —No | k=0,..., n} bzgl. RE durch
4 RE «+— Multipliziere die linke Seite von RE aus

5 Bestimme Bi;(f(x)) far jede Reihe ZJOZO
(5.16) und (5.17)

6 RE « Ersetze aii(q')'e"¢; in RE durch By (f(x)) und multipliziere mit kleinsten
gemeinsamen Vielfachen der Nenner

o k(@) (£F¢) (x © a){l induktiv mit den Formeln

7 return RE

s end

Fiir die Basen B° und B, kénnen wir erneut direkte Substitutionsregeln angeben.
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Satz 5.18 Sei f eine Funktion in x mit der g-hypergeometrischen Reihenentwicklung

F) = e baw. ()= g(~1Yql)¥

mit c’% € F(q¢)). Ferner erfiillen die Koeffizienten eine g-holonome Rekursionsgleichung der Form
J

Z ar(q)eke = 0.
k=0

Dann erhalt man durch die formale Substitution
(q’)l ¢ — qikixnfks;f(x) bzw. (q’)l e — (—1)kq(k;‘)q7k"x7ksf;k (5.18)

eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir f(x).

Beweis Seien die Voraussetzungen des Satzes gegeben. Wir beweisen die Aussage fur die Basis
B°. Dazu bringen wir die g-holonome Rekursionsgleichung der Koeffizienten zunachst mit a,(¢/) =
S ki (@) in die expandierte Form und verwenden dann die Formel > (d ) gad = lf(x)

> an(d) g =0
k=0 i=0
>3 () (Fg) # = 0
Jj=0 k=0 i=0

noom e’}
Zam 7k1x7kz (q’*k)L (e5¢) ¥ =0 ‘ o
k=0 i=0 Jj=0
n mye
DY g xR f(x) = 0.
k=0 i=0
Analog erhalt man die Aussage flr die Basis ‘Bo. (]

Algorithmus 5.6 Bestimmung einer g-holonomen Rekursionsgleichung flir eine g-Reihe (bzgl.
BO bzw. B,) aus einer g-holonomen Rekursionsgleichung der Koeffizienten (REt ogRE mit
base=gpower bzw. base=gpochhammer und expansionpt=0)

I

Eingabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung >, _ ax(¢)e¥¢; =0

Ausgabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir f(x), wobei f(x) = Y=, ¢ix/ bzw.

_ j
F0) = L2 6(-1Yab)e

1 begin

2 RE — 371 o ax(d)e"e =0

3 RE «+ Multipliziere die linke Seite von RE aus

4 RE « Ersetze (¢ )i skcj in RE mit der entsprechenden Formel (5.18) und multipliziere mit
kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Nenner

5 RE « Shifte RE, so dass lediglich positive g-Shifts auftreten

6 return RE

7 end
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Wahrend wir mit Algorithmus 5.6 die Umkehrabbildung von Rgo bzw. Ry, als Transformation
F[x][eg] — F[d][e] (Algorithmus 5.2) formulieren konnten®, bilden die Algorithmen 5.4 und 5.5
keine Umkehrabbildungen von Ry, und Rg.. Fur die Falle a # O bei den g-Potenz- und g-Poch-
hammerbasen benétigen wir aber fir das weitere Vorgehen auch keine Umkehrabbildungen. Un-
sere Algorithmen machen es vielmehr moglich, zu jeder g-holonomen Rekursionsgleichung einer
Reihe eine korrespondierende Rekursionsgleichung fir die Koeffizienten und zu jeder g-holonomen
Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten eine korrespondierende Rekursionsgleichung der Reihe
zu bestimmen. Wissen wir aber, dass ein gegebener Rekursionsoperator einem induzierten Rekur-
sionsoperator Ry L entspricht, so kénnen wir auch den Ausgangsoperator L angeben. Wir deuten
an, wie man diesen algorithmisch erhalten und in diesem Fall die Ordnung der g-holonomen Re-
kursionsgleichung fur die Reihe moglichst niedrig halten kann. Sei n die Ordnung des Operators
Ry L und m der maximale Grad der Koeffizientenpolynome bzgl. ¢/. Zunichst macht man den An-
satz L = Y 1o > dex'el mit unbekannten aj; € F unter Beriicksichtigung von Bemerkung
5.17, d.h. es gelte n + m = n und es treten z.B. bei 8¢ im Ansatz nur Terme akixief; auf, fur die
i+ 2k < m gilt. Fur jeden dieser Ansatze (flir n und m gibt es i.Allg. mehrere Moglichkeiten) fiihrt
man Algorithmus 5.1 aus und fuhrt nun Koeffizientenvergleich bzgl. xis’q‘ mit dem Operator Ry L
durch. Durch Lésen des zustande kommenden linearen Gleichungssystems erhdlt man dann bei
einem der Ansatze eine nichttriviale Losung und somit den Operator L.

Wir fithren die letzte Maple-Sitzung von Seite 80 fort.

Maple-Sitzung 5.2 (Konversionen g-holonomer Rekursionsgleichungen II)

> REtogRE (RE1,c (j),F(x));

q(1+x*) F(x) + (=1 — q) Sq, (F (x)) + (Sq,.,) (F (x)) =0
> REtogRE (RE2,c (]J),F (x),base=gpochhammer) ;

q(1+x") F(x) + (=1 — ) Sq, (F (x)) + (Sq,.,) (F (x)) =0
> REtoqRE (RE3,c(J),F (x),expansionpt=a);

a® (Sqy.y) (F (X)) —a(14q) (—a’x+2a) (Sq.,) (F(x))+
(a2 —2a’x+ ¢*x* + 4d®q— 3ag’x + ¢°x*a® — ag*x + a2q2) (Sq.,) (F(x)) —

q(l1+q) (fq2x+ a) (aqzx2 —gx+ 2a) Sq, (F (x)) + q2 (1 +x2) (fqszr a) (—gx+a)F(x) =0

5.1.2 g-Holonome Rekursionsgleichungen verallgemeinerter g-hypergeome-
trischer Funktionen

Nachdem wir in Abschnitt 3.1.4 bereits eine explizite Formel flir die g-holonome Rekursionsglei-
chung der verallgemeinerten g-hypergeometrischen Funktion

a,...,qr
rPs g x

bi,....,bs
mit a;, b; € F aufstellen konnten, kénnen wir nun einen Algorithmus formulieren, der uns auch
befahigt, g-holonome Rekursionsgleichungen fiir ,¢s zu bestimmen, bei denen x zusatzlich oder
ausschlieflich als oberer Parameter auftritt. Dazu fihren wir die verallgemeinerte g-hypergeome-
trische Funktion auf g-hypergeometrische Potenzreihen der Form ), ¢;Pf*(x) mit Pf*(x) € B bzw.
P{(x) € B, zurtck.

Es gelten offenbar die Identitaten

J
X (%; q>' =(x0O a)’é und  (ax;q), = d (; Ox) fir a #0. (5.19)

J q

Mit diesen Identitaten kénnen wir folgenden Algorithmus angeben

3zum Beweis betrachte die Substitutionsformeln (5.9) und (5.18)
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Algorithmus 5.7 Bestimmung einer g-holonomen Rekursionsgleichung fiir die verallgemei-
nerte g-hypergeometrische Funktion ,¢s (qgHolonomicRE bei gphihypergeom)

Eingabe : Eine verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion ,¢s(x)

Ausgabe : Eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir ,¢s(x)

1 begin
2 switch ;¢s(a, b | g; X) do
3 case x im Argument X und nicht in oberen Parametern a enthalten
|| Do as ()T b base
5 end
6 case x im Argument X und einmal im Nenner eines oberen Parameters a enthalten
7 g W (C1yg®) T L (aa) ! base — B
8 end
9 case x nicht im Argument X und einmal im Zdhler eines oberen Parameters a enthalten
w0 | || e (C1ya) () (wa)y base —
11 end
12 otherwise
13 ‘ return ,Es konnte keine g-holonome Rekursionsgleichung gefunden werden. “
14 end
15 end
16 RE «+ Stelle aus dem Termverhaltnis % die g-holonome Rekursion erster Ordnung fiir
¢ auf
17 RE «— Konvertiere RE in eine g-holonome Rekursion fiir die Reihe bzgl. Basis base mit
Algorithmus 5.4 bzw. 5.5
18 return RE
19 end

Beweis Wir beweisen die Korrektheit der drei obigen Falle bei der Bestimmung von ¢;, der Basis
und des Entwicklungspunktes e fur

2= o | ax) =3 G (1) T =Y arr(e

Verwende dazu obige Formeln (5.19) und bezeichne mit (&; q) )i das um das g-Pochhammersymbol
des Parameters a gekuirzte Produkt der oberen g-Pochhammersymbole. Dann gilt

oo (@), N x v o
O ros(x) =232, (:;72)1_((1%@] ((—l)jq(Z)) (%)J x =307 g

00 aq). () 14+s—r . X o .
M 1.0 = X% g, (71Va) (1) (009 = Doq (x0 09

IS &q), J (i 1+s—r . . 0 :
() () = X% G oy (C1Va®) T (2) (G o), = 5% ¢ (2 o),

Alle ¢ erfiillen eine g-holonome Rekursionsgleichung erster Ordnung, da c; ein g-hypergeometri-
scher Term ist. Somit erhalten wir unter Verwendung des Konversionsalgorithmus 5.4 bzw. 5.5 die
gesuchte g-holonome Rekursionsgleichung fiir ,¢@s(x). (I

Um eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir r%(i) zu bestimmen, fithrt man zunéachst die Sub-
stitution y = i durch und bestimmt mit Algorithmus 5.7 eine Rekursionsgleichung der Form
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Yo Wc(Y)elf(y) = 0. Wegen if(y) = ef . f(5) = ;'f(;) konnen wir diese Rekursion in eine
g-holonome Rekursion bzgl. x tiberflihren. Um das zu erreichen, muss man die Rekursion mit
dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Nennerpolynome der ak(i) multiplizieren und um die
Ordnung der Rekursion shiften. Dieses Vorgehen ist ebenfalls in gHolonomicRE implementiert.

Maple-Sitzung 5.3 (g-Holonome Rekursionsgleichungen verallg. g-hypergeometrischer Funktionen) __
> gHolonomicRE (gphihypergeom ([1/x]1, [1,x,9),F(x));

(x=1)F(x) +Sq, (F(x)) =0
> gHolonomicRE (gCharlier(n,a,x,q),F(x));
aF (x) + (—q"gx — a+ 1) Sq, (F (x)) + (gx — 1) (Sqyx) (F (x)) =0
> infolevel [gHolonomicRE] :=4:
> gHolonomicRE (gphihypergeom([1/g”n,x], [0],-g"n*g/a,q),F(x));
gphihypergeomRE: g-holonomic recurrence equation for coefficients
(q" — qk> qA (k) — (—1 +qkq) aA(k+1)=0

gphihypergeomRE: base=gpochhammer with expansionpt
1

—aF (x) + (q"gx — 1+ a) Sq, (F (x)) + (—gx + 1) (Sq,,) (F (x)) =0

5.1.3 Der g-Taylorsatz

Wir suchen im Folgenden nach formalen Potenzreihen, die eine vorgegebene g-holonome Rekursi-
onsgleichung erfiillen. Dazu benétigen wir eine g-Version des Satzes von Taylor, formulieren aber
zunachst einen verallgemeinerten Taylorsatz, dhnlich wie in [KCO2].

Satz 5.19 Sei f(x) eine beliebige Funktion, L ein linearer Operator und a € F der Entwicklungs-
punkt. Ferner sei B = {P?(x) € F[x] | j € No und deg,(P{(x)) = j} gegeben mit den Eigenschaften
(@) P§(a)=1und Pj*(a) = O fur alle j > 1
(b) LP?(x) = AP (x) mit A; € F fiir alle j > 1 und L(1) = 0,

dann ist

f(x) = i %P?(x) (5.20)

die zu f(x) gehorige Taylorreihe in F[[B]].

Beweis Sei f(x) = ZJ o GPf*(x). Bestimmen wir die k-te g-Ableitung von f(x), so erhalten wir

o0 o0
=> L¥(gPM(x)) = gL* 'LP(x)
= =
o0

= ZﬂJqu P =D Ay A gPL().

Jj=1 Jj=k

Werten wir die Gleichung an der Stelle a aus, so ergibt sich nach Umstellen

(L ()] g (LS ()],

Ao Aerr1Pi(a) H?:lﬂi

Cie =

Korollar 5.20 Fiir L = D, erhalten wir mit /; = [j], die g-Taylorrethe

> [DLf(x .
69 = 32 P s
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und fiir L = Dy~ erhalten wir mit /; = — [j],

o0 D . f(x

J

Beweis B¢ und ‘B, erfiillen offenbar beide die Voraussetzungen des verallgemeinerten Taylorsat-
zes. Bei B ist Eigenschaft (b) bzgl. D, und bei B, bzgl. D,-1 gegeben. Siehe dazu auch Tabelle 5.1,
deren Eintrage die Aussage liefern. Es sind aber auch die einzigen Basen*, die die Voraussetzungen
erflillen. Wir betrachten zum Beweis B¢ und legen j; = [j],, fest. Dann ist P§(x) = 1 wegen (a). Ftr
P{(x) = ax + B erhalten wir P{(a) = aa + 8 = 0 aus (a) und DyP{(x) = a = 1 aus (b). Also ist
P{(x) = x — a. Vollstandige Induktion nach j liefert P{*(x) = (x © a)’;z. O

5.1.4 Der g-FPS-Algorithmus

Wir kénnen an dieser Stelle alle Algorithmen, die wir bisher vorgestellt haben, nutzen, um zu
einer g-holonomen Funktion die zugehorige g-hypergeometrische Potenzreihenentwicklung zu be-
stimmen und formulieren damit das g-Analogon zum FPS-Algorithmus aus [Koe92] bzw. [Koe06].
Wir gehen sogar noch einen Schritt weiter und erweitern den FPS-Algorithmus dahingehend, dass
dieser Linearkombinationen von g-hypergeometrischen Reihen bestimmt. Der g-FPS-Algorithmus
fu3t auf dem folgenden beschriebenen Basis-Algorithmus.

Algorithmus 5.8 Bestimmung einer g-hypergeometrischen Potenzreihe (bzgl. 8¢ bzw. ‘B,) fur
eine g-holonome Funktion (*convert /gFPS ' mit base=gpower bzw. base=gpochhammer
und expansionpt=a)

Eingabe : Eine g-holonome Funktion f(x), eine Basis B und einen Entwicklungspunkt a

Ausgabe : Eine g-hypergeometrische Potenzreihe Zfio P/ (x) fr f(x)

1 begin
2 gRE — Bestimme eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir f(x) mit Algorithmus 3.1
3 RE «— Konvertiere gRE in eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir ¢; bzgl. Basis 6 und

Entwicklungspunkt a mit Algorithmus 5.1

4 Bestimme alle m-g-hypergeometrischen Losungen von RE mit Satz 4.35 (sofern RE vom
g-hypergeometrischen Typ ist) bzw. alle g-hypergeometrischen Losungen von RE mit dem
modifizierten g-PetkovSek-Algorithmus (Algorithmus 4.9)

5 Bestimme mit hinreichend vielen Anfangswerten die g-Reihe mit Hilfe der vorigen Losung
6 return die daraus entstehende Potenzreihe
7 end

Dieser Algorithmus bestimmt u.a. zu einer g-holonomen Funktion die entsprechende g-hypergeo-
metrische Potenzreihe bzgl. einer gegebenen Basis, wenn eine solche Reihe existiert. Voraussetzung
dafir ist, dass der verwendete Algorithmus in Zeile 2 alle linearen Abhéangigkeiten der Eingabe er-
kennt, was in der Praxis schwierig sein kann (siehe auch Algorithmus 3.1). Nach Satz 5.15 ist eine
Potenzreihe genau dann eine Losung der g-holonomen Rekursionsgleichung gRE, wenn die Koeffi-
zienten der Reihe die induzierte Rekursion RE erfiillen. Alle g-hypergeometrischen Losungen von
RE koénnen wir aber mit unseren Algorithmen aus Kapitel 4 bestimmen. In Zeile 5 wird schlieflich
mit Hilfe von Anfangswerten die Potenzreihenlésung bestimmt. Diese Vorgehensweise betrachten
wir im Folgenden genauer.

Bekanntlich ist durch eine Rekursionsgleichung n-ter Ordung fiir ¢; und n Anfangswerten die
Folge ¢;, abgesehen von evtl. Singularitdten, eindeutig bestimmt. Diese Angaben bilden zusammen

4Eindeutigkeit bis auf einen Vorfaktor, der abhangig von j ist
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eine Normalform. Wie bestimmt man aber in unserem Fall die Anfangswerte? Gehen wir von der
Darstellung f(x) = > .2, ¢P{*(x) aus, dann gilt nach Satz 5.19 (fiir explizite Darstellung bzgl. 8¢
bzw. B, siehe Satz 5.20) furj € Nound i € N

B 27163 R ¥ {6

H{':l 7 Pia—l(x)'

Folglich muss man die Werte [L/f(x)], _, kennen, um die Koeffizienten ¢; der Potenzreihe zu be-
stimmen. Liefert die Anwendung des Satzes 4.35 eine m-g-hypergeometrische Losung der Form
{Cmjs Cmj+1+ -+ -+ Cmj+m—1}, SO kénnen wir f(x) unter Bestimmung der Anfangswerte cps, 11 (siche
Satz 4.35 fuir s;) mit Hilfe von (5.21) fir k = 0...m — 1 angeben als

(5.21)

oo
Jj=0

oo (oo}
CmiPy (%) + Y Cmpr1 Py () -+ > o1 Pl (X).
j=0 Jj=0
Erhalten wir keine m-g-hypergeometrischen Losungen, dann fiihren wir den modifizierten g-

Petkovsek-Algorithmus aus. Dieser liefert uns eine Basis g-hypergeometrischer Losungen, sofern
welche existieren. Sei nun

{¢".¢”.....¢"}

eine Basis g-hypergeometrischer Lésungen einer g-holonomen Rekursion fiir die Koeflizienten ¢;
der Ordnung n mit | < n. Dann stellen wir mit Hilfe der ersten n Anfangswerte ein lineares
Gleichungssystem in den Unbekannten ¢, € F auf mit

l

S ) = [Lf(%)] y—q

KkCr ="
k=1 [Tizy

und 16sen dies. Existiert eine Losung, so erhalten wir die g-Potenzreihenentwicklung

ﬂ@Z( m#vﬁm,

J=0

mit r=0,...,n—1

die i.Allg. nicht mehr g-hypergeometrisch ist. Diese Methode setzt voraus, dass die Anfangswerte
fir r = 0,...,n — 1 definiert sind und nicht alle verschwinden. Das kénnen wir durch folgende
Vorgehensweise immer erreichen. Bestimmen wir direkt aus der Rekursionsgleichung den Index
m, fiir den ¢ fur alle j > m definiert ist und nicht verschwindet. Sei also Y ,_, ax(¢/)e"c; = 0
gegeben mit a; € F[¢] und ¢ eine g-hypergeometrische Losung. Nach Satz 4.29 gilt dann fiir das
g-Zertifikat r(¢') := % = fég; mit s, t € Fq]

s(d) [ao(d) und  t(d) ] an(d ).

Sei nun M := {i € Ny | ¢' ist Nullstelle von ao(¢')a,(¢~""!)}. Dann sind offenbar alle i € Ny
in M enthalten, fiir die das g-Zertifikat r(¢/) Nullstellen und Pole der Form ¢’ besitzt. Somit ist
m = 1+ max M U {—1}. Wir bilden aus diesem Grund 7(¢/) := r(¢™™) und erhalten aus diesem g-
Zertifikat einen g-hypergeometrischen Term ¢;, der fiir alle j > O definiert ist.

In gFPS ist Algorithmus 5.8 in der Prozedur ‘convert/gFPS‘ implementiert. Betrachten wir
dazu die folgende Maple-Sitzung.

Maple-Sitzung 5.4 (Bestimmung formaler g-Potenzreihen)

Endliche Summen

> PS:=convert (x"n, gFPS, x, expansionpt=1) ;

2 (—1)F g /2R(=2nH D ghochhammer (q_”, q k) gpower (x, 1, g, k)

PS =
Z gpochhammer (q, q, k)

k=0
> convert (PS,gbinomial) ;

Z gbinomial (n, k, q) gpower (x, 1, q, k)
k=0
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> convert (gqLaguerre (n, alpha, x,q) ,gFPS, x, base=gpochhammer, expansionpt=-1) ;
i (—1)* ¢~ gpochhammer (q_”, q. k) gpower (—1, x, q, k)
— gpochhammer (q, g, n) gpochhammer (q, g, k)

> convert (DiscreteqHermiteII (n, x,q),gFPS, x, base=gpochhammer, expansionpt=-1I);

) (_l)ne1/2m(n+k)q71/2 n?4+1/2 n+kn—1/2 k2+1/2kqpochhammer (qfn. q k) qpower (—i, x, . k)

Z gpochhammer (q, g, k)

k=0

q-Hypergeometrische Potenzreihen

> convert (gexp (x,q) , qFPS, base=gpochhammer, expansionpt=a,var=1/q) ;

[ee]

gexp (a. q) g *gpower (a.x.q™". k)
gpochhammer (q=',q~ 1, k)

g

> convert (gsin (x,q) +gSin (x ,Ol/q) , gFPS3) ;
i (_l)kx2k+1 (q2k+1 _ 1)
£~ gpochhammer (q.q.2k+1)
> convert (gsin (x, q) +xxgcos (x, q) ,gFPS) ;

o0 (_1)kx2k+1 (_2+q2k+l)

kz=o " gpochhammer (.9.2k+1)

Beweis von Identitaten
> PS:=convert (gphihypergeom([b/a]l, [b],a*x,q) /gpochhammer (x,q, infinity),gFPS, x) ;

oo

PS Z gpochhammer (a, g, k) x*
- < gpochhammer (g, g, k) gpochhammer (b, q, k)

> convert (PS, gphihypergeom) ;

gphihypergeom ([a, 0], [b], x, q)
> convert (Sing(x,q)-sing(x,1/q),gFPS);

0

Linearkombinationen g-hypergeometrischer Potenzreihen

> convert (gsin(x, q),gFPS, expansionpt=a) ;

Z (—1)*gsin (a, q) gpower (x, a, g, 2 k) _’_i —1)* gcos (a, q) gpower (x, a, ¢, 2k + 1)
gpochhammer (g, q, 2 k) gpochhammer (q,q, 2k + 1)

=0
> convert(qcos(x,q)*q51n x,1/q9) ,qFPS,x),

i 1 (2 gpochhammer (q.q.2 k + 1) — (1 + ¢***')gpochhammer (—1,q.2k + 1)) (—1)*x***!
4 gpochhammer (q, q, 2k + 1)

> convert (sing(x, q) *gExp (x, q) , gFPS) ;

o]

1 . ; ‘ -

Z 5 ix* <—qpochhammer <711 q, k> + (—1)* gpochhammer (;1 q, k) > e!? ™ (gfactorial (K, q)) ™"
q-— q-—

k=0

> convert ( (axx+b) *xgcos (x, q) + (c*x+d) *gsin (x,q) ,gFPS, X) ;

i )k( —C+q2kC) [e s} _(_1)kx2k+1 (_a+q2k+la_d)
qpochhammer (g.q.2k) gpochhammer (q,q, 2k + 1)

= k=0

Produkte von Polynomen und g-hypergeometrischen Reihen sind auch wieder g-hypergeometrische Reihen
> convert ( (a*xx"2+b*x+c) xgexp (x, q) ,gFPS, x, termwise) ;

2+k

(7C<‘rbq7b)x+i7(—c+bq2+k_b—aq3+2k+aq2+k+qk+la_a)x

¢+ g—1 (gt! — 1) (¢*t* — 1) gpochhammer (q, q, k)

k=0

Weitere Beispiele folgen im Abschnitt 5.2. Fiir eine Beschreibung der sehr méchtigen Prozedur
‘convert/gFPS " siehe Seite 115. Der Algorithmus der Prozedur ‘convert/gphihypergeom?,
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die in der Maple-Sitzung verwendet wurde, wird im nachsten Abschnitt formuliert.
5.1.5 Konversion einer g-Reihe in die Darstellung der verallgemeinerten g-
hypergeometrischen Funktion

Um eine formale g-hypergeometrische Potenzreihe in die Darstellung einer verallgemeinerten g-
hypergeometrischen Funktion zu bringen, kann man folgenden Algorithmus verwenden.

Algorithmus 5.9 Bestimmung der Darstellung einer g-hypergeometrischen Potenzreihe als
verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion (*convert/gphihypergeom?)

Eingabe : Eine g-hypergeometrische Potenzreihe Zjoio GPf(x)

Ausgabe : Die Darstellung der Reihe als verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion
1 begin
2 upper «— (), lower — ()

G By ()

s | Td) =5
4 5(¢') « numer(r(q'))
5 i(¢) < denom(r(¢))

~ tcoeﬁ4(§(qj))
6 €0 Teoelt,; (T(q))
7 | o — Daeg(5(q)) — Liaeg(E(d))
8 5(q') « Faktorisiere numer ({q(f)f)t)) uber einem geeigneten Erweiterungskorper
° i(q') «+ Faktorisiere denom ((?q(g])o) uber einem geeigneten Erweiterungskorper

10 m « deg,,(5(¢))
11 n«— degq,(f(qj))
12 if (1 — qd) ist kein Teiler von i(q¢') then

13 | re—m+1,s—n 8¢)—(1-qd)s(q)
14 else

15 ‘ r—m,s«—n—1,1d) « liiqt;gl,.

16 end

17 | for jeden Linearfaktor (1 — aq') von $(¢/) do

18 ‘ upper — upper U {a}

19 end

20 | for jeden Linearfaktor (1 — 8¢) von i(¢) do
21 | lower «— lower U {8}

22 end

23 if vo <1+ s—rthen

24 ‘ r < 14 s— vy, upper <+ Fuge 1 4+ s — r — vp Nullen zu upper hinzu
25 else
26 ‘ s« vg +r — 1, lower « Fiuge vy + r — s — 1 Nullen zu lower hinzu
27 end

upper | . G
s | return co r(ps< upper | g (71),10)

29 end
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Beweis Es gelte

mit noch unbestimmten r, s € Ny, X, oberen Parametern a; und unteren Parametern b;, sowie mit
bekanntem g-hypergeometrischem C;. Dann ergibt sich das Termverhéaltnis

sy . Gl psor (s (L—aid) ... - (1 — ad) X = j
) =g @ g e e @)

Ferner sei 7(¢/) = g(ng t 5, € F(x)[¢/]. Dann ist offenbar

teoeff; (5(d))
A

teoeff; (1(¢)) Viaeg(3(4')) — L’ldeg(z(qj))> = ((—I)H's "% 14s— ,.)

15po(C) = (G00) =

d.h. es gilt x = (;%. Aufierdem erfiillen die Zahlen r und s die Gleichung 1 4+ s — r = vg. Sei nun

Hd) = (@) 39 mie s.te Fx)ql.

wobei beide Polynome tiber IF(x) wie oben komplett in Linearfaktoren zerfallen. In den Zeilen 12-16
wird der Faktor (1 — q¢’) aus dem Nenner von i(q') gestrichen (falls vorhanden) oder zum Zahler
hinzugeftigt (falls nicht vorhanden), so dass in beiden Polynomen nur noch Linearfaktoren auf-
treten, die einem oberen oder unteren Parameter entsprechen. Die Zahlen r bzw. s, die spater die
Anzahlen der oberen Parameter bzw. unteren Parameter angeben, werden zudem angepasst. In den
darauffolgenden Zeilen werden die Parameter aus den Linearfaktoren geméaf3 Korollar 4.36 abgele-
sen. Gilt vy # 1 + s — r, so mussen den oberen bzw. unteren Parametern noch Nullen hinzugeftigt
werden, die jeweils einem Faktor 1 = (0; q) bei C; entsprechen. Diese Anpassung findet in den
Zeilen 23-27 statt. (]

Maple-Sitzung 5.5 (Konversion in verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion)

> PS:=convert (gexp (x,q),gFPS) ;
X"

Z gpochhammer (g, q, k)

k=0

> convert (PS, gphihypergeom) ;

gphihypergeom ([0],[],x, q)
> PS:=convert (gqCharlier(n,a, x,q),gFPS, x);
PS = Z q"/? @R ghochhammer (" q.k) a” *gpochhammer (—g, q. n) X"
a
k=0

G —1
ochhammer (q. q, k)) " ochhammer | ——=, q, k
ap 4.9 qp q
> convert (PS, gphihypergeomn) ;

n
gpochhammer (—g, q. n) gphihypergeom ([q*”} , [_ﬂ] ,_L qx’ q>
a a a

> PS:=convert (gCharlier(n,a, x,q),9FPS, x, base=gpochhammer, expansionpt=1) ;
—1)* ¢“+™ gpochhammer (g ". q. k) a”*gpochhammer (x. q. k)

Z gpochhammer (g, q, k)

> convert (PS, qphlhypergeom)

gphihypergeom ([qin,x] .[o]. — 4 q, q)
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5.2 Anwendungen

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Anwendungsbeispiele von gFPS. Der g-Zeilberger-Algo-
rithmus ([Ko093],[B6i98]) ist in der Lage, durch Eingabe eines g-hypergeometrischen Terms F(n, k)
in n und k eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir s, = ), F(n, k) zu bestimmen, wobei
F(n, k) # O nur fir endlich viele Summanden gelte. Aus dieser Rekursionsgleichung kann man in
vielen Fallen durch Anwendung des g-PetkovSek-Algorithmus eine geschlossene Form fur s, be-
stimmen. Fir einige der folgenden Anwendungsbeispiele kann z.B. der g-Zeilberger-Algorithmus
die betrachteten Identitdten mit Kenntnis von F(n, k) herleiten. Mit unserem g-FPS-Algorithmus
kénnen wir u.a. nun umgekehrt aus s, den Summanden F(n, k) bestimmen, sofern s, eine g-
Potenzreihenentwicklung bzgl. einer der Basen 8% und B, besitzt. Wir sind aber nicht nur auf
endliche Summen beschrankt, sondern kénnen den Algorithmus zum eigentlichen Zweck, dem
Bestimmen von g-hypergeometrischen Potenzreihen verwenden, um z.B. Transformationsformeln
oder g-hypergeometrische Reihendarstellungen von g-Taylorkoeffizienten erzeugender Funktionen
herzuleiten. Die folgenden Formeln, die wir mit Maple beweisen werden, stammen aus [GR90] bzw.
[KS98].

5.2.1 Das g-Binomial-Theorem

Das g-Binomial-Theorem ist gegeben durch

a
1¢0<

Da wir uns nur fur formale Potenzreihen interessieren, werden wir bei den folgenden Identitaten die
Voraussetzungen zur Konvergenz vernachlassigen. Wir leiten das g-Binomial-Theorem und weitere
alternative Formeln des g-Binomial-Theorems, die man z.B. in [Gas96] nachschlagen kann, mit
gFPS her.

Maple-Sitzung 5.6 (Das g-Binomial-Theorem)

Z(aq); . (ax;q)
ix | = X = < fir |x| <1 und < 1.
1 ) 2 (a;9) (9) o s la

Jj=0

> PS:=convert (gpochhammer (a*x,q, infinity) /gpochhammer (x,q, infinity), gFPS, x) ;

oo

PS = Z gpochhammer (a, q, k) x*
- gpochhammer (q, q, k)

k=0
> convert (PS, gphihypergeom) ;

gphihypergeom ([a] ,[], x, q)

Umgekehrt
> convert (gphihypergeom([al, [],x,q),9FPS, x) ;

i gpochhammer (a, g, k) x*

£~ gpochhammer (q.q. k)
Alternative Formeln des g-Binomial-Theorems

> conver‘)c (gpochhammer (x/q,1/q,infinity) /gpochhammer (axx/q,1/q, infinity),
> gqFPS, x);

i gpochhammer (a, q, k) x*

£~ gpochhammer (q.q. k)

> convert (convert (gpochhammer (x+g” (-n), q,n),gfFPS, x) ,gbinomial) ;
oo

Z (—1)* gbinomial (n, k, q) q' /22 nble=1) ke

k=0
> convert (convert (y*"n*gpochhammer (-x*g” (-n) /vy, q,n) , gFPS, x) , gbinomial) ;

Z gbinomial (n, k, q) q' /22 rLJr’ﬁl)xky”*k

k=0
> convert (convert (gpower (x, -y, d,n) ,gfFPS, x) ,gbinomial) ;
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oo
Z gbinomial (n, k, g) g'/? (k=D (Entk) ey n=k
k=0

5.2.2 Summations- und Transformationsformeln

Wir beweisen an dieser Stelle einige Summationsformeln, darunter

1¢l(a,‘qf£> _ (ijq)x
a (¢ @)oo
a, b c (ﬁ%q)oo (%;q)oo
® g — | = & Lo b’ Yoo (g-Gauf I)
2 1( [ ‘ ,ab) (C;q)oo (ﬁ;q)oo
a b (507" (a7
® qq) = (g-Gaug’ 1)
> 1< c ‘ ) (Ga ), (Ba),
—n n c.
Vo ( q™b ‘ ;CQ> _ (b’q>n (g-Chu-Vandermonde I)
C b (C) q)n
_ c.
- ( q b ‘q; q) _ (bj q)nbn (g-Chu-Vandermonde II)
C (C7 q)n

mit a,b,c € Fund n € Ny.

Maple-Sitzung 5.7 (Summationsformeln)

Summationsformel fiir ; ¢;

> term:=gpochhammer (c/a,q,infinity) /gpochhammer (c, q, infinity);

term := gpochhammer (E, q, oo) (gpochhammer (c, q, 00)) ™"
a

> PS:=subs (a=1/a,convert (subs (a=1/a,term),qFPS, a, expansionpt=1));

i (—l)kql/z(k_l)kckqpower(a_l,1,q,k)

PS =
gpochhammer (g, q, k) gpochhammer (c, g, k)

k=0
> convert (PS, gphihypergeom) ;

gphihypergeom ([a] .. 2, q)

g-Gaug

> term:=gpochhammer (c/a,q, infinity) *gpochhammer (c/b,q, infinity) /
> gpochhammer (c,q, infinity) /gpochhammer (c/a/b, q,infinity);

term := gpochhammer (E, q. oo) gpochhammer (% q. oo) (gpochhammer (c, q, 00)) ™"
a

-1
(qpochhammer (i . q. oo) )
ab

> PS:=subs (b=1/b, convert (subs (b=1/b, term) ,qFPS, b, expansionpt=1)) ;

o0

s Z c*gpochhammer (a,q k) a*gpower (b_l, 1.q, k)
T gpochhammer (q, q, k) gpochhammer (c, g, k)

k=0
> convert (PS, gphihypergeom) ;

c
gphihypergeom ([a, b].[c]. P q)
a
> term:=gpochhammer (a/c,1/q, infinity) rgpochhammer (b/c,1/q, infinity) /
gpochhammer (1/c, l}q, iﬁfinity) /gpochhammer (a*b/c, l/q: in%:’Lnity) ;

\%

_ b _ 1 - -
term := gpochhammer (g,q 1,00) gpochhammer (f,q 1,00) (qpochhammer (c l,q 1oo)) !
c c

b _ —1
(qpochhammer (a—, q ' oo))
c

> PS:=convert (term, gFPS, b, base=gpochhammer, expansionpt=1) ;
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PS i q“gpochhammer (a, q, k) gpochhammer (b, g, k)
o “—~ gpochhammer (q. g, k) gpochhammer (c, g, k)
> convert (PS, gphihypergeom) ;

gphihypergeom ([a. bl . [c] . q. q)
g-Chu-Vandermonde
> term:=gpochhammer (c/b, q,n) /gpochhammer (c, g, n) ;

c _
term := gpochhammer (E q. n) (gpochharmumer (c, g, n)) !
> PS:=subs (b=1/b, convert (subs (b=1/b, term) ,gFPS, b, expansionpt=1));

ps — i g™ gpochhammer (q™". q. k) c*gpower (b™", 1. q. k)
o — gpochhammer (q, g, k) gpochhammer (c, g, k)
> convert (PS, gphihypergeom) ;

n
gphihypergeom ([qin, b .[d]. % q>
> term:=gpochhammer (c/b, q,n) /gpochhammer (c, g, n) *b”"n;

term := gpochhammer (% q. n) b" (gpochhammer (c,q, n))~

> PS:=convert (term, gFPS, b, base=gpochhammer, expansionpt=1);

pS i gpochhammer (q~", q. k) ¢“gpochhammer (b, q, k)
- £~ gpochhammer (g.q. k) gpochhammer (c, q, k)
> convert (PS, gphihypergeom) ;

gphihypergeom ([q~", bl [c]. q. q)

Ferner kénnen wir viele bekannte Transformationsformeln tiberpriifen. Exemplarisch zeigen wir

a, b ax; b; S x
21 q, x| = Mz% b q;b (g-Heine I)
c (¢;0)s (x50) ax
.b D x; £ < b.
291 “ qx | = wz% a'b g anx (g-Heine II)
¢ (x; Q)OO c c
,b ax; £
21 ( ac q; x) = ((x’qq))oochz ( caak;c q; bx) (g-Pfaff-Kummer)
bl o0 ’
-n a0 ﬂ’ q 711! c a
3P q a;q9| = q( b7 )OO 21 4 " a q; 4 (g-Jackson)
b,c (3a7":a) c b

mit a,b,c,x € F und n € Ny. Bei den Beweisen der ersten drei Formeln bringen wir die g-Poch-
hammersymbole zunachst auf die linke Seite.

Maple-Sitzung 5.8 (Transformationsformeln)

g-Heine

> PS:=convert ( qpochhammer(c g,infinity) *gpochhammer (x,q, infinity) /

> gpochhammer (b J_nflm_ty /q ochhammer (axx, q,lnflm_ty)*

> qphlhypergeom a , [cl,x,9),9FPS, b,expansionpt=c,initialcheck=false) ;

S i gpochhammer (x, g, 00) gphihypergeom ([a, c|, [c], x, q) gpochhammer (x, q, k) gpower (b, ¢, g, k)

— gpochhammer (ax, q, 00) gpochhammer (q, q, k) gpochhammer (ax, g, k)
> convert (subs phlh%pergeom( [a,c], [c], ochhammer (a*x,q, infinity) /
> gpochhammer (x, g, infinity) qphlhypergeom?

gphihypergeom ([gx] ,[ax], b, q)

PS:=convert (gqpochhammer (x,q, infinity) /gpochhammer (axb*x/c, q, infinity) *
gphihypergeom([a,bl, [c],x,q),9FPS, b, expansionpt=c, initialcheck= false);

vV Vv
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oo
PS := quochhammer (x, g, 00) gphihypergeom ([a, c|. [c], x, q) akqpochhammer( .G k) ek
k=0
gpower (b, ¢, q, k) (gpochhammer (ax, q, 50)) ™" (qpochhammer (q, q, k) )~ (gpochhammer (c, g, k))~
> convert(subs phlh%pergeom [a,c]l, [c]l,x, g ochhammer (a*x,q, infinity) /
> gpochhammer (x, g, infinity) qphlhypergeomg)
c c abx
gphihypergeom [f f] e, —.q
a b c

g-Pfaff-Kummer

> PS:=convert (gpochhammer (x,q,infinity) /gpochhammer (a*x, q,lnfll’llt%
> gphihypergeom([a,bl, [c],x,q9),9FPS, b, expansionpt=c, iniftialcheck alse)

PS := Z gpochhammer (. q, 00) gphihypergeom ([a. c]. [c]. x. @) (—1)* ¢"/***~ x*gpochhammer (a, g, k)
k=0
gpower (b, c, q, k) (gpochhammer (ax, g, 50))~ " (gpochhammer (q. q, k)) ™" (gpochhammer (c, g, k))
(gpochhammer (ax, g, k)) ™"
> convert (subs qphlh%pergeom [a,c], [c], ochhammer (a*x,q, infinity) /
> gpochhammer (x,q, infinity) qphlhypergeom%}

—1

gphihypergeom ([a, %] ,[e, ax] . bx, q)

g-Jackson

> PS —convert(qpochhammer /b, q,lnflnlt ) /gpochhammer (g/b/g”n, q, infinity) %
phlhygergeom [1/g"n, c/a? ,a*q/b, q%z qFPS,a,basequochhammer,expansi]onptZL

> initialcheck=false);

PS := Z gpochhammer (% q, oo) gphihypergeom ([qin, c. [c]. % q) gpochhammer (q~". q. k) q
k=0

-1
gpochhammer (a, g, k) (qpochhammer (% q. oo) ) (gpochhammer (g, q, k)) "
q

(gpochhammer (c, q, k)) ™' (qpochhammer (b, g, k)) ™"

=1/b, gpochhammer ( /b q,infinity) *
[1 /q n,cl, [c], q/b q) /qpochhammer q/b/gq*n,q,infinity)),qFPS,b);

1

\%2

convert (subs (b
> gphihypergeom(

\

convert (subs ( ghlhypergeom [1/9”n,c]
> gpochhammer ( q? q,lnflnlty)/qpochhammer q?b g,infinity),PS),
> gphihypergeom) ;

gphihypergeom ([q™". a.0] . [b.c] . q.q)

5.2.3 Erzeugende Funktionen

In [KoeO3] wird die folgende Methode verwendet, um zu einer erzeugenden Funktion

= Z Ci(x)t!

die hypergeometrische Potenzreihendarstellung

SCN o
:ch X mit — € K(j)

Jj=0

zu bestimmen. Man wendet zunéchst auf w(x, t) den FPS-Algorithmus bzgl. x an und danach
auf das Ergebnis wiederum FPS bzgl. t. Man erhéalt so durch Vertauschung der Summation (mit
zusétzlicher Substitution) eine innere Summe, die die Reihendarstellung von C;(x) darstellt. Sei
w(x, t) wie oben gegeben. Wir wollen nun die g-hypergeometrische Darstellung von

O
H e F(d)

=>_¢"Bix) mit =
Jj=0

+

uy)
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|je NO} bestimmen. Betrachten wir dazu die folgende Sitzung, bei
der wir exemplarisch die belden Darstellungen

(t*d%) . (9

(“ta)y S ha(xq)
= - Do _ Z 201X ) in (diskrete g-Hermite I)
(xt; Q). (xt; )., ~ (g9,
1 x >
w1 ( ’ q q"“t> => LW(xq) " (g-Laguerre)
(£ @)oo 0 —
herleiten.

Maple-Sitzung 5.9 (Erzeugende Funktionen)
diskrete g-Hermite I

> PS1: —convert(qpochhammer(t q,infinity) /gpochhammer (xxt, q,infinity),
> gFPS, x, expansionpt=1);

oo

PSI = Z t“gpower (x, 1, q, k)

— gpochhammer (q,q. k)
> PS2:=convert (gpochhammer (-t, g, infinity)

,aFPS,t, 3);
(e o)

1/2j(i—1) 4
PS2 = q J(i )tl
ZO gpochhammer (q, q.j)

als Doppelsumme

> S:=Sum(Sum(simplify (op(1l,PS1) +xsubs (j=n-k,op(1l,PS2))
> n=0..infinity);

,power) ,k=0..

n),
SIAY " 1/2 (k=) (=n-let 1)
s=> (> t"qpower (x.1.9.k) q

" £ \ & apochhammer (q, q, k) qpochhammer (q. . n — k)
innere Summe
> PS:=sum(op([1,1],S)/t"n, k=0..infinity);

oo gpower (X, 1,q, k) q1/2 (k—n)(—n+k+1)

PS = Z

> PS:=subs (

gpochhammer (q, q, k) gpochhammer (g, g, n — k)
ochhammer( q,n-k)
R RRran T inomial(k,g)

ochhammer (g, g, n) /gpochhammer (g~ (-n), q, k)
n*k) PS%D

>, gpower (x,1,q. k
ps = N power (x1.q.k)

q"/? U= (=ntk4 D) ohochhammer (q_"

.q. k)
k—o gpochhammer (q, q, k) gpochhammer (q, g, n) (—1) q(z
> convert (PS, gphihypergeom) ;

k)fnk

q'/>""=Y gphihypergeom ([q~", x~'].[0]. —xq. q)

gpochhammer (q, q, n)
> PS: —Convert(DlscretequrmlteI(n x,q) /gpochhammer (q, q,n) , gFPS, %,
> expansionpt=1);
s i (—1)<q'7? n*—1/2n+k opochhammer (g~ q. k) gpower (x. 1, q. k)
T — gpochhammer (q, q, n) gpochhammer (q, g, k)
> convert (PS, gphihypergeom) ;

q'”>""= gphihypergeom ([q". x~']. [0]. —xq. q)
gpochhammer (g, q, n)
g-Laguerre

> PSl:=convert (gphihypergeom ([-x], [0],g" (alpha+l) *xt,q), gFPS, x)

[e’s}

k ¢+ tk gphihypergeom ([O] [0 "'t q)

(q. g, k) gpochhammer (q**1t, g, k)

0],g9” (alpha+1)
)/ pochhammer(t a,

g qpochhammer
> PS2:=convert (gphihypergeom ( [O] ’
> gpochhammer (g” (alpha+l) *t, q, k

ll’l%ll’llty) gkFPSsS,t, 3);
>, gpochhammer (¢ "', q.j) ¢
PS2 = Y

= gpochhammer (q, q,j)
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als Doppelsumme

> S:=Sum(Sum(simpllfy( (
> xgpochhammer (g™ (alpha+l
> n=0..infinity);

s - i <Z (—1)* ¢“UF+) " xk gpochhammer (""", q.n — k) >

gpochhammer (q, q, k) gpochhammer (q, ¢, n — k)

)l, 1) /gp hlhypergeom

(ro ~(alpha+1l) xt, q)
d, k) *subs (j=n-k, op ( Swary o

1,10],q9
l,PSZ)) power) ,k=0..n),

n=0 \k=0
innere Summe

> PS:=Sum(op([1,1],8)/t"n,k=0..infinity);

s < (-1)* ¢+ x* gpochhammer (q"‘+1+k, q.n— k)

Z gpochhammer (q, q, k) gpochhammer (q, g, n — k)

\%

> (=1) "k*g” (binomial (k,2) -n«*k), gpochhammer (g® (alpha+ +k),q,n-k)

PS:=subs (c% ochhammer (<2:[, g, n-k)=gpochhammer (q q,n) /gpochhammer (g~ (-n), g, k) *
> gpochhammer (g” (alpha+1), g, n) /gpochhammer (g~ (alpha+1),q,k),PS);

oo qk(k+a) ke

K
k—o gpochhammer (q, q, k) gpochhammer (q**1, q, k) gpochhammer (q, g, n) q(z)*“k
> convert (PS, gphihypergeom) ;

PS x“gpochhammer (q‘“’l, q. n) gpochhammer (q_“, q. k)

gpochhammer (q"”’1

.q, n) gphihypergeom ([q~"]. [¢"q), —q"qq"x. q)
gpochhammer (q, g, n)

> PS:=convert (qLaguerre (n, alpha, x,q),gFPS, x) ;

o 1/2k(k+1+2n+2a) a1

gpochhammer (qfn, q, k) gpochhammer (q . q n) x"

PS = T
“ gpochhammer (g, g, k) gpochhammer (g**+1, q, k) gpochhammer (q, g, n)

> convert (PS, gphihypergeom) ;

a+1

gpochhammer (q . q n) gphihypergeom ([qf”}, [d"ql, —q"qq"x, q)

gpochhammer (q, g, )

Bei beiden Beweisen verwenden wir die Identitat
A e (a59)
(@), = (—1)kqle) -k LD
ok (g™ Q)k
damit die innere Summe endlich wird und die natiirlichen Grenzen O und n sind.

5.2.4 Verschiedene Identitaten

Wir koénnen weitere einfache Identitdten mit gFPS zeigen, wie z.B. die verschiedenen Darstellungen
der g-Exponentialfunktionen

q(lff) - (X;jz)oo - 1%(8 ’q;x> 2 (qfcl;)k

exp, (x)

a g’o
=equ(a)1¢>o(" ’q7 )Zequ( )z¢71< g q;q)
=exp,(a)101| X |q 'ixq ' | =exp,(a) 190 j'ql,aq 1)
q
bzw.
- 0 gl3) xk
X q\2/x
EXp (X) < )Z( XaCI)OOZO‘PO( ‘% _X> :Z .
‘ 1—gq - = (@9),
= Exp, ( )1¢71< X ‘qv_x) —EXPq(a)NPo(i CB—U-)
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mit a € F* sowie
exp, () Exp, (—x) =1 bzw. e (x)Eq(—x) =1
und die g-Additionstheoreme
sing (x) Sing (x) + cosq (x) Cosg (x) =1 bzw. s4(x)Sq(x) +¢q(x)Cq(x) =1
und
sing (x) Cosq (x) — Sing (x) cosg (x) =0 bzw. s4(x) Cq(x) — Sy (x) ¢q (x) = 0.

Maple-Sitzung 5.10 (Verschiedene Identitdten)

Identitaten fur g-Exponentialfunktionen
> convert (gexp (x,q) ,gFPS) ;

o0 Ic

x
; gpochhammer (q. g, k)

convert (expq(x/ (1-q),q),qFPS) ;

4

oo

x
Z gpochhammer (q, q, k)

k=0
> convert (1/gpochhammer (x,q, infinity), gFPS);

> I

x
Z gpochhammer (g, g, k)

k=0
> convert (gphihypergeom([0], [],x,9),gFPS);

o I

x
Z gpochhammer (q, g, k)

k=0
> convert (convert (gexp (x, q) , gFPS, expansionpt=a), gphihypergeom) ;

. a
gexp (a, q) gphihypergeom ([;] 1% q)

convert (convert (gexp (X, q), gFPS, base=gpochhammer, expansionpt=a),
> gphihypergeom) ;

\%

gexp (a, q) gphihypergeom ([f O] , [ﬂ] . q, q)
a a

> convert (convert (gexp (x, q) ,gFPS, expansionpt=a), gphihypergeom, var=1/q) ;

q

convert (convert (gexp (x, q) ,gFPS, base=gpochhammer, expansionpt=a),
> gphihypergeom, var=1/q) ;

. X a _
qexp (a, q) gphihypergeom <[E} Al =.a 1)

\%2

gexp (a, q) gphihypergeom ([g] , [E] X qil)
X a] 4
> convert (gExp (x, q) ,gFPS) ;

i g2 k=) ok
£~ gpochhammer (q.q. k)
> convert (Expq (x/ (1-q),q),9FPS) ;

Lo 1/2k(k—1)xk

q
Z gpochhammer (q, q, k)

k=0
> convert (gpochhammer (-x, g, infinity), gFPS);

o 1/2k(k—1) , Jk

q
Z gpochhammer (g, g, k)

k=0
> convert (gphihypergeom([], [],-%,9),gFPS);
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oo 1/2k(le—1) | e

q
; gpochhammer (q. g, k)

> convert (convert (qExp (x,q) ,gFPS, expansionpt=a) , gphihypergeom) ;

qExp (a, q) gphihypergeom ( [%] [=a].—x q)

convert (convert (gExp (x, q) , gFPS, base=gpochhammer, expansionpt=a),
> gphihypergeom) ;

\%2

. X
gExp (a, q) gphihypergeom ( [E} ] —a, q)
> convert (convert (gExp (x, q) ,gFPS, expansionpt=a), gphihypergeom, var=1/q) ;

qExp (a, q) gphihypergeom ([f,o] , [fafl] ,qil,qfl)
a

convert (convert (gqExp (%, q) , gFPS, base=gpochhammer, expansionpt=a),
> gphihypergeom, var=1/q) ;

\%

a X _
qExp (a, q) gphihypergeom ([ﬂ Al 79 1>

> convert (gexp (x, q) *gExp (-x, q) , gFPS) ;

> convert (expq(x, q) *Expg (-x,q) ,gFPS) ;

g-Additionstheoreme

> convert (gsin(x, q) *gSin (x,q) +qcos (x, q) xqCos (x,q) ,gFPS) ;
1

> convert (sing(x, q) *Sing(x, q) tcosq(x, q) *Cosq(x,q) ,gFPS) ;
1

> convert (gsin(x, q) xgCos (x,q) —gSin(x, q) xgqcos (x,q) ,gFPS) ;
0

> convert (sing(x, q) *Cosqg(x,q)-Sing(x, q) *xcosq(x,q) ,gFPS) ;
0
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Kapitel 6

Das Maple-Package gFPS

In diesem Kapitel werden wir einige Prozeduren aus dem umfangreichen qFP S-Package vorstellen
und zahlreiche Beispiele und Erlduterungen zur Anwendung des Packages liefern.

6.1 Installation und Einfiihrung

Das Maple-Package qFPS umfasst alle Algorithmen, die in dieser Arbeit behandelt werden. Man
ladt gFPS, indem man zunéchst die Datei gFPS.mpl auf der Festplatte speichert. Nachdem man
Maple! gesfinet hat, liest man diese Datei mit dem Befehl read “/path/gFPS.mpl"™: auf UNIX-
Systemen bzw. read “C:/path/gFPS.mpl": auf Windows-Systemen ein, wobei path den Pfad
bezeichnet, wo die Datei liegt. Danach ladt man das Package mit der Befehlszeile with (qFPS) :
und kann nun auf alle Prozeduren des Packages zugreifen.

6.2 Die g-Funktionen in gFPS

Tabelle 6.1 listet alle von gFPS unterstiitzten g-Funktionen mit Namen und Argumenten auf. Die
verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion
q; x)

ay,...,qr
"ps<b1,...,bs
wird in gFPS aufgerufen mit gphihypergeom([al,...,ar], [bl,...,bs],x,q). Man be-
achte, dass die g-Funktionen in gFPS immer mit x und einem darauffolgenden g enden (bis auf g-
Potenzen und g-Pochhammersymbole) und dies aus Konsistenzgriinden bei .¢s beibehalten wor-
den ist. Bei der Maple-Notation der verallgemeinerten g-hypergeometrischen Funktion muss man
also aufpassen, dass man nicht wie gewohnt x auf q folgen lasst. Fur jede g-Funktion sind jeweils
zwei g-Shiftregeln (bzgl. e, und sé] und zwei g-Ableitungsregeln (bzgl. D; und D%) implementiert.
Diese sind durch die Prozeduren gshift und gdiff (siehe nachster Abschnitt) abrufbar. Ferner
sind einige Funktionswerte klassischer g-orthogonaler Polynome an Stellen wie O oder 1 verfiig-
bar. Bei den g-orthogonalen Polynomen erhilt man durch Angabe spezifischer Parameter keine
explizite Darstellung des Polynoms. Die Prozedurnamen werden dort lediglich zum g-Shiften, g-
Differenzieren, Testen der linearen Abhangigkeit und Bestimmen der Anfangswerte verwendet, al-
so zu Operationen, die fiir den g-FPS-Algorithmus hinreichend sind. Andere implementierte g-
Funktionen sind

], . [n],! und mq

die mit gbrackets (n, g),gfactorial (n,q) und gbinomial (n, k, q) aufgerufen werden kén-
nen. Es besteht ferner die Mdéglichkeit das gFPS-Package um weitere g-Funktionen zu erweitern.

!Das gFPS-Package setzt Maple-Version 11 oder hoher voraus.
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g-Funktion Aufruf g-Funktion Aufruf

(x@a)g gpower (x,a, d, k) (x@a):;O gpower (x,a,q, infinity)

(x59); gpochhammer (x, g, k) (%5 @) oo gpochhammer (x, q,infinity)
exp, (x) gexp (%, q) eq (x) expq (%, q)

Exp, (x) gExp (%, q) Eq (x) Expq (%, q)

sing (x) gsin(x,q) sq (x) sing(x,q)

Sing (x) gSin(x,q) Sq (x) Sing(x,q)

cosq (x) qgcos (x, q) cq (x) cosq(x,q)

Cosgq (x) qCos (%, q) Cq (x) Cosq (x,q)

U,ga)(x;q) AlSalamCarlitzI(n,a, x,q) V,(,a)(x;q) AlSalamCarlitzII(n,a,x,q)

Cn (x5a;q) gCharlier(n,a,x,q) Kn (x5 a;q) AlternativeqgCharlier (n,a, x,q)
hn (x;9) DiscretegHermitelI (n, x,q) hn (x;q) DiscretegHermiteII (n,x,q)

pn (x; @, b|q) LittleqgJacobi (n,a,b, x,q) Pn(x;a b,c;q) | BiggJacobi (n,a,b,c,x,q)

pn (x|q) LittlegLegendre (n, x,q) Pn (x;¢;q) BiggLegendre (n, c, X, q)

pn (x; alq) LittleglLaguerre (n, a, x,q) P (x; a, b; q) BigglLaguerre (n,a,b, x,q)
Lga)(x; Q) gLaguerre (n, alpha, %, q) Sn (x;9) StieltjesWigert (n, x,q)

Qn (x;a, b;N|q) | gqHahn (n,a,b, N, x,q) Mn (x; b, ¢; q) gMeixner (n,b, c, x,q)

Kn (x; p. N; q) gKrawtchouk (n,p, N, %, q) K21 (x; p, N; q) AffinegKrawtchouk (n,p, N, %, q)
g4 (x;p.N;q) | QuantumKrawtchouk (n,p,N, %, q)

Tabelle 6.1 g-Funktionen und ihre Namen und Argumente in gFP S

Dazu stehen die Prozeduren addgdiff, addgshift und addgrec zur Verfiigung, die dem Packa-
ge g-Ableitungs- und g-Shiftregeln und evtl. g-Rekursionsgleichungen zum Testen der linearen
Abhangigkeit (siehe Bemerkung 3.13) hinzufitigen. Die Verwendung dieser Prozeduren wird neben
vielen weiteren Demonstrationen in dem Maple-Worksheet gFPS-Demo. mw illustriert.

6.3 Die Prozeduren in gFPS

Wir geben in diesem Abschnitt zahlreiche Informationen tber die verfligbaren Prozeduren im
Package gFPS an, wie z.B. Syntax, Eingabe und Ausgabe der Prozedur, optionale Parameter, Er-
lauterung der Vorgehensweise und Beispiele zur Verwendung. Es werden nicht alle Prozeduren
behandelt. Bei vielen Prozeduren gibt es mehrere Varianten. In solchen Fallen wird nur eine Pro-
zedur beschrieben. Die anderen Prozeduren, bei denen die Syntax der Eingabeparameter und die
Vorgehensweise identisch bzw. dhnlich sind, werden dann unter dem Punkt Ahnliche Prozeduren
referenziert. Beispielsweise gibt es meist zu einer Prozedur, die eine g-holonome Rekursionsglei-
chung bestimmt, eine entsprechende DE-Variante, bei der eine g-holonome Differentialgleichung
ausgegeben wird. Als Beispiel sei hier die Prozedur gHolonomicRE genannt.

6.3.1 Prozeduren zum g-Differenzieren und g-Shiften

qgqdiff — bestimmt die g-Ableitung eines Ausdrucks

Aufruf
gqdiff (term, x,q)

gqdiff (term, [x1,...,xn],q)

qdiff (term, [x$n],q)

Parameter
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term algebraischer Ausdruck, auf den man den Hahnoperator anwendet

%x,x1,...,xn Variablen, auf denen der Hahnoperator operiert

q Variable, die den Parameter g in der g-Ableitung bezeichnet

n nichtnegative ganze Zahl, die die Ordnung der g-Ableitung angibt
Optionen

explicit boolean Wenn explicit=true, dann wird der Hahnoperator auch
auf nicht definierte Funktionen f (x) angewendet (resultiert in
(f(x)—-f(g*x))/(1-q) /%, andernfalls wird die Operatorschreib-
weise mit dem Hahnoperator Dg verwendet. Die Voreinstellung ist
explicit=false.

Erklarung

e Die Prozedur bestimmt fiir einen algebraischen Ausdruck term die zugehorige g-Ableitung.
Gibt es keine implementierte Regel fiir den Ausdruck, dann wird die g-Ableitung in Operator-
schreibweise ausgegeben. Die Eingabe term kann auch wieder Hahnoperatoren beinhalten.

e Hohere g-Ableitungen werden rekursiv bestimmt. Die Zahl n gibt dabei die Ordnung der g-
Ableitung an.
Beispiele
Einfache g-Ableitungen
> gqdiff (gexp(x,q9),x%x,9);
_gexp(x.q)

q—1
> qdiff (£(x),x,9);

Dq, (f (x))

> gqdiff (£f(x),x,q,explicit);

_ —f(xq) +f(x)
(q—1)x
Hoéhere g-Ableitungen
> qdiff (gexp(x,q), [x53],9);
_gexp(x.q)
(q—1)°

> qdiff (gexp (x*y,qd), [x,v],9);

(—q+ 1+ xyq) gexp (xy, q)
(q—1)°

> qdiff (£(x,y), [x,y],9);

(Dq,,) (f (x.y))
> qdiff (f(x,vy), [x,v],9,explicit);
Sy  Sleyy) | Say S (xqyq)
(@-1°xy (a-1°xy (@-17x (q-1)7xy

Algorithmen
Tabelle 2.1 (S. 18), Tabelle 2.2 (S. 19)

gshift — bestimmt den g-Shift eines Ausdrucks

Aufruf
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gshift (term, x, q)
gshift (term, [x1,...,xn]l,q)

gshift (term, [xSn],q)

Parameter
term algebraischer Ausdruck, auf den man den g-Shift anwendet
x,x1,...,xn Variablen, auf denen der g-Shift operiert
q Variable, die den Parameter q im g-Shift bezeichnet
n nichtnegative ganze Zahl, die die Ordnung des g-Shifts angibt
Optionen

explicit boolean Wenn explicit=true, dann wird der g-Shift auch auf nicht definier-
te Funktionen f (x) angewendet (resultiert in £ (g*x)), andernfalls wird
die Operatorschreibweise mit dem g-Shiftoperator Sq verwendet. Die Vor-
einstellung ist explicit=false.

Erkldarung
e Die Prozedur bestimmt fiir einen algebraischen Ausdruck t erm den zugehoérigen g-Shift. Gibt
es keine implementierte Regel fir den Ausdruck, dann wird der g-Shift in Operatorschreib-
weise ausgegeben. Die Eingabe term kann auch wieder g-Shiftoperatoren beinhalten.

e Hohere g-Shifts werden rekursiv bestimmt. Die Zahl n gibt die Ordnung des g-Shifts an.

Beispiele
Einfache g-Shifts
> gshift (gexp (x,q),%,q);

(—x+ 1) gexp (x.q)
> gshift (£f(x),x,9);

Sq, (f (x))

> gshift (f(x),x,q,explicit);

S (xq)
Hohere g-Shifts

> gshift (gexp (x,q), [x$3]1,9);
—(xg® — 1) (g — 1) (x — 1) gexp (x. q)
> gshift (gexp (xxy,q), [x,v],9);

(xyq — 1) (xy — 1) gexp (xy, q)
> gshift (£(x,v), [x,%x,v],9);

(Suxy) F (1)

> gshift (f(x,v), [x,%x,v],9,explicit);

f (xq* ya)
Inverse g-Shifts

> gshift (gexp(x,q),x,1/g,explicit);

qqexp (x, q)
qf X

X
()
q
Algorithmen

Tabelle 2.1 (S. 18), Tabelle 2.2 (S. 19), Tabelle 2.3 (S. 24), Tabelle 2.4 (S. 25)

> gshift (f(x),x,1/q9,explicit);
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6.3.2 Prozeduren zur Bestimmung g-holonomer Differential- und Rekursi-

onsgleichungen
gHolonomicRE - bestimmt eine g-holonome Rekursionsgleichung aus den g-Shifts eines
Ausdrucks

Aufruf

gHolonomicRE (term, Fx)
Parameter

term algebraischer Ausdruck

Fx Bezeichnung der Funktion, die die Rekursionsgleichung erfallt
Optionen
var algebraic Der optionale Parameter var steht flir den Parameter q im g-Fall.

Standardméagig ist var=q.

MAXREORDER posint Obere Schranke, fiir die Ordnung der g-holonomen Rekursionsglei-
chung. Diese Schranke wird benétigt, falls der gegebene Ausdruck
term nicht g-holonom ist, denn sonst wiirde die Prozedur nicht ter-
minieren. Wird keine g-holonome Rekursionsgleichung der Ordnung
< MAXREORDER gefunden, so kann man MAXREORDER erhéhen und
die Prozedur erneut ausfihren. Voreingestellt ist der Wert 4.

minsol boolean Der boolesche Parameter minsol gibt an, ob die Prozedur ledig-
lich die g-holonome Rekursionsgleichung minimaler Ordnung aus-
gibt (t rue voreingestellt) oder ob alle gefundenen Rekursionen bis
zur Ordnung < MAXREORDER ausgegeben werden (false).

explicit boolean Wenn explicit=true, dann treten die @g-Shifts in
der resultierenden  Rekursionsgleichung in der Form
F(x),F(g*x),F(g"2%x), ... (sofern Fx=F (x)) auf, andern-

falls wird die Operatorschreibweise mit dem g-Shiftoperator Sg
verwendet. Die Voreinstellung ist explicit=false.

Erklarung

e Die Prozedur bestimmt zu einem g-holonomen Ausdruck term die zugehoérige g-holonome
Rekursionsgleichung minimaler Ordnung. Ist term nicht g-holonom, so gibt die Prozedur
einen Hinweis aus, dass bis zur vorgegebenen Ordung MAXREORDER keine g-holonome Re-
kursionsgleichung gefunden worden ist. Der Algorithmus kann also eine nicht g-holonome
Funktion term nicht als solche erkennen.

e Die Prozedur verwendet die Prozedur gshift. Gibt es keine g-Shiftregel fir einen Ausdruck
term, so kann der Algorithmus auch keine g-holonome Rekursionsgleichung finden.

Beispiele

> gHolonomicRE (gexp (x,q) ,F(x));

(=14 x) F (x) + Sq, (F (x)) =0
> gHolonomicRE (gexp (x,p) ,F (x),var=p, MAXREORDER=2,minsol=false, explicit);
(w14 x)F(x)+ F(px) =0.— (=1 +x) (px — 2) F (x) + F (px) + F (p°x) = 0]

Algorithmen

Algorithmus 3.1 (S. 36), Satz 3.11 (S. 34), Tabelle 2.3 (S. 24), Tabelle 2.4 (S. 25),

Algorithmus 5.7 (S. 86)

Ahnliche Prozeduren
gHolonomicDE
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6.3.3 Prozeduren der g-holonomen Algebra

gSumRE — bestimmt zu zwei g-holonomen Rekursionen die Rekursion der Summe

Aufruf
gSumRE (RE1,RE2, Fx)

Parameter
RE1 erste g-holonome Rekursionsgleichung
RE2 zweite g-holonome Rekursionsgleichung
Fx Bezeichnung der Funktion, die die Rekursion der Summe erfiillt
Optionen
var algebraic Der optionale Parameter var steht fiir den Parameter g im g-Fall. Stan-

dardmagig ist var=q.

explicit boolean Wenn explicit=true, dann treten die g-Shifts in der resultieren-
den Rekursionsgleichung in der Form F (x) , F (g*x) ,F (g"2*x), ...
(sofern Fx=F (x)) auf, andernfalls wird die Operatorschreibwei-
se mit dem g-Shiftoperator Sg verwendet. Die Voreinstellung ist
explicit=false.

Erkldarung

e Die Eingaben der Prozedur sind zwei g-holonome Rekursionsgleichungen RE1 und RE2 in
Fx, wobei Fx ein Ausdruck der Form F (x) darstellt. Erfaillt die g-holonome Funktion f (x)
die Rekursion RE1 und g(x) die Rekursion RE2, dann ist das Ergebnis eine g-holonome
Rekursionsgleichung fir f(x) 4+ g(x).

Beispiele
> REl:=gHolonomicRE (gexp (x,q) ,F (x));

REI := (—-1+x)F (x) + Sq, (F(x)) =0
> RE2:=gHolonomicRE (gExp (x,q) ,F (x));

RE2 := —F (x) + (x+ 1) Sq, (F (x)) = 0
> gSumRE (RE1,RE2,F (%)) ;

—q* (=14 x) F (%) + (=1 + ¢°x* — ¢°) Sq, (F (x)) + (xq+ 1) (Sqy) (F(x)) =0
> gSumRE (RE1,RE2,F (x),explicit);

—q* (-1 + x)F(x) + (xq + l)F(qzx) + (—1 + X — qz) F(xq) =0
Algorithmen
Algorithmus 3.2 (S. 39)

Ahnliche Prozeduren

gSumDE

gProductRE — bestimmt zu zwei g-holonomen Rekursionen die Rekursion des Produkts

Aufruf
gProductRE (RE1, RE2, Fx)

Parameter
RE1 erste g-holonome Rekursionsgleichung

RE2 zweite g-holonome Rekursionsgleichung

Fx Bezeichnung der Funktion, die die Rekursion des Produkts erfullt
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Optionen
var algebraic Der optionale Parameter var steht fiir den Parameter q im g-Fall. Stan-

dardmaégig ist var=q.

explicit boolean  Wenn explicit=true, dann treten die g-Shifts in der resultieren-
den Rekursionsgleichung in der Form F (x) ,F (gxx) ,F (q"2xx), . ..
(sofern Fx=F (x)) auf, andernfalls wird die Operatorschreibwei-
se mit dem g-Shiftoperator Sg verwendet. Die Voreinstellung ist

explicit=false.

Erkldarung

e Die Eingaben der Prozedur sind zwei g-holonome Rekursionsgleichungen RE1 und RE2 in
Fx, wobei Fx ein Ausdruck der Form F (x) darstellt. Erfiillt die g-holonome Funktion f (x)
die Rekursion RE1 und g(x) die Rekursion RE2, dann ist das Ergebnis eine g-holonome

Rekursionsgleichung fiir f(x) - g(x).

Beispiele
> REl:=gHolonomicRE (gexp (x,qd),F (x));

REI := (—1+4+x)F(x)+ Sq, (F(x)) =0
> RE2:=gHolonomicRE (qExp (x,q),F (x));

RE2 := —F(x)+ (x+1)Sq, (F(x)) =0
> gProductRE (RE1,RE2,F (x)) ;

(=14 x)F(x)+ (x+1)Sq, (F(x)) =0
> gProductRE (RE1,RE2,F (x),explicit);

(-1+x)F(x)+(x+1)F(xq) =0
Algorithmen
Algorithmus 3.3 (S. 40)

Ahnliche Prozeduren
gProductDE

gCompositionRE — bestimmt zu einer g-holonomen Rekursion und zu einer Potenzfunktion

die Rekursion der Komposition

Aufruf
gCompositionRE (RE, Fx,term)
Parameter

RE g-holonome Rekursionsgleichung

Fx Bezeichnung der Funktion, die die Rekursion der Komposition erfullt

term algebraischer Ausdruck

Optionen

var algebraic Der optionale Parameter var steht fiir den Parameter g im g-Fall. Stan-

dardméagig ist var=q.

explicit boolean Wenn explicit=true, dann treten die g-Shifts in der resultieren-
den Rekursionsgleichung in der Form F (x) ,F (g*x) ,F (q"2*x), ...
(sofern Fx=F (x)) auf, andernfalls wird die Operatorschreibwei-
se mit dem g-Shiftoperator Sg verwendet. Die Voreinstellung ist

explicit=false.
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Erkldarung

e Die Eingabe der Prozedur ist zum Einen eine g-holonome Rekursionsgleichung RE in Fx,
wobei F'x ein Ausdruck der Form F (x) darstellt und zum Anderen ein Term g(x), far den
d(gx) = q°g(x) fir ein n € N gilt. Erfullt die g-holonome Funktion f(x) die Rekursion RE,
dann ist das Ergebnis eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir (f o g)(x).

Beispiele
> RE:=gHolonomicRE (gexp (x,q) ,F(x));

RE := (14 x)F(x)+Sq,(F(x))=0
> term:=a*x"3;

term = ax
> gCompositionRE (RE, F (x),term);

(71 + axs) (axsqf 1) (qza)c3 - 1) F(x)+Sq, (F(x)) =0
> gCompositionRE (RE, F (x),term,explicit);

(—1 + ax3) (axsq — 1) (qzax3 — 1) F(x)+F(xq)=0
Algorithmen
Algorithmus 3.4 (S. 41)

Ahnliche Prozeduren
gCompositionDE

6.3.4 Konversionsprozeduren

qREtogRE — transformiert g-Rekursionsgleichungen von additiver Form in multiplikative Form
und umgekehrt

Aufruf
gREtogRE (RE, Ak, Fx)
Parameter
RE g-holonome Rekursionsgleichung

Ak Bezeichnung der Funktion, die die Eingaberekursion RE erfallt
Fx Bezeichnung der Funktion, die die Ausgaberekursion erftillt
Optionen
var algebraic  Der optionale Parameter var steht flir den Parameter g im g-Fall. Stan-
dardmaégig ist var=q.

explicit boolean Wenn explicit=true und die Eingaberekursion in additiver Form
vorliegt, dann treten die g-Shifts in der resultierenden Rekursionsglei-
chung in der Form F (x) ,F (g*x) ,F (g"2%x), ... (sofern Fx=F (x))
auf, andernfalls wird die Operatorschreibweise mit dem g-Shiftoperator
Sqg verwendet. Die Voreinstellung ist explicit=false.

Erkldarung

e Die Eingabe der Prozedur ist eine g-holonome Rekursionsgleichung RE in Ak, wobei Ak ein
Ausdruck der Form A (k) darstellt. Die Ausgabe ist eine g-holonome Rekursionsgleichung in
Fx, wobei Fx eine Eingabe gemap F (x) ist.

e Gibt man eine Rekursion in additiver Form ein, so wird eine Rekursion in multiplikativer
Form ausgegeben. Umgekehrt wird bei Eingabe einer Rekursion in multiplikativer Form die
entsprechende Rekursion in additiver Form bestimmt.
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Beispiele
> RE:=(q"2xx—-1) *Sq[x,x] (F (X)) +x*xqg* (q"2*x+q*x—1) *Sq[x] (F (x) )+
> gh2xx"3%xF (x)=0;
RE := (¢’x— 1) (Sqy,) (F(x)) + xq (¢°x + gx — 1) Sq, (F (x)) + ¢’x°F (x) =0
> RE:=gqREtoqRE (RE, F (x),A(k));

RE := (@q“ — 1) A(k+2) + ¢q (@®d“ + a¢" — 1) A(kk+ 1) + & (¢") A (k) = 0
> qREtogRE (RE, A (k) ,F (%)) ;

(@®x — 1) (Sqyy) (F (%)) + xq (q°x + gx — 1) Sq, (F (x)) + ¢*x°F (x) = 0
> gREtogRE (RE, A (k) ,F(x),explicit);

(qzx — 1) F (qzx) + xq (qzx + gx — 1) F(qx) + ¢@x°F (x) =0
Algorithmen
Substitutionen x < ¢* und F(x) <> A(k) werden durchgefiihrt

Ahnliche Prozeduren
gREtogDE, gDEt ogRE

qREtogDE — transformiert g-holonome Rekursionsgleichungen in g-holonome Differentialglei-
chungen

Aufruf

gREtogDE (RE, Fx)

Parameter

RE g-holonome Rekursionsgleichung

Fx Bezeichnung der Funktion, die die Eingaberekursion RE erfiillt

Optionen

var algebraic Der optionale Parameter var steht fir den Parameter g im g-Fall. Stan-
dardméagig ist var=q.
Erklarung

e Die Eingabe der Prozedur ist eine g-holonome Rekursionsgleichung RE in Fx, wobei Fx ein
Ausdruck der Form F (x) darstellt.

e Die Prozedur konvertiert die gegebene g-holonome Rekursionsgleichung in eine g-holonome

Differentialgleichung.
Beispiele
> RE:=Sq[x,x] (F(x))-(gtl) *Sqg[x] (F(x))+g*x (1+(g-1) "2%x"2) xF (x)=0;

RE := (Sqy,) (F(x)) = (q+1) Sq, (F (x)) +q(1 +(q— 1)2x2)F(x) =0
> RE:=gREtogDE (RE, F (x) ) ;

RE := (Dgq,,) (F(x)) + F(x) =0

Algorithmen
Satz 1.11 (S. 6)

Ahnliche Prozeduren
gDEtogRE
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gqREtoRE - transformiert eine g-holonome Rekursionsgleichung einer g-Potenzreihe in eine g-
holonome Rekursionsgleichung fiir deren Koeffizienten

Aufruf
gREtoRE (RE, Fx, Ak)

Parameter

RE g-holonome Rekursionsgleichung
Fx Bezeichnung der Funktion, die die Eingaberekursion RE erfiillt

Ak  Bezeichnung der Funktion, die die Ausgaberekursion erfallt

Optionen
var algebraic Der optionale Parameter var steht fur den Parameter q im g-Fall.
Standardméfig ist var=q.
base Der optionale Parameter base gibt die Basis an, bzgl. derer eine

g-holonome Rekursionsgleichung gefunden werden soll. Es kann
entweder die g-Potenz- (gqpower) oder die g-Pochhammer-Basis
(gpochhammer) gewahlt werden. Voreingestellt ist base=gpower.

expansionpt algebraic Mit dieser Option kann man den Entwicklungspunkt angeben.
Standardmagig ist expansionpt=0.

Erkldarung

e Die Eingabe der Prozedur ist eine g-holonome Rekursionsgleichung RE in Fx, wobei Fx ein
Ausdruck der Form F (x) darstellt.

e Die Prozedur konvertiert die gegebene g-holonome Rekursionsgleichung einer g-Potenzrei-

he 37, ¢P(x) in eine g-holonome Rekursion fiir ¢;, wobei P(x), je nach Wahl von base,

entweder aus B¢ oder aus B, stammt. Der Parameter a bezeichne hierbei den Entwicklungs-
punkt expansionpt.

Beispiele
> RE:=Sg[x] (F(x))-x*xF(x)=0;

RE := Sq, (F(x)) —xF(x)=0
> gREtoRE (RE, F (x) ,A(k));

q“aA (k+ 1) = A(l) = 0
> gREtoRE (RE, F (x) ,A (k) ,expansionpt=a) ;
—A(k) —q“q(=1+ a)A(k+ 1)+ ¢“qa (¢“q> — 1) A(k+2) =0
> gREtoRE (RE, F (x) ,A (k) ,base=gpochhammer, expansionpt=a) ;
2
q°A (k) +q(q3 (qk) + ag"q® — qa — a)A(k+ 1) —a® (qqu - 1)A(k+2) =0
Algorithmen
Algorithmus 5.1 (S. 78), Algorithmus 5.2 (S. 79)

Ahnliche Prozeduren
gDEtoRE, REtogRE, REtogDE

6.3.5 Prozeduren zur Losung g-holonomer Rekursionsgleichungen

gPolUpperBound - bestimmt eine Gradschranke aller polynomialen Losungen einer g-
holonomen Rekursionsgleichung
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Aufruf
gPolUpperBound (RE, Fx)

Parameter
RE g-holonome Rekursionsgleichung

Fx Bezeichnung der Funktion, die die eingegebene Rekursion erfallt

Optionen

var algebraic Der optionale Parameter var steht fiir den Parameter g im g-Fall. Stan-
dardmagig ist var=q.
Erklarung
e Die Prozedur bestimmt zu einer g-holonomen Rekursionsgleichung eine Gradschranke aller

polynomialen Lésungen.

Beispiele
> RE:=8q[x,x] (F(x))-(g+l) *Sq[x] (F (x) ) +g*F (x) =0;

RE = (Sqy) (F (x)) = (q+1) Sq, (F (x)) + qF (x) = 0
> gPolUpperBound (RE, F (x));

Algorithmen
Algorithmus 4.2 (S. 51)

gPolynomialSolveRE — bestimmt alle polynomialen Lésungen einer g-holonomen Rekur-
sionsgleichung

Aufruf
gPolynomialSolveRE (RE, Fx)

Parameter
RE g-holonome Rekursionsgleichung

Fx Bezeichnung der Funktion, die die eingegebene Rekursion erfullt

Optionen
var algebraic Der optionale Parameter var steht fur den Parameter q im g-Fall. Stan-
dardmégig ist var=q.
output Werte flur diesen Parameter kénnen gensol und onesol sein. Bei
gensol wird eine allgemeine (parameterabhéngige) Losung ausgegeben,
wohingegen bei onesol eine Losung ausgegeben wird. Die Voreinstellung
ist output=gensol.
genvar symbol Mit der Option genvar kann man die Variable angeben, die far die Para-
meter bei gensol verwendet werden soll.
Erklarung
e Die Prozedur bestimmt zu einer g-holonomen Rekursionsgleichung alle polynomialen Lésun-
gen.
Beispiele
> RE:=Sq[x,x] (F(x))-(gt+l) *Sg[x] (F(x))+g*F (x)=0;

RE := (Sq,) (F(x)) = (q+ 1) Sq, (F (x)) + gF (x) = 0
> gPolynomialSolveRE (RE, F (x));

ap + a1 x
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> gPolynomialSolveRE (RE, F (x), output=onesol) ;

1+x
Algorithmen
Algorithmus 4.3 (S. 52)
gUniversalDenominator - bestimmt eine Nennerschranke aller rationalen Losungen

einer g-holonomen Rekursionsgleichung

Aufruf
gUniversalDenominator (RE, Fx)

Parameter
RE g-holonome Rekursionsgleichung

Fx Bezeichnung der Funktion, die die eingegebene Rekursion erftillt

Optionen

var algebraic Der optionale Parameter var steht flir den Parameter q im g-Fall. Stan-
dardméagig ist var=q.
Erklirung

e Die Prozedur bestimmt zu einer g-holonomen Rekursionsgleichung eine Nennerschranke aller

rationalen Losungen.

Beispiele
> RE:=g"2*Sq[x,x] (F(x))-(g+l) xg*Sg[x] (F (x) ) +g*F (x)=0;

RE := q* (Sq,) (F(x)) — (q+1) 4Sq, (F (x)) + gF (x) = 0
> gqUniversalDenominator (RE, F(x));

Algorithmen
Algorithmus 4.5 (S. 57)

gRationalSolveRE — bestimmt alle rationalen Lésungen einer g-holonomen Rekursions-
gleichung

Aufruf
gRationalSolveRE (RE, Fx)

Parameter

RE g-holonome Rekursionsgleichung

Fx Bezeichnung der Funktion, die die eingegebene Rekursion erftillt

Optionen

var algebraic Der optionale Parameter var steht fur den Parameter q im g-Fall. Stan-
dardméagig ist var=q.

output Werte fir diesen Parameter koénnen gensol und onesol sein. Bei
gensol wird eine allgemeine (parameterabhéngige) Losung ausgegeben,
wohingegen bei onesol eine Losung ausgegeben wird. Die Voreinstellung
ist output=gensol.

genvar symbol Mit der Option genvar kann man die Variable angeben, die fur die Para-

meter bei gensol verwendet werden soll.
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Erkldarung

e Die Prozedur bestimmt zu einer g-holonomen Rekursionsgleichung alle rationalen Lésungen.
Beispiele
> RE:=g"2*Sq[x,x] (F(x))-(g+l) xg*xSg[x] (F(x))+g*F (x)=0;

RE := q” (Sqy) (F(x)) = (q+ 1) gSq, (F (x)) + gF (x) = 0
> gRationalSolveRE (RE,F (x));

ap + a;x

X
> gRationalSolveRE (RE, F (x) , output=onesol) ;

1+ x
X

Algorithmen
Algorithmus 4.4 (S. 55), Algorithmus 4.6 (S. 59)

gHypergeomTypeSolveRE — bestimmt alle m-g-hypergeometrischen Losungen einer g-
holonomen Rekursionsgleichung vom g-hypergeometrischen Typ mit Symmetriezahl m (m € N)

Aufruf
gHypergeomTypeSolveRE (RE, Fx)

Parameter
RE g-holonome Rekursionsgleichung

Fx Bezeichnung der Funktion, die die eingegebene Rekursion erftillt
Optionen
var algebraic Der optionale Parameter var steht fiir den Parameter g im g-Fall.

Standardmafig ist var=q.

certificate boolean  Wenn certificate=true ist, wird lediglich das zu der m-g-
hypergeometrischen Losung zugehorige g-Zertifikat ausgegeben.
Voreingestellt ist certificate=false. Wird die Rekursionsglei-
chung in multiplikativer Form eingegeben, so wird immer (unab-
hangig von der Einstellung von certificate) das g-Zertifikat
ausgegeben.

Erklarung
e Die Prozedur bestimmt zu einer g-holonomen Rekursionsgleichung vom g-hypergeometri-
schen Typ mit Symmetriezahl m, alle m-g-hypergeometrischen Losungen.
Beispiele
> RE:=3q[x,x] (F(x))+ (1-q) *x*F (x) =0;

RE = (qu,x) (F (X)) + (1 — q)XF(X) =0
> gHypergeomIypeSolveRE (RE, F (x));

x(—1+q)
> gHypergeomTypeSolveRE (RE, F (x) ,certificate);
x(—1+q)
> RE:=qREtogRE (RE, F (x),A (k) ) ;
RE := —¢"(—1+q)A(k) +A(k+2)=0

> gHypergeomTypeSolveRE (RE,A (k) ) ;

k
2

[ C) (—149)*A4(0), ¢ ) (=1 + g)* A (1)]
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> gHypergeomTypeSolveRE (RE,A (k) ,certificate);
¢ (~1+q)

Algorithmen
Satz 4.35 (S. 62)

gHypergeomSolveRE — bestimmt alle g-hypergeometrischen Losungen einer g-holonomen
Rekursionsgleichung

Aufruf
gHypergeomSolveRE (RE, Fx)

Parameter
RE g-holonome Rekursionsgleichung

Fx Bezeichnung der Funktion, die die eingegebene Rekursion erfallt

Optionen

var algebraic Der optionale Parameter var steht fir den Parameter q im g-Fall.
Standardmafig ist var=q.

certificate boolean  Wenn certificate=true ist, wird lediglich das zu der g-hyper-
geometrischen Losung zugehorige g-Zertifikat ausgegeben. Vorein-
gestellt ist certificate=false. Wird die Rekursionsgleichung
in multiplikativer Form eingegeben, so wird immer (unabhangig von
der Einstellung von certificate) das g-Zertifikat ausgegeben.

output Werte flir diesen Parameter konnen gensol, onesol und basis
sein. Bei gensol wird eine allgemeine (parameterabhingige) Lo-
sung, bei onesol eine Losung und bei basis eine Basis g-hy-
pergeometrischer Losungen ausgegeben. Die Einstellung ist nur
wirksam bei Rekursionen in additiver Form. Die Voreinstellung ist
output=gensol.

genvar symbol Mit der Option genvar kann man die Variable angeben, die far die
Parameter bei gensol verwendet werden soll.

method Mit method kann man das zugrundeliegende Verfahren festlegen.
Wahlbar sind gPetkovsek, modgPetkovsek und gVanHoei j.
Standardméagig ist method=modgPetkovsek.

Erklarung

e Die Prozedur bestimmt zu einer g-holonomen Rekursionsgleichung, alle g-hypergeometri-
schen Losungen.

Beispiele
> RE:=(g"2*x-1)

Salx,x] (F(x))+tx*xg* (g "2xx+gxx—1) *Sq[x] (F(x)) +
> g 2*xx”°3+F (%)

*
0;

RE := (q’x — 1) (Sq,,) (F (x)) + xq (¢’x + gx — 1) Sq, (F (x)) + ¢’x°F (x) = 0
> gHypergeomSolveRE (RE, F (x) ) ;

x2q
[—x.— ]
gx —1
> gHypergeomSolveRE (RE, F (x) ,certificate);
2
xX"q
[—x.— ]
gx—1

> RE:=gREtoqRE (RE, F (x) ,A(k));
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RE := (¢ —1)A(k+2) + d°q (" + qq* — 1) A(k+ 1) + ¢ (¢")* A (k) = 0
> gHypergeomSolveRE (RE, A (k)) ;

Algorithmen

ao (1) q2*V + q

qu

gpochhammer (g, q, k)

Algorithmus 4.7 (S. 64), Algorithmus 4.8 (S. 65), Algorithmus 4.9 (S. 67)

6.3.6 Prozeduren fiir g-hypergeometrische Potenzreihen

‘convert/gFPS' — bestimmt zu einer g-holonomen Funktion die entsprechende g-hyper-
geometrische Potenzreihe, sofern eine existiert

Aufruf

convert (term, gFPS)

‘convert/gFPS " (term)

Parameter

term eine g-holonome Funktion

Optionen

var

base

expansionpt

termwise

initialcheck

MAXREORDER

algebraic

algebraic

boolean

boolean

posint

Der optionale Parameter var steht fir den Parameter q im g-Fall.
Standardmagig ist var=q.

Der optionale Parameter base gibt die Basis an, bzgl. de-
rer eine g-hypergeometrische Potenzreihe gefunden werden
soll. Es kann entweder die g-Potenz- (gpower) oder die g-
Pochhammer-Basis (gpochhammer) gewahlt werden. Voreinge-
stellt ist base=gpower.

Mit dieser Option kann man den Entwicklungspunkt angeben.
Standardmagig ist expansionpt=0.

Der optionale Parameter termwise gibt an, ob die Einga-
be zunidchst ausmultipliziert und dann die Potenzreihenent-
wicklung faktorweise bzw. summandenweise bestimmt wird
(termwise=true) oder ob die Eingabe als Ganzes betrachtet und
der Algorithmus einmal angewendet wird (termwise=false).
Voreingestellt ist termwise=false. Bei termwise=true wer-
den am Ende die Teilergebnisse zu einer Reihe zusammengefasst,
soweit dies moglich ist.

Der optionale Parameter initialcheck gibt an, ob die be-
rechneten Anfangswerte der Koeffizienten tiberprift werden oder
nicht. Es kann sein, dass hoéhere g-Ableitungen (beispielsweise
bei gphihypergeom) nicht an bestimmten Stellen ausgewertet
und somit auch nicht mit den g-hypergeometrischen Lésungen
verglichen werden kénnen. Aus diesem Grund kann man mittels
initialcheck=false diesen Test unterbinden und erhalt u.U.
eine Losung, die allerdings nicht ausreichend verifiziert worden ist
oder eine Losung, bei der noch unbestimmte Konstanten auftre-
ten. Standardmaégig ist initialcheck=true.

Obere Schranke, fiir die Ordnung der g-holonomen Rekursions-
gleichung bei Algorithmus 3.1. Voreingestellt ist der Wert 4.
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Erkldarung
e Die Prozedur bestimmt zu einer g-holonomen Funktion eine Darstellung als Linearkombina-

tion g-hypergeometrischer Potenzreihen, sofern eine existiert.

e Falls mehrere Unbekannte in der Eingabe term auftreten, so muss man die Variable, nach
der man die Potenzreihe entwickeln méchte, zusatzlich angeben. Das macht man, indem man
den Argumenten die Bezeichnung der Variablen als weiteren optionalen Parameter hinzuftigt.

e Man kann den Summationsindex wahlen, indem man zunachst die Variable, bzgl. derer
man die Potenzreihe entwickelt, und danach als weiteres Argument die Variable fiir den
Summationsindex angibt.

Beispiele
> convert (gexp (x,q) ,9gFPS) ;

0 Ic

X
kgo gpochhammer (q. g, k)

> convert (gexp (x,q) , gFPS, base=gpochhammer, expansionpt=a,var=1/q) ;

— gexp (a. q) g~ “gpower (a.x,q"", k)
gpochhammer (g~ ', q !, k)

k=0
> convert (gexp (x, q) ,gFPS, base=gpochhammer, expansionpt=a) ;

o0
-1
Z qexp (a, q) ¢*a *qpower (a, x, q, k) (qpochhammer (g, q. k)) (gpochhammer (q, q, k))f1
a
=0
> convert (gsin(x,q),gFPS, expansionpt=a);

oo

Z (—1)" gsin (a. q) gpower (x, a, q. 2 k) i (—1)" qcos (a. q) gpower (x,a, q. 2k + 1)
gpochhammer (q, q, 2 k) gpochhammer (q,q, 2k + 1)

k=0 k=0
> convert (gqLaguerre (n,alpha, x,q),9fFPS, x, J);

(o9}

q'/?10+2n+2a41) ghochhammer (g™, q.j) gpochhammer (¢*+1, g, n) »/
= gpochhammer (q, q.j) gpochhammer (q**1!, q, j) gpochhammer (q, g, n)

> convert (gCharlier(n,a,x,q),gFPS, x,base=gpochhammer, expansionpt=1) ;

i (—1)* g*(*V) gpochhammer (g™, q. k) a~*gpochhammer (x, q. k)
— gpochhammer (q, q, k)

k=0
Algorithmen
Algorithmus 5.8 (S. 88)

(Algorithmus 3.1 (S. 36), Algorithmus 5.1 (S. 78), Algorithmus 4.9 (S. 67))

‘convert/gphihypergeom® — bestimmt zu einer g-hypergeometrischen Potenzreihe die
Darstellung als verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion ,¢s(x)

Aufruf
convert (term, gphihypergeom)
‘convert/gphihypergeom® (term)

Parameter
term eine g-hypergeometrische Potenzreihe

Optionen

var algebraic Der optionale Parameter var steht flir den Parameter q im g-
Fall. Standardmagfig ist var=q.
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Erkldarung

e Die Prozedur bestimmt zu einer g-hypergeometrischen Potenzreihe die entsprechende Dar-
stellung als verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion.

Beispiele
> PS:=convert (gLaguerre (n, alpha, x,q) ,gfFPS, x) ;

oo

PS q'/?kUet2nt2a+1) ghochhammer (g™, q, k) gpochhammer (¢* 1!, g, n) x*

£~ gpochhammer (q. g, k) gpochhammer (g**!, q, k) gpochhammer (q, g, n)

> convert (PS, gphihypergeom) ;

gpochhammer (g*+!

. q. n) gphihypergeom ([q~ "], [qq"] . —axq"q". q)
gpochhammer (g, g, n)

> PS:=convert (gphihypergeom([a,b]l, [c],x,1/9),gFPS, x) ;

oo

Z a*gpochhammer (a™?, q, k) b*gpochhammer (b~ !, q, k) g*c *x*

PS =
gpochhammer (¢!, g, k) gpochhammer (q, g, k)

k=0
> convert (PS, gphihypergeom, var=1/q) ;

gphihypergeom ([a. b] . [c] .x.q" ")

Algorithmen
Algorithmus 5.9 (S. 91)

6.3.7 Weitere Informationen

Um genauere Informationen zum Ablauf der Algorithmen zu erhalten, verwendet man den Befehl
infolevel. Wir betrachten ein Beispiel anhand der Prozedur ‘convert/gFPS*.

Maple-Sitzung 6.1 (Interne Informationen zum Programmablauf)

> infolevel [gFPS] :=4:
> convert (1/x"3xgsin (x*3,q),gFPS);
convert/qFPS: divide by 1/x"3
n (.a)
gsin (x”.q
convert/gFPS: substitute x = x~(1/3)
gsin (x, q)
convert/gFPS: g-holonomic recurrence equation of order 2
2
a(14x) F(x) + (=1 - ) Sa, (F (%) + (Sa..) (F(x)) =0
convert/gFPS: g-holonomic recurrence equation for series coefficients w.r.t. gpower of order 2
At + (d"'¢® = 1) (ad* = 1) A(k+2) =0
convert/qFPS: solution of recurrence equation for coefficients w.r.t. gpower

o0 (= 1)k x2H+1

]

" gpochhammer (q,q, 2k + 1)

convert/gFPS: resubstitute x = x"3

i (—l)k (X3)2k+l

k=0

gpochhammer (q,q.2 k + 1)
convert/qFPS: multiply by 1/x"3
oo (—l)k (x3)2k

>

k=0

gpochhammer (q.q.2 k + 1)

oo

Z ( l)kxﬁk
“— gpochhammer (.9.2k+1)
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Erhoht man die Zahl infolevel [gFPS], so erhilt man weitere Informationen, wie z.B. Infor-
mationen tber die Ermittlung der Anfangswerte. Man kann infolevel auch in Verbindung mit
gHolonomicRE und gHypergeomSolveRE an Stelle von gFPS verwenden.

In diesem Kapitel wurden nicht alle Prozeduren von qFPS vorgestellt. Fiir einen Uberblick tiber
weitere Funktionalititen und Beispiele dient das zur Dissertation beiliegende Maple-Worksheet
gFPS-Demo.mw. Die Beispiele, die in diesem Kapitel zur Erlauterung der Funktionsweise der Proze-
duren verwendet worden sind, sind in Dissertation-qFPS-Beispiele.mw und die Maple-Sitzungen in
Dissertation-Sitzungen.mw zu finden. Ferner kann man unter der Datei Dissertation-Beispiele.mw
alle in der Dissertation gezeigten Beispiele, sowie einige der Tabellen aufrufen. Fur die Anwen-
dung der Algorithmen bei den klassischen g-orthogonalen Polynomen siehe gFPS-g-Orthogonale
Polynome-Demo.mw.
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Ausblick

In dieser Dissertation haben wir u.a. das g-Analogon des FPS-Algorithmus kennen gelernt. Wir sind
dabei von einer g-holonomen Funktion ausgegangen und haben zu dieser Funktion die dazugeho-
rige g-hypergeometrische Potenzreihe bestimmt. In [Roa96] wurde gezeigt, wie man im Nicht-g-Fall
den umgekehrten Weg gehen kann. Beim Roach-Algorithmus wird eine hypergeometrische Reihe
vorgegeben und es wird versucht, diese Reihe als Summe spezieller Funktionen auszudriicken.
Man kann so z.B. die Identitat

3

VR
7 5 arcsin(y/x)

2
x> = +x\/1—x+

herleiten, indem man, ausgehend von der bekannten Gleichung

11

Vx oFy < 555
2

x> = arcsin(y/x),

mehrfach Operationen anwendet, die einen oberen bzw. unteren Parameter um 1 erhéhen oder
erniedrigen. Dieser Algorithmus existiert fiir den g-Fall noch nicht. Allerdings haben wir bereits
in der vorliegenden Dissertation Vorarbeit flir einen g-Roach-Algorithmus geleistet, indem wir die
dafiir notwendigen Operatoren A;,B; (S. 32) und deren Inversen A; 1 und ij1 (S. 35), sowie die g-
Shift- bzw. g-Nachbarschaftsrelationen (S. 32 bzw. S. 35) hergeleitet haben. Die Formulierung eines
vollstandigen g-Roach-Algorithmus steht noch aus und wiirde die Algorithmen dieser Dissertation
komplettieren.

Unsere vorgestellten Algorithmen flir g-holonome Funktionen und g-hypergeometrische Potenzrei-
hen basieren auf einem linearen g-Gitter. Alle Algorithmen sind tibertragbar auf ein quadratisches
qg-Gitter ([Sus03]) mit

x(s) = aq ° + cq° + cs.

Die mathematischen Objekte, die wir dann behandeln, sind keine g-Differential- bzw. g-Shiftope-
ratoren D, bzw. g;, klassische g-orthogonale Polynome und g-holonome Rekursionsgleichungen
mehr, sondern Operatoren (,companion operators“) D, (als Spezialfall der Askey-Wilson-Operator
6%) und S,, stetige (,continuous“) klassische g-orthogonale Polynome und g-holonome Dividierte-
Differenzengleichungen ([Fou06]). Die Algorithmen dieser Dissertation kénnen dahingehend mo-
difiziert werden. Die Theorie zur Losung g-holonomer Dividierte-Differenzengleichungen wird in
[FKKMO9] behandelt. Mit [ISO3] existieren g-Taylorsatze auf einem quadratischen g-Gitter bzgl.
der Basen mit den Polynomen

o yfi(x) = (ae”; q); (ae™?; q);

JGi/2—1) . DY .
o 9i(x)=q 7 (1+&?) (-7 ), e ?

o g(x) = (qie@;q%) (qie"a;q%)
J J

in x = cos(8) mit entsprechend kompatiblen Operatoren. Die stetigen g-orthogonalen Polynome
sind allesamt darstellbar als g-hypergeometrische Potenzreihe bzgl. einer der obigen Polynomba-
sen. Ein FPS-Algorithmus auf einem quadratischen g-Gitter wiirde auf natirliche Weise folgen.
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