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1 Einleitung

Die folgende Bachelorarbeit basiert auf dem Script der Vorlesung „Computeralgebra
und Orthogonale Polynome“ [COP] von Prof. Dr. Wolfram Koepf, welche im Winterse-
mester 2005/2006 an der Universität Kassel gehalten wurde.
Die mathematische Modellierung physikalischer Prozesse erfordert oft das Lösen rela-
tiv komplexer Differential- und Integralgleichungen, welche sich nur in einigen Fällen
direkt lösen lassen. Aus diesem Grund wird das ursprüngliche Problem vereinfacht, um
erste Ergebnisse über die meisten qualitativen Eigenschaften des zu erforschenden Pro-
zesses und die Wirkung der wichtigen Einflussfaktoren zu erhalten. In einigen Fällen
erhält man das vereinfachte Problem in einer analytischen Form, was für die weitere
Erforschung sehr praktikabel ist. Viele Modellierungsprobleme der Atom-, Molekular-,
und Nuklearphysik sowie der Elektrodynamik und Akustik lassen sich auf die so ge-
nannte Eigenwertdifferentialgleichung

Σ(x)y¢¢(x) + Τ(x)y¢(x) + Λny(x) = 0

reduzieren, wobeiΣ(x) ein Polynom vom Grad£ 2,Τ(x) ein Polynom vom Grad£ 1 und
Λn eine Konstante ist. In dieser Arbeit werden Polynomlösungen Pn(x) = knx

n+ k¢nx
n-1+

k¢¢n xn-2¼, kn ¹ 0 dieser Differentialgleichung betrachtet. Diese Polynomlösungen, wel-
che aus den Laguerre-, Hermite-, Bessel- und Jacobipolynomen bestehen, werden die
klassischen orthogonalen Polynome genannt. Es wird sich herausstellen, dass alle diese
Polynome bis auf die Besselpolynome in einem bestimmten reellen Intervall[s, t] bzgl.
einer gegebenen Gewichtsfunktionw(x) die Orthogonalitätsbedingung

t

à
s

Pn(x)Pk(x)w(x)dx= 0

für n ¹ k erfüllen.
Zuvor werden wir jedoch im ersten Abschnitt allgemein Systeme orthogonaler Funk-
tionenjn, welche in einem Intervall[s, t] bzgl. einer Gewichtsfunktionw(x) orthogonal
sind, definieren und betrachten. Ein solches System werden wir Orthogonalsystem (OS)
nennen und mit(jn)n³0 bezeichnen. Als erste Konsequenz wird sich zeigen, dass alle
Funktionenjn eines solchen Orthogonalsystems linear unabhängig sind. Zum Schluss
werden wir das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren kennen lernen, wel-
ches einen Algorithmus liefert, der aus einem gegebenen linear unabhängigen Funktio-
nensystem( fn(x))n³0 ein Orthogonalsystem bestimmt.
Im darauf folgenden Abschnitt werden wir uns auf OS beschränken, die fürn ³ 0 aus
Polynomen der Formjn(x) := Pn(x) = knx

n+ k¢nx
n-1+ k¢¢n xn-2¼, kn ¹ 0 bestehen, welche

wir orthogonale Polynomsysteme (OPS) nennen. Diese Einschränkung erlaubt es nun,
weitreichende Struktureigenschaften herzuleiten. Eine ganz zentrale Rolle spielt dabei
die Dreitermrekursion

Pn+1(x) = (Anx+ Bn)Pn(x) -CnPn-1(x) (n ³ 0),

welche für alle OPS gilt und die die Beziehung der einzelnen Polynome eines OPS
offenlegt sowie eine Möglichkeit bietet, ein PolynomPn(x) aus seinen Vorgängern zu
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bestimmen, und der Satz von Farvard, welcher besagt, dass jedes PolynomsystemPn(x),
das die Dreitermrekursion erfüllt, ein OPS ist.
Im Kapitelklassische orthogonale Polynomewird sich zeigen, dass sich die klassischen
OPS für den AnsatzΣ(x) = ax2 + bx+ c, Τ(x) = dx+ e undΛn Î R eindeutig anhand
der Variablen(a, b, c, d, e) klassifizieren lassen. Dies erhalten wir durch Betrachtung
der Nullstellen vonΣ(x). Die vier MöglichkeitenΣ(x) konstant, einfache Nullstelle,
doppelte Nullstelle und zwei Nullstellen liefern dann die einzelnen klassischen OPS.
Weiterhin erfüllt die Gewichtsfunktionw(x) die Pearsonsche Differentialgleichung

(Σ(x)w(x))¢ = Τ(x)w(x).

Lösen dieser Differentialgleichung liefert dann die Gewichtsfunktionenw(x) der klas-
sischen orthogonalen Polynome. Im Anschluss werden wir zeigen, dass die Lösungsfa-
milien Pn(x) der Eigenwertdifferentialgleichung bzgl. der ParameterΣ(x), Τ(x) und der
Gewichtsfunktionw(x) ein OPS darstellen sowie die Umkehrung. Als wichtiges Zwi-
schenresultat des Umkehrungsbeweises erhalten wir die Rekursionsgleichung

(dn+ a)Μn+1 = -(nb+ e)Μn - ncΜn-1

der Momente vonw(x).
Im darauf folgenden Abschnitt wollen wir explizite Darstellungen der klassischen ortho-
gonalen Polynome herleiten. Dazu betrachten wir Potenzreihenentwicklungen. Es wird
sich herausstellen, dass bei geeigneter Wahl des Entwicklungspunktes alle Polynom-
systeme hypergeometrische Potenzreihen besitzen. Durch Einsetzen der Darstellungen

für Σ(x) undΤ(x)mittels des AnsatzesPn(x) =
¥â

k=0

Akx
k in die Eigenwertdifferentialglei-

chung erhalten wir mitMathematicaunter Verwendung der FunktionDEtoREaus dem
SpecialFunctionsPackage die Rekursion

-(n- k)(an+ d - a+ ak)Ak + (k+ 1)(bk+ e)Ak+1 + c(k+ 1)(k+ 2)Ak+2 = 0.

Diese liefert für die Werte(a, b, c, d, e) dann nach einigen algebraischen Umformungen
bzw. Transformationen holonome Rekursionen erster Ordnung, woraus wir dann mit
der hypergeometrischen Koeffizientenformel explizite Darstellungen für die einzelnen
Polynomsysteme herleiten können. Im zweiten Teil werden dann mit den selben Me-
thoden aus der Rekursiongleichung der Momente Darstellungen für die Momente der
klassischen orthogonalen Polynome, bis auf die Besselpolynome, hergeleitet.
Das zentrale Thema des nächsten Abschnitts sind Struktureigenschaften. Es wird sich
zeigen, dass man sämtliche Strukturbeziehungen wie Ableitung, Stammfunktion usw.
mittels Rekursionen beschreiben kann. Besonders vorteilhaft ist dabei, dass man sogar
direkte Formeln für die Koeffizienten sämtlicher Rekursionen durch Koeffizientenver-
gleiche herleiten kann.Mathematicaspielt hier eine entscheidende Rolle, da die Be-
rechungen aufgrund ihres Umfangs kaum in akzeptabler Zeit per Hand durchgeführt
werden könnten. Im letzten Teil werden wir dann noch die Rodriguesformel als eine
wichtige Charakterisierung kennen lernen. Sie besagt, dass sich jedes klassische OPS
darstellen lässt in der Form:

Pn(x) =
En

w(x)
dn

dxn (Σ(x)
nw(x)) .
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Die Umkehrung soll ebenfalls gezeigt werden.
Im Abschnitt Verbindungskoeffizienten werden wir uns ausgiebig mit der Fragestellung
beschäftigen, wie man Informationen aus einem Polynomsystem(Qm(x))m³0 auf ein an-
deres Polynomsystem(Pn(x))n³0 übertragen kann. Aufgrund der linearen Unabhängig-
keit der Monome erhalten wir eine Beziehung der Form:

Pn(x) =
nâ

k=0

Cm(n)Qm(x).

Die KoeffizientenCm(n) nennt man Verbindungskoeffizienten zwischen den Polynom-
systemenPn(x) undQm(x). Wir werden sehen, dass man die Beziehungen zwischen den
Verbindungskoeffizienten mittels dreier Rekursionsgleichungen, genannt Kreuzregeln,
beschreiben kann. Durch Elimination erhält man dann reine Rekursionsgleichungen
bzgl.m undn.
Als Nächstes werden wir das spezielle VerbindungsproblemPn(x) = xn betrachten. Die-
ses Verbindungsproblem ist von besonderem Interesse, da man in vielen Anwendungen
ein gegebenes Polynom bzgl. eines gegebenen OPSQm(x) entwickeln möchte. Für die-
sen Fall sind einfache Formeln für die Potenzen vonxn als Linearkombinationen des
OPSQm(x) sehr hilfreich. Es wird sich herausstellen, dass wir für diesen Spezialfall die
zuvor hergeleiteten Kreuzregeln modifizieren können und dann wieder Rekursionsglei-
chungen erhalten. Die Potenzdarstellungen erhalten wir dann als Folgerung aus diesen
Rekursionen. Als Konsequenz der Potenzdarstellungen können wir dann wiederum di-
rekte Formeln für die Verbindungskoeffizienten herleiten.Zentrale Bedeutung bei der
Herleitung hat hier der Zeilbergeralgorithmus.
Im letzten Abschnitt werden erzeugende Funktionen, gegeben durch

F(z) =
¥â

k=0

Pk(x)z
k,

mittels Computeralgebra herleitet. Dabei zeigt sich, dassman für alle klassischen OPS
solche erzeugenden Funktionen herleiten kann, diese aber in einigen Fällen aufgrund
sehr komplexer Differentialgleichungen nicht ohne weitere Überlegungen lösbar sind.
Sämtliche inMathematicadurchgeführten Berechnungen befinden sich alsMathemati-
ca Notebooksauf der beigefügten CD.
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2 Systeme orthogonaler Funktionen

2.1 Skalarprodukte

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass zwei Vektoren orthogonal zueinander sind,
wenn ihr Skalarprodukt Null ist. Man kann nun auch die integrierbaren Funktionen
R[s, t] eines reellen Intervalls[s, t] als einen unendlich-dimensionalen Vektorraum auf-
fassen und in diesem, für ein beliebiges Intervall[s, t], durch

X f , g\ :=
t

à
s

f (x)g(x)dx (1)

oder allgemeiner

X f , g\ :=
t

à
s

f (x)g(x)w(x)dx (2)

ein Skalarprodukt erklären, wobeiw(x) eine in [s, t] nichtnegative Funktion darstellt,
welche wir die Gewichtsfunktion des Skalarprodukts nennen. Das Intervall[s, t] kann
im zweiten Fall, bei geeigneter Wahl der Gewichtsfunktionw(x), entartet sein, alsos=
-¥, t = ¥ oder beides gelten.
Zu jeder Gewichtsfunktionw(x) kann man ebenfalls eine zugehörige Momentenfolge
durch

Μn :=

t

à
s

xnw(x)dx= Xxn, 1\ (n Î N³0)

erklären. Fallss= -¥ odert = ¥, so fordern wir zusätzlichΜn < ¥.

Es stellt sich heraus, dassX f , g\ in allen Fällen den Eigenschaften eines Skalarprodukts
genügt, insbesondere also auch mit

|| f || :=
0X f , f \

die Eigenschaft einer Norm besitzt, wobei Funktionen die „fast überall“ miteinander
übereinstimmen miteinander identifiziert werden.

2.2 Orthogonalsysteme

Wir wollen nun Orthogonalsysteme betrachten und definierendazu:

Definition 2.1 (Orthogonalsystem)
Ist X f , g\ ein Skalarprodukt auf einem Intervall[s, t], so nennen wir eine Familie von
Funktionenjn : [s, t] ® R (n Î N³0) ein Orthogonalsystem (OS) oder eine orthogonale
Familie, wennYjn,jm] = 0 für n ¹ m und ÅÅÅÅjn

ÅÅÅÅ2 = Yjn,jn] ¹ 0 für n Î N³0 gilt.
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Ist fernerÅÅÅÅjn
ÅÅÅÅ2 = 1 für n Î N³0, so wird das System ein Orthonormalsystem (ONS)

genannt. Für ein ONS gilt

Yjn,jm] = ∆nm =
ìïïíïï
î

0 falls n ¹ m

1 falls n = m
,

wobei∆nm das Kroneckersymbol genannt wird.

Wir betrachten nun im Folgenden ONS(jn(x))n³0 und ihre Eigenschaften:

Satz 2.2 (Lineare Unabhängigkeit)
Die Funktionenjn eines ONS(jn(x))n³0 sind linear unabhängig.

Beweis:
Wir betrachten zunächst eine Linearkombination der Funktionenjn. Sei dazu also

nâ
k=1

Λkjk = 0

gegeben. Wären die Funktionenjn linear abhängig, so gäbe es wenigstens einen Koef-
fizientenΛk ¹ 0.
Wende das Skalarprodukt auf diese Gleichung an, dann gilt für allem= 1,¼, n:

Xjm,
nâ

k=1

Λkjk\ = 0

Dann folgt aus der Linearität des Skalarprodukts für die linke Seite der Gleichung

Xjm,
nâ

k=1

Λkjk\ = nâ
k=1

ΛkXjm,jk\ = ΛmXjm,jm\ = 0

Weil Xjm,jk\ = 0 (für m ¹ k) und Xjm,jm\ ¹ 0 ist, folgt Λm = 0, und dam beliebig
gewählt war, existiert keinΛn ¹ 0. Also sindj1,¼,jn linear unabhängig und damit
folgt die Behauptung. 2

Wir wollen nun noch das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren betrachten,
welches auch auf unendliche Systeme angewendet werden kann.

Satz 2.3 (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren)
Sei ( fn(x))n³0 eine linear unabhängige Familie von Funktionenfn Î R[s, t]. Diese lässt
sich durch den folgenden iterativen Algorithmus orthogonalisieren:

g0 := f0

gn := fn -
n-1â
k=0

Y fn, gk]Ygk, gk]gk.

In diesem Fall erhalten wir ein Orthogonalsystem OS(gn(x))n³0. Normiert man die er-
haltenen Polynome am Ende noch, so liefert der Algorithmus
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g0 := f0

gn := fn -
n-1â
k=0

Y fn, gk]Ygk, gk]gk,

jn :=
gnÅÅÅÅgn
ÅÅÅÅ

ein Orthonormalsystem(jn(x))n³0 mit Yjn,jn] = 1.

3 Systeme orthogonaler Polynome

3.1 Orthogonale Polynomsysteme

Wir wollen uns nun auf Skalarprodukte der Form (1) bzw. (2) und OS konzentrieren,
die fürn Î N³0 aus Polynomen

jn(x) := Pn(x) = knx
n + k¢nx

n-1 + k¢¢n xn-2 +¼ (kn ¹ 0) (3)

bestehen, deren Grad genaun ist. Ein solches Polynomsystem nennen wir orthogonales
Polynomsystem (OPS).
Da die Polynome paarweise orthogonal sind, gilt

YPn, Pm] =
t

à
s

Pn(x)Pm(x)w(x)dx=
ìïïíïï
î

hn ¹ 0 fallsn = m

0 fallsn ¹ m
. (4)

Wir nennen ein Skalarproduktpositiv definit, wenn gilt

hn = YPn, Pn] = ÅÅÅÅPn
ÅÅÅÅ2 > 0.

Sei nun ein gewichtetes Skalarprodukt gemäß (2) mit (4) gegeben. Dann können wir das
OPS der Monome 1, x, x2, x3,¼, welches den Vektorraum der Polynome aufspannt, mit
dem Gram-Schmidtschen Verfahren orthogonalisieren. Wir werden jedoch die Normie-

rungjn :=
gnÅÅÅÅgn
ÅÅÅÅ durch eine Skalierung gemäß (3) ersetzen und erhalten somitein bis

auf einen Skalierungsfaktor eindeutig bestimmtes OPS.

Beispiel 1 (Legendrepolynome)
Das einfachste gewichtete Skalarprodukt ist gegeben durchw(x) = 1, weiterhin wählen
wir das symmetrische Intervall[s, t] = [-1, 1]. Die orthogonalen Polynome bzgl. dieses
Skalarprodukts werden Legendrepolynome genannt. Wir berechnen nun die ersten Le-
gendrepolynome mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren mit Hilfe
von Mathematica.

Dazu definieren wir zuerst ein Skalarprodukt. Grenzen und Gewichtsfunktion setzen wir
gleich ein.
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In[1]:= Skalarprodukt [f _, g_] := à 1

-1
f * gâx

Nun definieren wir zwei Funktionen:GramSchmidtOS, welche ein OS liefert undGram-
SchmidtONS, welche ein ONS liefert.

In[2]:= GramSchmidtOS [f _, anz _] :=

Module A{fliste , gliste = {}, t },

fliste = Table [f ,{n, 0, anz - 1}];

AppendTo[gliste , fliste [[1]]];

For Ai = 2, i £ anz, i + +,

t = fliste [[i ]]-

i -1â
k=1

Skalarprodukt [fliste [[i ]], gliste [[k]]]

Skalarprodukt [gliste [[k]], gliste [[k]]]
* gliste [[k]];

AppendTo[gliste , t ]E;
gliste //Expand

E
In[3]:= GramSchmidtONS[f _, anz _] :=

Module A{g = GramSchmidtOS [f , anz]},

Table A g[[i ]]0
Skalarprodukt [g[[i ]], g[[i ]]]

,{i , 1, anz}EE//
Expand

Wir wollen zuerst zeigen, dass sich der höchste Koeffizientkn von fn auf gn im Falle
vonGramSchmidtOSüberträgt. Dazu betrachten wir

gn = fn -
n-1â
k=0

Y fn, gk]Ygk, gk]gk.

Da fn ein Polynom vom Gradn ist überträgt sich der höchste Koeffizientkn genau dann

aufgn, wenn
n-1â
k=0

Y fn, gk]Ygk, gk]gk ein Polynom vom Grad£ n-1 ist. Mit Ygk, gk] = hk Î Rmit

hk ¹ 0 und

t

à
s

fn(x)gk(x)w(x)dx := c Î R erhalten wir
n-1â
k=0

c
hk

gk. Dagk ein Polynom vom

Grad£ k ist undc, hk Konstanten sind, erhalten wir aufgrund der Summationsgrenze

n- 1 für
n-1â
k=0

Y fn, gk]Ygk, gk]gk ein Polynom vom Grad£ n- 1. Der höchste Koeffizientkn von

fn bleibt also bei der Subtraktion

fn -
n-1â
k=0

Y fn, gk]Ygk, gk]gk

unverändert und überträgt sich somit aufgn.

Jetzt lassen wir uns die ersten zehn Legendrepolynome ausgeben, indem wir mitf = xn

starten.
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In[4]:= OSliste = GramSchmidtOS [xˆn , 10]

Out[4]= 91, x, x2 -
1
3

, x3 -
3 x
5

, x4 -
6 x2

7
+

3
35

, x5 -
10x3

9
+

5 x
21

,

x6 -
15x4

11
+

5 x2

11
-

5
231

, x7 -
21x5

13
+

105x3

143
-

35x
429

,

x8 -
28x6

15
+

14x4

13
-

28x2

143
+

7
1287

, x9 -
36x7

17
+

126x5

85
-

84x3

221
+

63x
2431

=
Nun überprüfen wir noch die Orthogonalität

In[5]:= Skalarprodukt [OSliste [[4]],OSliste [[5]]]

Out[5]= 0

und die Norm

In[6]:= Skalarprodukt [OSliste [[4]],OSliste [[4]]]

Out[6]=
8

175

Jetzt lassen wir uns die ersten zehn normierten Legendrepolynome ausgeben.

In[7]:= ONSliste = GramSchmidtONS[xˆn , 10]

Out[7]= 9 10
2

,

2
3
2

x,
3
2

2
5
2

x2 -

1
5
2

2
,
5
2

2
7
2

x3 -
3
2

2
7
2

x,

105x4

8
0

2
-

45x2

4
0

2
+

9

8
0

2
,
63
8

2
11
2

x5 -
35
4

2
11
2

x3 +
15
8

2
11
2

x,

231
16

2
13
2

x6 -
315
16

2
13
2

x4 +
105
16

2
13
2

x2 -
5
1

13
2

16
,

429
16

2
15
2

x7 -
693
16

2
15
2

x5 +
315
16

2
15
2

x3 -
35
16

2
15
2

x,

6435
128

2
17
2

x8 -
3003
32

2
17
2

x6 +
3465
64

2
17
2

x4 -
315
32

2
17
2

x2 +
35
1

17
2

128
,

12155
128

2
19
2

x9 -
6435
32

2
19
2

x7+

9009
64

2
19
2

x5 -
1155
32

2
19
2

x3 +
315
128

2
19
2

x=
Auch hier überprüfen wir die Orthogonalität

In[8]:= Skalarprodukt [ONSliste [[4]],ONSliste [[5]]]

Out[8]= 0

und die Norm

In[9]:= Skalarprodukt [ONSliste [[4]],ONSliste [[4]]]

Out[9]= 1

Die Polynome, dieGramSchmidtONSliefert, sind also wirklich normiert.
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Zum Schluss vergleichen wir unsere errechneten Legendrepolynome mit denen die die
in Mathematica implementierte ProzedurLegendrePliefert. Dazu lassen wir uns die
ersten zehn Legendrepolynome ausgeben

In[10]:= LeP = Table [LegendreP [n, x],{n, 0, 9}]

Out[10]= 91, x,
3 x2

2
-

1
2

,
5 x3

2
-

3 x
2

,
35x4

8
-

15x2

4
+

3
8

,

63x5

8
-

35x3

4
+

15x
8

,
231x6

16
-

315x4

16
+

105x2

16
-

5
16

,

429x7

16
-

693x5

16
+

315x3

16
-

35x
16

,
6435x8

128
-

3003x6

32
+

3465x4

64
-

315x2

32
+

35
128

,

12155x9

128
-

6435x7

32
+

9009x5

64
-

1155x3

32
+

315x
128
=

Als nächstes bilden wir den Quotienten mit den Polynomen, welche wir mit Gram-
SchmidtOSundGramSchmidtONSerhalten haben

In[11]:= quot1 = LeP/OSliste //Simplify

Out[11]= 91, 1,
3
2

,
5
2

,
35
8

,
63
8

,
231
16

,
429
16

,
6435
128

,
12155
128

=
In[12]:= quot2 = LeP/ONSliste //Simplify

Out[12]= 902,

2
2
3

,

2
2
5

,

2
2
7

,

0
2

3
,

2
2
11

,

2
2
13

,

2
2
15

,

2
2
17

,

2
2
19
=

Multiplizieren wir nun die Polynome ausGramSchmidtOSundGramSchmidtONSmit
den erhaltenen konstanten Faktoren, so sehen wir, dass die Polynomsysteme bis auf
diese konstanten Faktoren gleich sind.

In[13]:= Expand [quot1 *OSliste ] == LeP

Out[13]= True

In[14]:= Expand [quot2 *ONSliste ] == LeP

Out[14]= True

3.2 Eigenschaften von OPS

Als Nächstes wollen wir Eigenschaften betrachten, die alleOPS besitzen. Dazu bewei-
sen wir

Satz 3.1 (Linearkombination)
Sei (Pn(x))nÎN³0

ein OPS bzgl. eines gewichteten Skalarprodukts und seiq(x) ein Poly-
nom vom Gradn. Dann istq(x) als Linearkombination

q(x) =
nâ

k=0

ckPk(x)

des gegebenen OPS darstellbar, wobei die Koeffizienten gegeben sind durch

cj =
1
h j

Yq, Pj] = 1
h j

t

à
s

w(x)q(x)Pj (x)dx.
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Beweis:
Wir rechnen nach:

Yq, Pj] = Y nâ
k=0

ckPk, Pj] = nâ
k=0

ck YPk, Pj] = cjh j ,

Þ cj =
1
h j

Yq, Pj]und somit die Behauptung

2

Eine erste Folgerung daraus ist

Satz 3.2 (Strukturbeziehung)
Sei(Pn(x))nÎN³0

ein OPS bzgl. eines gewichteten Skalarprodukts, dann istPn(x) zu jedem
Polynom kleineren Grades orthogonal.

Beweis:
Aus Satz 3.1 wissen wir, dass sich jedes Polynomq(x) vom Grad kleinern linear dar-
stellen lässt durch

q(x) = c0P0(x) + c1P1(x) + ¼ + cn-1Pn-1(x)

mit konstanten Koeffizientenck. Daraus folgt nun

Yq, Pn] = n-1â
k=0

ck YPk, Pn] = 0,

da allePk zueinander orthogonal sind.

2

Wir können nun weiterhin folgern

Satz 3.3 (Nullstellensatz)
Die Nullstellen jedes OPS bzgl. eines gewichteten Skalarprodukts sind alle reell, einfach
und liegen im Inneren des Intervalls[s, t].

Beweis:
Seienx1,¼, xm (0 £ m£ n) die Nullstellen vonPn(x), welche im Inneren von[s, t] liegen
und einfach sind. Dann wechseltPn(x) genau an den Stellenx1,¼, xm das Vorzeichen.
Wir definieren das Polynom

qn(x) :=
ìïïíïï
î

1 fallsm= 0

(x- x1)...(x- xm) falls m > 0,

das an den gleichen Stellen wiePn(x) das Vorzeichen wechselt. Folglich hat das Produkt
w(x)Pn(x)qn(x) in ganz[s, t] ein einheitliches Vorzeichen. Es gilt also

t

à
s

w(x)Pn(x)qn(x)dx¹ 0.
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Dies kann aber nur dann der Fall sein, wennm= n gilt, denn fürm < n ist gemäß Satz
3.2Pn(x) zu jedem Polynom kleineren Grades orthogonal. Weiterhin hat jedes Polynom
vom Gradn höchstensn Nullstellen, also mussn = m gelten, also sind die Nullstellen
einfach. 2

Wir können nun den ersten Trennungssatz formulieren. Allgemein ist es anzumerken,
dass es viele Trennungssätze gibt. Insbesondere wenn man spezielle Polynomsysteme
wie z.B. Legendrepolynome, Chebychevpolynome usw. einzeln betrachtet, kann man
noch wesentlich weitreichendere Aussagen über Nullstellen treffen. Wir wollen uns in
dieser Arbeit aber auf den ersten und zweiten Trennungssatzbeschränken, welche sehr
fundamentale Aussagen über die Lage von Nullstellen, gültig für alle Polynomsysteme,
enthalten.

Satz 3.4 (Trennungssatz 1)
Zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen eines orthogonalen Polynoms im
Intervall [s, t] liegt genau eine Nullstelle seiner Ableitung.

Beweis:
Gemäß des Satzes von Rolle liegt zwischen zwei Nullstellen einer differenzierbaren
Funktion mindestens eine Nullstelle seiner Ableitung. DaP¢n(x) ein Polynom vom Grad
n - 1 ist, liegen seine Nullstellen genau zwischen den Nullstellen vonPn(x) und sind
wegen Satz 3.3 einfach. 2

Als ersten wichtigen Satz erhalten wir die folgende Rekursionsgleichung:

Satz 3.5 (Rekursionsgleichung)
Jedes OPS bzgl. eines gewichteten Skalarprodukts erfüllt eine Rekursionsgleichung der
Form

Pn+1(x) = (Anx+ Bn)Pn(x) -CnPn-1(x) (n ³ 0) (5)

mit KonstantenAn, Bn, Cn, die den Gleichungen

An =
kn+1

kn

(6)

Bn = An(
k¢n+1

kn+1

-
k¢n
kn

) (7)

Cn =
Anhn

An-1hn-1

(8)

genügen.

Beweis:

Sein ³ 1 undAn =
kn+1

kn

. Das Polynom

Pn+1(x) - AnxPn(x)

hat einen Grad£ n und man kann es somit als Linearkombination

Pn+1(x) - AnxPn(x) = c0P0(x) + ¼ + cnPn(x).
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darstellen. Seik = 0,¼, n-2, dann folgt mit Satz 3.2, der Orthogonalität vonPk(x) und
der speziellen EigenschaftX f , xg\ = Xx f , g\ des Skalarprodukts

hkck = Yc0P0(x) +¼ + cnPn(x), Pk] = YPn+1(x) - AnxPn(x), Pk]
= YPn+1, Pk] - An YxPn, Pk] = -An YPn, xPk] = 0.

Dahk ¹ 0 ist folgtck = 0. Wir erhalten also eine Darstellung

Pn+1(x) - AnxPn(x) = cn-1Pn-1(x) + cnPn(x).

Mit cn = Bn undcn-1 = Cn erhalten wir dann nach Umformung (5). Da alle Polynome
in (5) eine Darstellung gemäß (3) haben, können wir einen Koeffizientenvergleich von
xn durchführen, welcher

k¢n+1 = Ank
¢
n + Bnkn

liefert. Durch Umformung erhalten wir dann

Bn =
k¢n+1 - Ank

¢
n

kn

= An(
k¢n+1

kn+1

-
k¢n
kn

).

Formen wir nun (5) um, so erhalten wir

CnPn-1(x) = (Anx+ Bn)Pn(x) - Pn+1(x)

und somit auch

Cnhn-1 = Cn YPn-1, Pn-1] = An YPn-1, xPn] + Bn YPn, Pn-1] - YPn+1, Pn-1]
= An YPn, kn-1x

n] = An

kn-1

kn

YPn, Pn] = An

kn-1

kn

hn.

Auflösen nachCn liefert dann (8). Definieren wir zusätzlich nochP-1(x) := 1, so bleibt
unsere Rekursionsgleichung auch fürn = 0 gültig. 2

Es gilt ebenfalls die Umkehrung dieses Satzes

Satz 3.6 (Satz von Farvard)
Gilt für ein PolynomsystemPn(x) eine Dreitermrekursion der Form

Pn+1(x) = (Anx+ Bn)Pn(x) -CnPn-1(x) (n ³ 0), P-1(x) = 0, P0(x) = 1,

dann istPn(x) orthogonal. Ferner ist das zugehörige Skalarprodukt ist genau dann positiv
definit, wennCnAnAn-1 > 0 für n ³ 1 gilt.

Beweis:

Sei o.B.d.AQn(x) :=
Pn(x)

kn

. Dann istQn(x) ein Polynomsystem bei dem für den höchsten

Koeffizientenkn = 1 gilt. Als Folgerung erhalten wir dann

An = 1, Bn = -(k
¢
n - k¢n+1) := cn, Cn =

hn

hn-1

:= Λn.
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Dies liefert uns die Gleichung

Qn(x) = (x- cn)Qn-1(x) - ΛnQn-2(x). (9)

Weiterhin erklären wir die Gewichtsfunktionw(x) genau so, dass gilt

t

à
s

Q0(x)Qn(x)w(x)dx=

t

à
s

Qn(x)w(x)dx= 0 (10)

für n = 1, 2, 3,¼ und
t

à
s

Q0(x)Q0(x)w(x)dx=

t

à
s

1w(x)dx= Μ0 = Λ1.

Integrieren wir nun (9) nach Multiplikation mitw(x), so erhalten wir fürn = 1

t

à
s

Q1(x)w(x)dx=

t

à
s

xw(x)dx- c1

t

à
s

Q0(x)w(x)dx- Λ1

t

à
s

Q-1w(x)dx= 0

Þ

t

à
s

Q1(x)w(x)dx= Μ1 - c1Μ0 = 0.

Fürn = 2 erhalten wir
t

à
s

Q2(x)w(x)dx =

t

à
s

xQ1(x)w(x)dx- c2

t

à
s

Q1(x)w(x)dx- Λ2

t

à
s

Q0(x)w(x)dx

=

t

à
s

xQ1(x)w(x)dx- c2(Μ1 - c1Μ0) - Λ2Μ0

=

t

à
s

x IxQ0(x) - c1Q0(x) - Λ1Q-1(x)M - c2(Μ1 - c1Μ0) - Λ2Μ0

=

t

à
s

x2w(x)dx- c1

t

à
s

xw(x)dx- c2(Μ1 - c1Μ0) - Λ2Μ0

= Μ2 - (c1 + c2)Μ1 + (Λ2 - c1c2)Μ0 = 0

Auf analoge Weise können wir auch die folgenden Darstellungen für n = 3, 4, 5,¼
herleiten.
Umformung von (9) und Shift vonn liefert

xQn(x) = Qn+1(x) + cn+1Qn(x) + Λn+1Qn-1 (11)

Multiplikation von (11) mitw(x) und Integration liefert dann zusammen mit (10)

t

à
s

xQn(x)w(x)dx= 0, n³ 2.
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Multiplikation von (11) mitxw(x) und Integration liefert zusammen mit (10)

t

à
s

x2Qn(x)w(x)dx= 0, n ³ 3.

Führen wir dies fort, so erhalten wir

t

à
s

xkQn(x)w(x)dx= 0, 0 £ k < n.

Daraus folgt die Orthogonalität vonQn(x) bzgl. der Gewichtsfunktionw(x).

Wir müssen nun noch zeigen, dass gilt

CnAnAn-1 > 0Û YPn(x), Pn(x)] = à t

s
P2

n (x)w(x)dx > 0.

Setzen wir (6) und (8) inCnAnAn-1 ein, so erhalten wir

CnAnAn-1 =
Anhn

An-1hn-1

kn+1

kn

kn

kn-1

=
k2

n+1hn

k2
nhn-1

Dakn undkn+1 als führende Koeffizienten vonPn(x) bzw.Pn+1(x) ungleich Null sind gilt
k2

n > 0 undk2
n+1 > 0.

„Ü“ SeiPn(x) positiv definit, dann gilthn > 0 undhn-1 > 0 fürn ³ 1. Mit CnAnAn-1 =
k2

n+1hn

k2
nhn-1

folgt dannCnAnAn-1 > 0 für n ³ 1.
„Þ“ Wir zeigen diese Aussage induktiv. Wegenh0 = 1 erhalten wir fürn = 1

C1A1A0 =
k2

2h1

k2
1

.

Also kannC1A1A0 > 0 nur gelten, wennh1 > 0 erfüllt ist.
Fürn = 2 gilt

C2A2A1 =
k2

3h2

k2
2h1

.

Wennh1 > 0, so folgt, dassC2A2A1 > 0 nur dann erfüllt ist, wennh2 > 0 gilt.
Fürn = 3 gilt

C3A3A2 =
k2

4h3

k2
3h2

.

Wennh2 > 0, so folgt, dassC3A3A2 > 0 nur dann erfüllt ist, wennh3 > 0 gilt. Führen
wir dies fort, so erhalten wir fürn

CnAnAn-1 =
k2

n+1hn

k2
nhn-1

.
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Wennhn-1 > 0, so folgt, dassCnAnAn-1 > 0 nur dann erfüllt ist, wennhn > 0 gilt.
Wir sehen dashn > 0, also die positive Definitheit vonPn(x), genau dann folgt, wenn
CnAnAn-1 > 0 für n ³ 1 erfüllt ist.

2

Wir wollen nun eine weitere wichtige Formel für OPS einführen und beweisen.

Satz 3.7 (Summationsformel von Christoffel-Darboux)
Jedes OPS bzgl. eines gewichteten Skalarprodukts erfüllt die Summationsformel von
Christoffel-Darboux

nâ
k=0

1
hk

Pk(x)Pk(y) =
1
hn

kn

kn+1

Pn+1(x)Pn(y) - Pn(x)Pn+1(y)
x- y

. (12)

Hieraus folgt im Grenzfally® x

nâ
k=0

1
hk

P2
k (x) =

1
hn

kn

kn+1

(P¢n+1(x)Pn(x) - P¢n(x)Pn+1(x)). (13)

Beweis:
Wir multiplizieren (5) bzgl.x mit Pn(y) sowie (5) bzgly mit Pn(x) und erhalten:

I. Pk+1(x)Pk(y) = (Akx+ Bk)Pk(x)Pk(y) -CkPk-1(x)Pk(y)

II. Pk(x)Pk+1(y) = (Aky+ Bk)Pk(x)Pk(y) -CkPk(x)Pk+1(y)

Wir bilden nun I- II und erhalten mit Umformungen:

Pk+1(x)Pk(y) - Pk(x)Pk+1(y) = (Akx+ Bk)Pk(x)Pk(y) -CkPk-1(x)Pk(y)

-(Aky+ Bk)Pk(x)Pk(y) +CkPk(x)Pk+1(y)

= AkxPk(x)Pk(y) + BkPk(x)Pk(y) -CkPk-1(x)Pk(y)

-AkyPk(x)Pk(y) - BkPk(x)Pk(y) -CkPk-1(y)Pk(x)

= (x- y)(AkPk(x)Pk(y)) +Ck(Pk(x)Pk-1(y) - Pk-1(x)Pk(y))

Þ Pk+1(x)Pk(y) - Pk(x)Pk+1(y) = (x- y)(AkPk(x)Pk(y)) +Ck(Pk(x)Pk-1(y) - Pk-1(x)Pk(y))

Û -(x- y)(AkPk(x)Pk(y)) = -(Pk+1(x)Pk(y) - Pk(x)Pk+1(y))

+Ck(Pk(x)Pk-1(y) - Pk-1(x)Pk(y))

Einsetzen von (6) und (8) liefert:

(x- y)
hk

Pk(x)Pk(y) =
1

Akhk

(Pk+1(x)Pk(y) - Pk(x)Pk+1(y))

-
1

Ak-1hk-1

(Pk(x)Pk-1(y) - Pk-1(x)Pk(y))

17



Summieren wir nun vonk = 0,¼, n, so erhalten wir:

(x- y)
nâ

k=0

1
hk

Pk(x)Pk(y) =
nâ

k=0

(
1

Akhk

(Pk+1(x)Pk(y) - Pk(x)Pk+1(y))

-
1

Ak-1hk-1

(Pk(x)Pk-1(y) - Pk-1(x)Pk(y)))

Teleskopsumme
= -

1
h-1A-1

(P0(x)P-1(y) - P-1(x)P0(y))

+
1

Anhn

(Pn+1(x)Pn(y) - Pn(x)Pn+1(y))

Mit -
1

h-1A-1

(P0(x)P-1(y) - P-1(x)P0(y)) = 0 erhalten wir dann (12). Für den Grenzfall

substituieren wiry = x- zund setzen dies in (12) ein. Damit erhalten wir

nâ
k=0

1
hk

Pk(x)Pk(x- z) =
1
hn

kn

kn+1

(Pn+1(x)Pn(x- z) - Pn(x)Pn+1(x- z))
z

.

Führen wir nun auf beiden Seiten den Grenzübergangz® 0 durch, was auf der rechten
Seite nach der Regel von L’Hospital zu erfolgen hat, so erhalten wir

nâ
k=0

1
hk

P2
k (x) =

1
hn

kn

kn+1

IP¢n+1(x)Pn(x) - P¢n(x)Pn+1(x)M .
2

Mithilfe der Summationsformel von Christoffel-Darboux können wir nun den zweiten
Trennungssatz beweisen.

Satz 3.8 (Trennungssatz 2)
Zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen eines orthogonalen PolynomsPn(x)
im Intervall [s, t] liegt genau eine Nullstelle vonPn+1(x) und umgekehrt.

Beweis:
Sei o.B.d.A.kn = 1, dann gilt für jede Nullstellexk von Pn(x) wegen (13) die Unglei-
chung

P¢n(xk)Pn+1(xk) < 0.

Seien weiterhinxk und xk+1 zwei aufeinander folgende Nullstellen vonPn(x), dann ist
das Vorzeichen vonP¢n(x) undP¢n(xk+1) verschieden und aufgrund vonP¢n(xk)Pn+1(xk) < 0
auch vonP¢n+1(xk) und P¢n+1(xk+1). Folglich liegt zwischenxk und xk+1 eine Nullstelle
von Pn+1(x), welche wegen Satz 3.3 einfach ist. Die Rückrichtung kann analog gezeigt
werden. 2
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4 Klassische orthogonale Polynome

4.1 Einleitung

Wir wollen nun Polynomsysteme der Form (3) mit der Eigenschaft (4), welche die Ei-
genwertdifferentialgleichung

Σ(x)y¢¢(x) + Τ(x)y¢(x) + Λny(x) = 0, (14)

erfüllen, betrachten. Seien dazuΣ(x) undΤ(x) zunächst beliebige stetige Funktionen und
Λn eine beliebige Folge reeller Zahlen.
Wir setzen nuny(x) = P1(x) in die Eigenwertdifferentialgleichung ein und erhalten

Τ(x)P¢1(x) + Λ1P1(x) = 0.

DaP1(x) ein lineares Polynom ist, muss auchΤ(x) = dx+ eein lineares Polynom sein.
Wir benutzen weiterhin den Ansatzy(x) = P2(x) und erhalten

Σ(x)P¢¢2 (x) + Τ(x)P
¢
2(x) + Λ2P2(x) = 0.

DaP2(x) ein quadratisches Polynom ist, muss auchΣ(x) = ax2+bx+c ein quadratisches
Polynom sein. Die Eigenwertdifferentialgleichung ist also in jedem Fall eine Polynomi-
dentität. Koeffizientenvergleich des höchsten Koeffizienten liefert uns

Λn = -(an(n- 1) + dn).1

Die Polynomlösungen der Eigenwertdifferentialgleichungkönnen nun vollständig klas-
sifiziert werden. Aufgrund der Invarianz der Eigenwertdifferentialgleichung unter einer
linearen Abbildungx# f x+ g ist das PolynomsystemQn(x) := Pn( f x+ g) eine Lösung
von (14) genau dann, wennPn(x) eine Lösung ist. Die Invarianz ermöglicht es uns nun,
die Nullstellen vonΣ(x) beliebig zu verschieben. Wir definieren also

• IstΣ(x) konstant, so setzen wirΣ(x) = 1

• HatΣ(x) eine einfache Nullstelle, so setzen wirΣ(x) = x

• HatΣ(x) eine doppelte Nullstelle, so setzen wirΣ(x) = x2

• HatΣ(x) zwei verschiedene reelle Nullstellen, so seien die Nullstellen bei 1,-1
und wir setzenΣ(x) = x2 - 1

und erhalten folgende Fallunterscheidung:

1Beweis folgt später
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Σ(x) Τ(x) Pn(x) Familie
1 0 x xn

2 1 -2x Hn(x) Hermitepolynome
3 x -x+ Α + 1 L(Α)n (x) Laguerrepolynome
4 x2 (Α + 2)x+ 2 B(Α)n (x) Besselpolynome
5 x2 - 1 (Α + Β + 2)x+ Α - Β P(Α,Β)n (x) Jacobipolynome

Tabelle 1: Klassifizierung der klassischen orthogonalen Polynome

Diese Polynome werden die klassischen orthogonalen Polynome genannt.

4.2 Orthogonalität

Wir wollen nun beweisen, dass alle diese Polynomsysteme, bis auf die Besselpolyno-
me, in einem reellen Intervall orthogonal sind. Dazu müssenwir zuerst die zugehörige
Gewichtsfunktion suchen. Sei alsow(x) zunächst eine beliebige stetig differenzierbare
Funktion auf dem Intervall[s, t]. Wir betrachten dazu

(w(x)Σ(x)y¢(x))¢ = w(x)Σ(x)y¢¢(x) + (w(x)Σ(x))¢y¢(x) (15)

sowie mit (14)
-Λny(x) = Τ(x)y

¢(x) + Σ(x)y¢¢(x)

Û -w(x)Λny(x) = w(x)Σ(x)y¢¢(x) + w(x)Τ(x)y¢(x). (16)

Genügt die Funktionw(x) zusätzlich der Pearsonschen Differentialgleichung

(Σ(x)w(x))¢ = Τ(x)w(x),

so erhalten wir mit (15) und (16)

(w(x)Σ(x)y¢(x))¢ + w(x)Λny(x) = 0. (17)

Durch Lösen der Pearsonschen Differentialgleichung erhalten wir eine bis auf einen
konstanten Faktor eindeutig bestimmte Darstellung fürw(x), sofernΣ(x) im Intervall
[s, t] nicht verschwindet, denn sonst würde der Fall einer Null im Nenner doppelt auf-
treten:

w(x) =
C
Σ(x)

eÙ Τ(x)Σ(x)dx

Somit erhalten wir für die Hermite-, Laguerre-, Bessel- undJacobipolynome folgende
Tabelle, wobeiC so gewählt ist, dass die Beziehungw(x) > 0 in dem zugehörigen
Intervall [s, t] gilt.

Σ(x) Pn(x) Familie w(x) Intervall Bedingungen
1 Hn(x) Hermitepolynome e-x2

(-¥,¥)
x L(Α)n (x) Laguerrepolynome xΑe-x (0,¥) Α > -1
x2 B(Α)n Besselpolynome xΑe-

2
x -

x2 - 1 P(Α,Β)n Jacobipolynome (1- x)Α(1+ x)Β (-1, 1) Α > -1,Β > -1
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Tabelle 2: Gewichtsfunktionen der klassischen orthogonalen Polynome

Umformung der Pearsonschen Differentialgleichung liefert

(Σ(x)w(x))¢ = Τ(x)w(x)

Û Σ¢(x)w(x) + Σ(x)w¢(x) = Τ(x)w(x)

Û
w¢(x)
w(x)

=
Τ(x) - Σ¢(x)
Σ(x)

.

Mit Partialbruchzerlegung erhalten wir dann für geeigneteΑ,Β Î R

w¢(x)
w(x)

=
Τ(x) - Σ¢(x)
Σ(x)

=
Α

x- x1

+
Β

x- x2

,

wobeix1, x2 Î R die Nullstellen vonΣ(x) und somit genau die Intervallgrenzen darstel-
len. Integration liefert uns dann

w(x) = C(x- x1)
Α(x- x2)

Β.

Nach Einsetzen der Intervallgrenzen erhalten wir fürC = (-1)Β die Gewichtsfunktion
der Jacobipolynome.
Wir müssen nun zeigen, dass die orthogonalen Polynome, bis auf die Besselpolynome,
gemäß den Spezifikationen aus Tabelle 2 orthogonal sind.

Satz 4.1 (Klassische OPS)
Die LösungsfamilienPn(x) der Eigenwertdifferentialgleichung mitΣ(x) = ax2 + bx+ c
(abc ¹ 0) und Τ(x) = dx + e, d ¹ 0) stellen OPS dar, welche die klassischen OPS
genannt werden. Die jeweilige Gewichtsfunktion ist durch die Pearsonsche Differenti-
algleichung gegeben. Es ergibt sich modulo linearer Transformationen eine Klassifizie-
rung der klassischen OPS gemäß Tabelle 1.

Beweis:
Wir setzeny(x) = Pn(x) und erhalten mit (17):

Iw(x)Σ(x)P¢n(x)M¢ + Λnw(x)Pn(x) = 0.

Multiplizieren wir die zun gehörige obige Gleichung mitPm(x) und die zum gehörige
obige Gleichung mitPn(x), so erhalten wir durch Gleichsetzen dieser beiden Gleichun-
gen:

Iw(x)Σ(x)P¢n(x)M¢ Pm(x) + Λnw(x)Pn(x)Pm(x) = Iw(x)Σ(x)P¢m(x)M¢ Pn(x)

+Λmw(x)Pm(x)Pn(x)

Û (Λm- Λn)Pn(x)Pm(x)w(x) = Iw(x)Σ(x)P¢n(x)M¢ Pm(x)

- Iw(x)Σ(x)P¢m(x)M¢ Pn(x)

Integration über das Intervall[s, t] liefert:

(Λm - Λn)

t

à
s

Pn(x)Pm(x)w(x)dx =

t

à
s

Iw(x)Σ(x)P¢n(x)M¢ Pm(x)dx-

t

à
s

Iw(x)Σ(x)P¢m(x)M¢ Pn(x)dx
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Mit partieller Integration der rechten Seite erhalten wir dann:

=
æççççççç
è

Iw(x)Σ(x)P¢n(x)Pm(x)Mts-
t

à
s

w(x)Σ(x)P¢n(x)P
¢
m(x)dx

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

-
æççççççç
è

Iw(x)Σ(x)P¢m(x)Pn(x)Mts-
t

à
s

w(x)Σ(x)P¢m(x)P
¢
n(x)dx

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

= Iw(x)Σ(x)P¢n(x)Pm(x)Mts- Iw(x)Σ(x)P¢m(x)Pn(x)Mts
Stellen wir nun sicher, dass die Randbedingungen

lim
x®s

xnΣ(x)w(x) = lim
x®t

xnΣ(x)w(x) = 0 n Î N³0

für alle Familien orthogonaler Polynome gelten, so ist deren Orthogonalität gezeigt. Da-
zu verwenden wir die in Tabelle 2 gegebenen Intervallgrenzen, Gewichtsfunktionen und
Zusatzbedingungen.

Für die Hermitepolynome gilt

lim
x®-¥

xne-x2
= lim

x®¥
xne-x2

= 0.

Die Grenzbedingung ist erfüllt, dae-x2
schneller gegen Null konvergiert alsxn gegen

-¥ bzw.¥.

Bei den Laguerrepolynomen müssen wir die ZusatzbedingungΑ > -1 mit betrachten.
Fürs= 0 undΑ > -1 erhalten wir

lim
x®0

xnxxΑe-x = 0.

Fürs= 0 undΑ £ -1 erhalten wir

lim
x®0

xnx
1
xΑ

e-x = lim
x®0

xn+1

xΑ
e-x.

Betrachten wir nun den Term
xn+1

xΑ
, so erhalten wir im Falln + 1 < (-1)Α den Term

1

xΑ-n-1 , dessen Grenzwert¥ ist. Die Randbedingung ist also im FalleΑ £ -1 nicht

mehr sichergestellt.

Für t = ¥ und erhalten wir:

lim
x®¥

xnxxΑe-x = lim
x®¥

xn+1+Αe-x = 0,

dae-x schneller gegen Null konvergiert alsxn+1+Α gegen¥. Im Fallen+1+Α < 0 würde
xn+1+Α dann auch gegen Null konvergieren.
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Die Integrale der Besselpolynome existieren wegen

lim
x®-¥

xΑ+n+2e-
2
x =
ìïïíïï
î

¥, wennΑ + n+ 2 gerade

-¥, wennΑ + n+ 2 ungerade

sowie
lim
x®¥

xΑ+n+2e-
2
x = ¥

in keinem reellen Intervall. Die Besselpolynome sind also in keinem reellen Intervall
orthogonal.

Für die Jacobipolynome gilt fürs= -1 undΑ > -1,Β > -1

lim
x®-1

xn(x2 - 1)(1- x)Α(1+ x)Β = 0.

Im Falles= -1 undΑ < -1,Β < -1 erhalten wir jedoch

lim
x®-1

xn(x2 - 1)

(1- x)Α(1+ x)Β
= lim

x®-1

-xn

(1- x)Α-1(1+ x)Β-1 =
ìïïíïï
î

-¥, wennn gerade

¥, wennn ungerade,

und im Falles= -1 undΑ = -1,Β = -1

lim
x®-1

xn(x2 - 1)

(1- x)Α(1+ x)Β
= lim

x®-1
-xn =

ìïïíïï
î

-1, wennn gerade

1, wennn ungerade.

Die Randbedingung ist also fürΑ £ -1,Β £ -1 nicht erfüllt. Fürt = 1 undΑ > -1,Β >
-1 erhalten wir

lim
x®1

xn(x2 - 1)(1- x)Α(1+ x)Β = 0.

Im Fallet = 1 undΑ < -1,Β < -1 erhalten wir jedoch

lim
x®1

xn(x2 - 1)

(1- x)Α(1+ x)Β
= lim

x®1

-xn

(1- x)Α-1(1+ x)Β-1 = -¥,

und im Fallet = 1 undΑ = -1,Β = -1

lim
x®1

xn(x2 - 1)

(1- x)Α(1+ x)Β
= lim

x®1
-xn = -1.

Die Randbedingung ist also fürΑ £ -1,Β £ -1 nicht erfüllt. Insgesamt sind die Rand-
bedingungen also nur erfüllt, wennΑ > -1 undΒ > -1 gilt. 2

Als Nächstes wollen wir nun die Umkehrung des vorherigen Satzes zeigen.

Satz 4.2
Sei (Pn(x))n³0 ein OPS bzgl. einer Gewichtsfunktionw(x), welche die Pearsonsche Dif-
ferentialgleichung mit einem quadratischen PolynomΣ(x) und einem linearen Polynom
Τ(x) sowie den Randbedingungen

lim
x®s

xnΣ(x)w(x) = lim
x®t

xnΣ(x)w(x) = 0, n Î N³0

erfüllt. Dann handelt es sich bei(Pn(x))n³0 um ein klassisches OPS, das der Eigenwert-
differentialgleichung genügt.
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Beweis:
Sei o.B.d.A.kn der höchste Koeffizient vonPn(x) mit kn = 1. Wir definieren

Qn(x) := (ax2 + bx+ c)P¢¢n (x) + (dx+ e)P¢n(x)

für allen Î N³1 undQ0(x) := 1. Wenden wir nach zweimaliger partieller Integration die
Pearsonsche Differentialgleichung sowie die Randbedingungen an, so erhalten wir

t

à
s

w(x)xmQn(x)dx= m(d + (m- 1)a)

t

à
s

w(x)xmPn(x)dx.

Es gilt also:
t

à
s

w(x)xmQn(x)dx = 0 (0 £ m£ n- 1)

t

à
s

w(x)xnQn(x)dx = n(d + (n- 1)a)hn (n Î N)

t

à
s

w(x)Q0(x)dx = h0.

Wegen (4) gilthn ¹ 0. Wir müssen also noch zeigen, dassd+(n-1)a ¹ 0 gilt. Zusammen
mit den Randbedingungen erhalten wir

(Σ(x)w(x))¢ = Τ(x)w(x)

Þ (Σ(x)w(x))¢ xn = Τ(x)w(x)xn

Þ

t

à
s

(Σ(x)w(x))¢ xndx =

t

à
s

Τ(x)w(x)xndx

Þ (Σ(x)w(x)xn)ts- n

t

à
s

Σ(x)w(x)xn-1dx =

t

à
s

Τ(x)w(x)xndx

Þ -n

t

à
s

(ax2 + bx+ c)xn-1w(x)dx =

t

à
s

(dx+ e)w(x)xndx

Þ -naΜn+1 - nbΜn - ncΜn-1 = dΜn+1 + eΜn

Þ (d + na)Μn+1 = -(nb+ e)Μn - ncΜn-1, (18)

dabei sindΜn die n-ten Momente vonw(x). Damit wir dasn-te Moment in eindeutiger
Weise aus seinen Vorgängern berechnen können, mussd + (n - 1)a ¹ 0 gelten. Somit
ist d + (n- 1)a ¹ 0 gezeigt.
Qn(x) ist wegenQn(x) = n(d + (n- 1)a)xn +¼ ein Polynom vom Gradn. Demnach ist
(Qn(x))n³0 ein OPS bzgl. der Gewichtsfunktionw(x), weswegenQn(x) für jedesn Î N
ein Vielfaches vonPn(x) sein muss:

Qn(x) = -ΛnPn(x) (n Î N³0).

Wegenkn = 1 folgt, dassΛn = -n(d + (n- 1)a) gilt. 2
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4.3 Darstellung

Im Folgenden wollen wir Potenzreihenentwicklungen der klassischen orthogonalen Po-
lynome betrachten. Wir werden sehen, dass bei geeigneter Wahl des Entwicklungspunk-
tes alle diese Polynomsysteme hypergeometische Potenzreihen besitzen, welche uns ex-
plizite Darstellungen liefern. Dazu definieren wir zuerst:

Definition 4.3 (Pochhammer-Symbol)
Wir bezeichnen

(a)k := a(a+ 1)(a+ 2)¼(a+ k- 1)
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

k-Faktoren

=
G(a+ k)
G(a)

als Pochhammer-Symbol.

Definition 4.4 (Hypergeometrische Reihe)
Die Potenzreihe

pFq

æççççççç
è

a1,¼, ap

z
b1,¼, bq

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

=
¥â

k=0

Akz
k,

deren SummandenΑk = Akz
k das rationale Termverhältnis

Αk+1

Αk

=
Ak+1z

k+1

Akz
k =

(k+ a1)¼(k+ ap)

(k+ b1)¼(k+ bq)

z
k+ 1

besitzen, nennt man hypergeometrische Reihe.
Die SummandenΑk = Akz

k einer hypergeometrischen Reihe nennt man hypergeometri-
schen Term.
Für die Koeffizienten der hypergeometrischen Reihe erhalten wir die Formel

pFq

æççççççç
è

a1,¼, ap

z
b1,¼, bq

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

=
¥â

k=0

(a1)k¼(ap)k
(b1)k¼(bq)k

zk

k!
.

Wir wollen nun hypergeometrische Darstellungen von klassischen orthogonalen Poly-
nomen herleiten. Dazu verwenden wirMathematicaund dasSpecialFunctionsPackage
von Prof. Dr. Wolfram Koepf,2 welches die in [CompAlg] Kapitel 10 (Potenzreihen)
und Kapitel 11 (Algorithmische Summation) vorgestellten sowie einige weitere Algo-
rithmen zur Verfügung stellt.

Zuerst laden wir dasSpecialFunctionsPackage.

In[15]:= Needs[„SpecialFunctions‘" ]

SpecialFunctions, (C) Wolfram Koepf, version 2.03, 2008

Fast Zeilberger, (C) Peter Paule and Markus Schorn (V 2.2) loaded

2Erhältlich unter http://www.mathematik.uni-kassel.de/~koepf/Publikationen/index.html#down
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Entwickeln wir am Ursprung, so erhalten wir die ReihePn(x) =
¥Ú

k=0
Akx

k. Einsetzen in

die Eigenwertdifferentialgleichung liefert uns:

In[16]:= DE:= (a * xˆ2 + b * x + c)P¢¢[x] + (d * x + e)P¢[x] - (n(a * n + d - a))P[x].

Unter Verwendung der FunktionDEtoRE3

In[17]:= req = DEtoRE[DE,P[x],A[k]]

Out[17]= (k- n) (k a+ n a- a+ d) A(k) + (k+ 1) (e+ b k) A(k+ 1) + c (k+ 1) (k+ 2) A(k+ 2) == 0

Für die Laguerrepolynome entnehmen wir(a = 0, b = 1, c = 0, d = -1, e= Α + 1) aus
Tabelle 1 und setzen dies in die Rekursion ein. Dies liefert uns

In[18]:= req /.{a ® 0, b ® 1, c ® 0, d ® -1, e ® Α + 1}

Out[18]= (k+ 1) (k+ Α + 1) A(k+ 1) - (k- n) A(k) == 0

Somit erhalten wir eine hypergeometrische Rekursion, Umformung liefert uns

Ak+1

Ak

=
k- n

(k+ 1)(k+ Α + 1)
,

daraus erhalten wir dann die hypergeometrische Darstellung

L(Α)n (x) = Kn+ Αn
O 1F1

æççççççç
è

-n
x

Α + 1

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

=
nâ

k=0

Kn+ Α
n- k
O(-1)k

k!
xk. (19)

Dabei istKn+ Α
n
O ein historisch gegebener Standardisierungsfaktor. Mit (19) setzen wir

die Standardisierung der Laguerrepolynome fest. Um zu beweisen, dass die Gleichheit

(19) gilt, reicht es zu zeigen, dass das Termverhältnis
Bk+1

Bk

, Bk = Kn+ Αn- k
O(-1)k

k!
mit dem

von
Ak+1

Ak

übereinstimmt. In diesen Fällen hätten sie die gleiche hypergeometrische Dar-

stellung und wären folglich gleich. Wir definieren dazu

In[19]:= Bk = Binomial [n + Α, n - k]
(-1)ˆk

k!
;

und erhalten

In[20]:=
Bk/. k ® k + 1

Bk
//FunctionExpand

Out[20]= -
n- k

(k+ 1) (k+ Α + 1)

Somit ist die Gleichheit gezeigt.

Für die Hermitepolynome erhalten wir mit(a = 0, b = 0, c = 1, d = -2, e = 0) die
Rekursion

In[21]:= req /.{a ® 0, b ® 0, c ® 1, d ® -2, e ® 0}

Out[21]= (k+ 1) (k+ 2) A(k+ 2) - 2 (k- n) A(k) == 0

3Siehe Abschnitt „Erzeugende Funktionen“ für mehr Details zu den FunktionenDEtoREundRETODE.
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vom hypergeometrischen Typ, welche nach Umformung die Gestalt

Ak+2

Ak

=
2(k- n)

(k+ 1)(k+ 2)

besitzt. Da die obige Rekursion eine Rekursion zweiten Grades ist, erhalten wir für
gerade bzw. ungeraden die Darstellungen

H2m(x) = (-1)m
(2m)!

m! 1F1

æççççççç
è

-m
x2

1/2

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

und

H2m+1(x) = (-1)m
(2m+ 1)!

m!
2x 1F1

æççççççç
è

-m
x2

3/2

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Schreiben wir nunHn(x) = xnF( 1
x2 ), alsoF(y) = x-nHn(x)|x=1/

0
y, so liefert dies eine ech-

te hypergeometrische Reihe, welche algebraisch hergeleitet werden kann [CompAlg].
Dazu leiten wir die Differentialgleichung der Kompositionher und konvertieren diese
wieder in eine Rekursionsgleichung. Als Resultat erhaltenwir die Rekursion

(n- 2k)(n- 1- 2k)Ak + 4(k+ 1)Ak+1 = 0.

Umformung liefert
Ak+1

Ak

= -
(n- 2k)(n- 1- 2k)

4(k+ 1)
,

daraus erhalten wir dann

Hn(x) = (2x)n 2F0

æççççççç
è

-n/2,-(n- 1)/2
- 1

x2

-

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

= n!
dn/2tâ
k=0

(-1)k

k!(n- 2k)!
(2x)n-2k, (20)

was wir als die Standardisierung der Hermitepolynome festsetzen. Der Standardisie-
rungsfaktor 2n ist wieder historisch bedingt.

Um die Gültigkeit der letzten Gleichheit zu verifizieren überprüfen wir wieder die

Gleichheit der Termverhältnisse
Bk+1

Bk

. Dazu definieren wir

In[22]:= Bk =
(-1)ˆk (2)ˆ (n - 2k)

k! (n - 2k)!
;

und erhalten

In[23]:=
Bk /.k ® k + 1

Bk
//Simplify

Out[23]= -
(2 k- n) (2 k- n+ 1)

4 (k+ 1)

Aus der Gleichheit der Termverhältnisse folgt dann die Gleichheit und die Gültigkeit
der Darstellung (20).
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Für die Besselpolynome erhalten wir mit(a = 1, b = 0, c = 0, d = Α + 2, e = 2) die
Rekursion

In[24]:= req /.{a ® 1, b ® 0, c ® 0, d ® Α + 2, e ® 2}

Out[24]= (k- n) (k+ n+ Α + 1) A(k) + 2 (k+ 1) A(k+ 1) == 0

vom hypergeometrischen Typ, welche nach Umformung die Gestalt

Ak+1

Ak

=
(k- n)(k+ n+ Α + 1)

2(k+ 1)

besitzt. Somit folgt die hypergeometrische Darstellung

B(Α)n (x) = 2F0

æççççççç
è

-n, n+ Α + 1
- x

2
-

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

=
(n+ Α + 1)n

2n xn
1F1

æççççççç
è

-n
2
x

-2n- Α

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

, (21)

welche wir als die Standardisierung der Besselpolynome festsetzen.

Für die Jacobipolynome müssen wir um eine hypergeometrische Lösung zu erhalten an
den Stellenx0 = ±1 entwickeln.
Mit (a = 1, b= 0, c = -1, d = Α + Β + 2, e= Α - Β) erhalten wir dann die Rekursion

In[25]:= req2 = req /.{a ® 1, b ® 0, c ® -1, d ® Α + Β + 2, e ® Α - Β}

Out[25]= (k- n) (k+ n+ Α + Β + 1) A(k) + (k+ 1) (Α - Β) A(k+ 1) - (k+ 1) (k+ 2) A(k+ 2) == 0

Man sieht, das im Falle der Jacobipolynome, im Gegensatz zu den anderen klassischen
OPS, keiner der TermeAk, Ak+1, Ak+2 wegfällt. Um nun eine hypergeometrische Rekur-
sion zu erhalten, die nur aus zwei Termen besteht, müssen wirdie Entwicklungspunkte
-1 und+1 betrachten. Dazu transformieren wir die obige Rekursion mittels der Funkti-
on RETODEaus demSpecialFunctionsPackage in eine Differentialgleichung

In[26]:= DE2= RETODE[req2 ,A, k,F, x]

Out[26]= -n (n+ Α + Β + 1) F(x)+

(Α x+ Β x+ 2 x+ Α - Β) F ¢(x) + (x- 1) (x+ 1) F ¢¢(x) == 0

und substituierenx® z+ 1

In[27]:= DE3=

-n (n + Α + Β + 1) F[z]+

(Α (z + 1) + Β(z + 1) + 2(z + 1) + Α - Β) F¢[z]+

((z + 1) - 1) ((z + 1) + 1) F¢¢[z] == 0

Out[27]= -n (n+ Α + Β + 1) F(z)+

(Α (z+ 1) + Β (z+ 1) + 2 (z+ 1) + Α - Β) F ¢(z) + z (z+ 2) F ¢¢(z) == 0

Anschließend transformieren wir die Differentialgleichung mittelsDEtoREzurück in
eine Rekursionsgleichung. Dies liefert uns

In[28]:= DEtoRE[DE3,F[z],A[k]]

Out[28]= (k- n) (k+ n+ Α + Β + 1) A(k) + 2 (k+ 1) (k+ Α + 1) A(k+ 1) == 0
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Wir erhalten also eine Rekursion erster Ordnung, welche dasTermverhältnis

Ak+1

Ak

= -
(k- n)(k+ n+ Α + Β + 1)

2(k+ 1)(k+ Α + 1)

liefert. Daraus folgt dann mitz= x- 1 die hypergeometrische Darstellung

P(Α,Β)n (x) = Kn+ Α
n
O 2F1

æççççççç
è

-n, n+ Α + Β + 1
1-x

2
Α + 1

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

(22)

=
G(Α + n+ 1)

n!G(Α + Β + n+ 1)

nâ
k=0

Kn
k
OG(Α + Β + n+ k+ 1)

2kG(Α + k+ 1)
(1- x)k.

Um die obige Gleichheit zu zeigen betrachten wir wieder die Termverhältnisse. Dies
liefert

In[29]:= Bk =
Binomial [n, k]Gamma[Α + Β + n + k + 1]

2ˆk Gamma[Α + k + 1]

In[30]:=
Bk /.k ® k + 1

Bk
//FunctionExpand

Out[30]=
(n- k) (k+ n+ Α + Β + 1)

2 (k+ 1) (k+ Α + 1)

Somit ist die Gleichheit gezeigt.
Als Nächstes wollen wir nun noch den Fallx® z-1 betrachten. Dazu substituieren wir
dies in die zuvor bestimmte Differentialgleichung und erhalten

In[31]:= DE4=

-n (n + Α + Β + 1) F[z]+

(Α (z - 1) + Β(z - 1) + 2(z - 1) + Α - Β) F¢[z]+

((z - 1) - 1) ((z - 1) + 1) F¢¢[z] == 0

Out[31]= -n (n+ Α + Β + 1) F(z)+

(Α (z- 1) + Β (z- 1) + 2 (z- 1) + Α - Β) F ¢(z) + (z- 2) z F¢¢(z) == 0

Rücktransformation mittelsDEtoREin eine Rekursionsgleichung liefert

In[32]:= DEtoRE[DE4,F[z],A[k]]

Out[32]= (k- n) (k+ n+ Α + Β + 1) A(k) - 2 (k+ 1) (k+ Β + 1) A(k+ 1) == 0

mit dem Termverhältnis

Ak+1

Ak

=
(k- n)(k+ n+ Α + Β + 1)

2(k+ 1)(k+ Β + 1)
.

Daraus folgt dann mitz= 1+ x die hypergeometrische Darstellung

P(Α,Β)n (x) = (-1)nKn+ Β
n
O 2F1

æççççççç
è

-n, n+ Α + Β + 1
1+x
2

Β + 1

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

. (23)

Mit (22) setzen wir im Folgenden die Standardisierung der Jacobipolynome fest.
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Als Nächstes wollen wir explizite Darstellungen für die Momente der Laguerre-, Hermite-
und Jacobipolynome herleiten. Die Momente der Besselpolynome können wir nicht be-
stimmen, da die Besselpolynome in keinem reellen Intervallexistieren und somit das

Integralà t

s
xnw(x)dx nicht existiert. Prinzipiell kann man die Momente auf analytische

Weise durch Bestimmung des Integralsà t

s
xnw(x)dx für die jeweiligen Intervalle und

Gewichtsfunktionen der klassischen OPS bestimmmen oder auf algebraische Weise aus
der Rekursiongleichung

cnΜn-1 + (e+ bn)Μn + (d + an)Μn+1 = 0,

welche wir bereits hergeleitet haben (18). Wir werden für die Laguerre- und Hermi-
tepolynome die algebraische Herleitung verwenden, da in diesen Fällen die Rekursion
ein hypergeometrisches Termverhältnis aufweist und wir somit besonders einfache Dar-
stellungen erhalten. Im Falle der Jacobipolynome ist die Herleitung aus der Rekursion
wesentlich schwieriger, weswegen wir darauf verzichten und die analytische Variante
wählen.

Für die Laguerrepolynome setzen wir also(a = 0, b= 1, c = 0, d = -1, c = Α + 1) und
erhalten die Rekursion

(Α + 1+ n)Μn - Μn+1 = 0.

Umformung liefert
Μn+1

Μn

= Α + 1+ n =
(Α + 1+ n)(n+ 1)

n+ 1
.

Somit erhalten wir

Μn =
(Α + 1)n(1)n

n!
Μ0.

Mit Mathematicaerhalten wir fürΜ0

In[33]:= Μ0 = Integrate [Exp[-x]xˆ Α,{x, 0,¥},Assumptions ® Α > -1]

Out[33]= G(Α + 1)

Einsetzen liefert uns dannΜn

In[34]:=
Pochhammer[Α + 1, n]Pochhammer[1, n]

n!
* Μ0//FunctionExpand

Out[34]= G(n+ Α + 1)

Ein Vergleich mit der Integralherleitung bestätigt unser Resultat

In[35]:= Integrate [xˆn Exp [-x]xˆ Α,{x, 0,¥},

Assumptions ® {Α > -1 && n ³ 0 }]
Out[35]= G(n+ Α + 1)

Für die Hermitepolynome setzen wir(a = 0, b = 0, c = 1, d = -2, e= 0) und erhalten
die Rekursion

nΜn-1 - 2Μn+1 = 0.
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Umformung und Shift vonn liefert uns

Μn+2

Μn

=
n+ 1

2
.

Da die Rekursion die Symmetriezahl 2 hat, müssen wir sie in einen geraden und einen
ungeraden Anteil zerlegen. Wegen

In[36]:= Μ1 = Integrate Ax ã-xˆ2 ,{x,-¥,¥},

Assumptions ® { n ³ 0}E
Out[36]= 0

verschwindet aber der ungerade Anteil. Setzen wir nunak = Μ2n, so erhalten wir

ak =
(12)n(1)k

k!
Μ0.

Wir bestimmenΜ0

In[37]:= Μ0 = Integrate A ã-xˆ2 ,{x,-¥,¥},

Assumptions ® { n ³ 0}E
Out[37]=

0
Π

und erhalten somit fürak

In[38]:=
Pochhammer[1/2, k]Pochhammer[1, k]

k!
Μ0 //FunctionExpand

Out[38]= GJk+ 1
2
N

für geradek = 2n.

Insgesamt können wir also auch definieren

Μn =
1
2
(1+ (-1)n)G Kn+ 1

2
O = ìïïíïï
î

0 , n gerade

G(n+1
2 ) , n ungerade.

Der Vergleich mit der Integralherleitung bestätigt unser Resultat.

In[39]:= Integrate Axn ã-xˆ2 ,{x,-¥,¥},

Assumptions ® { n ³ 0}E
Out[39]=

1
2
(1+ (-1)n) GJn+ 1

2
N

Für die Jacobipolynome erhalten wir mit(a = 1, b= 0, c = -1, d = Α+Β+2, e= Α-Β)
die Rekursion

-nΜn-1 + (Α - Β)Μn + (Α + Β + 2+ n)Μn+1 = 0.

Wir sehen, dass im Gegensatz zu den anderen Polynomsystemenkeiner der TermeΜ
wegfällt. Es können also keine der obigen Methoden angewendet werden. Die Rekur-
sion bietet natürlich immer noch die Möglichkeit die jeweiligen Momente aus deren
Vorgängern zu berechnen. Dazu benötigen wir lediglich zweiStartwerte, welche wir
leicht finden können.
Um jedoch eine explizite Darstellung zu finden betrachten wir das Integral

1

à
-1

(1- x)Α(1+ x)Βxndx,
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welches ein Beta-Integral ist. Siehe dazu z.B. [Tab] S.1089.
Lösen mitMathematicaliefert dann die explizite Darstellung der Jacobipolynome

In[40]:= Jacobi Μ =

Integrate Axn(1 + x)Β(1 - x)Α,{x,-1, 1},

Assumptions ® { n ³ 0&&Α > -1&&Β > -1}E//FunctionExpand

Out[40]=
(-1)n G(n+ 1) G(Β + 1) 2F1(n+ 1,-Α; n+ Β + 2; -1)

G(n+ Β + 2)
+

G(n+ 1) G(Α + 1) 2F1(n+ 1,-Β; n+ Α + 2; -1)
G(n+ Α + 2)

4.4 Struktureigenschaften

Im folgenden Abschnitt sollen weitere Eigenschaften klassischer OPS untersucht wer-
den. Dazu betrachten wir zunächst eine weitere Rekursion.

Satz 4.5 (Rekursion)
Erfüllt ein PolynomsystemPn(x) die Dreitermrekursion (5), dann erfüllt es auch die
Rekursion

xPn(x) = anPn+1(x) + bnPn(x) + cnPn-1(x) (24)

mit

an =
1
An

, bn = -
Bn

An

, cn =
Cn

An

. (25)

Beweis:
Sei alsoPn(x) ein Polynomsystem, welches die Dreitermrekursion (5) erfüllt. Dann gilt
für Pn(x):

Pn+1(x) = (Anx+ Bn)Pn(x) -CnPn-1(x).

Durch Umformung erhalten wir

Û Pn+1(x) = AnxPn(x) + BnPn(x) -CnPn-1(x)

Û -AnxPn(x) = -Pn+1(x) + BnPn(x) -CnPn-1(x)

Û xPn(x) =
1
An

Pn+1(x) + K-Bn

An
OPn(x) +

Cn

An

Pn-1(x)

Setzen wir nun

an =
1
An

, bn = -
Bn

An

, cn =
Cn

An

,

so erhalten wir die obige Rekursion. DaPn(x) (5) erfüllt erfüllt es somit auch (24). 2

Wir werden nun sehen, dass man für die KoeffizientenAn, Bn,Cn und damit auchan, bn, cn

explizite Darstellungen herleiten kann.

Satz 4.6 (Koeffizienten der Dreitermrekursion)
Sei Pn(x) = knx

n + k¢nx
n-1 + k¢¢n xn-2 + ...(n Î N³0) ein klassisches OPS, welches die

Eigenwertdifferentialgleichung mit einem quadratischenPolynomΣ(x) und einem li-
nearen PolynomΤ(x) erfüllt. Dann erfülltPn(x) die Rekursionsgleichung (5)Pn+1(x) =
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(Anx+ Bn)Pn(x) -CnPn-1(x) (n ³ 0)mit den generischen Formeln

An =
kn+1

kn

sowie

Bn =
2bn(an+ d - a) - e(-d + 2a)
(d + 2an)(d - 2a+ 2an)

kn+1

kn

und

Cn =
I(an+ d - 2a)n(4ca- b2) + 4a2c- ab2 + ae2 - 4acd+ db2 - bed+ d2cM (an+ d - 2a)n

(d - 2a+ 2an)2(2an- 3a+ d)(2an- a+ d)

kn+1

kn-1

.

Die Koeffizientenan, bn undcn ergeben sich dann gemäß (25).

Beweis:
Die Koeffizienten erhalten wir durch Koeffizientenvergleich. Dazu verwenden wirMa-
thematica. Wir betrachten die drei höchsten Koeffizienten

In[41]:= p = knxn + kstr nxn-1 + kstrstr nxn-2

Out[41]= kstrstrn xn-2 + kstrn xn-1 + kn xn

und setzen diese in die Eigenwertdifferentialgleichung ein

In[42]:= EDGL= Ia * x2 + b * x + cM * D[p,{x, 2}] + (d * x + e) * D[p, x] + Λnp

Out[42]= Ia x2 + b x+ cMI(n- 3) (n- 2) kstrstrn xn-4 + (n- 2) (n- 1) kstrn xn-3 + (n- 1) n kn xn-2M+
(e+ d x) I(n- 2) kstrstrn xn-3 + (n- 1) kstrn xn-2 + n kn xn-1M+Ikstrstrn xn-2 + kstrn xn-1 + kn xnM Λn

Als Nächstes teilen wir durchxn-4 und multiplizieren aus

In[43]:= liste = Together AEDGL/xn-4E
Out[43]= a n2 kn x4 - a n kn x4 + d n kn x4 + kn Λn x4 + b n2 kn x3 - b n kn x3+

e n kn x3 + a n2 kstrn x3 + 2 a kstrn x3 - d kstrn x3 - 3 a nkstrn x3+

d nkstrn x3 + kstrn Λn x3 + c n2 kn x2 - c n kn x2 + b n2 kstrn x2 + 2 bkstrn x2-

ekstrn x2 - 3 b nkstrn x2 + e nkstrn x2 + a n2 kstrstrn x2 + 6 a kstrstrn x2-

2 d kstrstrn x2 - 5 a nkstrstrn x2 + d nkstrstrn x2 + kstrstrn Λn x2 + c n2 kstrn x+

2 c kstrn x- 3 c nkstrn x+ b n2 kstrstrn x+ 6 b kstrstrn x- 2 ekstrstrn x-

5 b nkstrstrn x+ e nkstrstrn x+ c n2 kstrstrn + 6 c kstrstrn - 5 c nkstrstrn

Jetzt legen wir eine Koeffizientenliste bzgl.x an

In[44]:= Coeff = CoefficientList [liste , x]

Out[44]= 9c kstrstrn n2 - 5 c kstrstrn n+ 6 c kstrstrn, ckstrn n2 + b kstrstrn n2-

3 c kstrn n- 5 bkstrstrn n+ ekstrstrn n+ 2 c kstrn + 6 b kstrstrn - 2 ekstrstrn,

c kn n2 + b kstrn n2 + a kstrstrn n2 - c kn n- 3 b kstrn n+ ekstrn n- 5 a kstrstrn n+

d kstrstrn n+ 2 bkstrn - ekstrn + 6 a kstrstrn - 2 d kstrstrn + kstrstrn Λn,

b kn n2 + a kstrn n2 - b kn n+ e kn n- 3 a kstrn n+ d kstrn n+

2 a kstrn - d kstrn + kstrn Λn, a kn n2 - a kn n+ d kn n+ kn Λn=
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Koeffizientenvergleich liefert uns nunΛn

In[45]:= sub1 = Solve [Coeff [[5]] == 0,Λn][[1]]

Out[45]= 9Λn ® -a n2 + a n- d n=
Einsetzen vonΛn in die Koeffizientenliste und Koeffizientenvergleich liefert unsk¢n

In[46]:= sub2 =

Map[Factor ,(Solve [Coeff [[4]] == 0, kstr n]/.sub1 [[1]] )[[1]],

{2}]

Out[46]= 9kstrn ®
n (n b- b+ e) kn

2 n a- 2 a+ d
=

Einsetzen vonk¢n in die Koeffizientenliste und Koeffizientenvergleich liefert unsk¢¢n

In[47]:= sub3 =

Map[Factor ,

(Solve [Coeff [[3]] == 0, kstrstr n]/.{sub1 [[1]], sub2 [[1]]} )[[

1]],{2}]

Out[47]= 9kstrstrn ®
(n- 1) n (n2 b2 - 3 n b2 + 2 b2 - 3 e b+ 2 e n b+ e2 - 2 a c+ c d+ 2 a c n) kn

2 (2 n a- 3 a+ d) (2 n a- 2 a+ d)
=

Als Nächstes wollen wiran, bn undcn aus (24) bestimmen. Dazu definieren wir zuerst

In[48]:= pn = p /.{sub2 [[1]], sub3 [[1]]};

pn+1 = pn/.n ® n + 1;

pn-1 = pn/.n ® n - 1;

Einsetzen liefert

In[49]:= rekgl1 = x * pn - an * pn+1 - bnpn - cnpn-1
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Out[49]= -cn KII(n- 1)2 b2 - 3 (n- 1) b2 + 2 b2 - 3 e b+ 2 e (n- 1) b+

e2 - 2 a c+ c d+ 2 a c (n- 1)M (n- 2) (n- 1) kn-1 xn-3M�
(2 (2 (n- 1) a- 3 a+ d) (2 (n- 1) a- 2 a+ d))+

((n- 1) b- b+ e) (n- 1) kn-1 xn-2

2 (n- 1) a- 2 a+ d
+ kn-1 xn-1O+

x KI(n- 1) n In2 b2 - 3 n b2 + 2 b2 - 3 e b+ 2 e n b+ e2 - 2 a c+ c d+ 2 a c nM
kn xn-2M�(2 (2 n a- 3 a+ d) (2 n a- 2 a+ d))+

n (n b- b+ e) kn xn-1

2 n a- 2 a+ d
+ kn xnO-

bn KI(n- 1) n In2 b2 - 3 n b2 + 2 b2 - 3 e b+ 2 e n b+ e2 - 2 a c+ c d+ 2 a c nM
kn xn-2M�(2 (2 n a- 3 a+ d) (2 n a- 2 a+ d))+

n (n b- b+ e) kn xn-1

2 n a- 2 a+ d
+ kn xnO-

an KIn (n+ 1) I(n+ 1)2 b2 - 3 (n+ 1) b2 + 2 b2 - 3 e b+ 2 e (n+ 1) b+

e2 - 2 a c+ c d+ 2 a c (n+ 1)M kn+1 xn-1M�
(2 (2 (n+ 1) a- 3 a+ d) (2 (n+ 1) a- 2 a+ d))+

(n+ 1) ((n+ 1) b- b+ e) kn+1 xn

2 (n+ 1) a- 2 a+ d
+ kn+1 xn+1O

Als Nächstes erstellen wir wieder eine Koeffizientenliste

In[50]:= coeff4 = CoefficientList [rekgl1 /xˆ (n - 3), x];

Koeffizientenvergleich liefert uns dannan

In[51]:= sub4 = Solve [coeff4 [[5]] == 0, an][[1]]

Out[51]= 9an ®
kn

kn+1
=

Einsetzen vonan und Koeffizientenvergleich liefert

In[52]:= sub5 = Map[Factor ,Solve [coeff4 [[4]] == 0, bn]/.sub4 ,{3}][[

1]]

Out[52]= 9bn ® -
2 a b n2 - 2 a b n+ 2 b d n- 2 a e+ d e

(d + 2 a n) (2 n a- 2 a+ d)
=

Einsetzen vonbn und Koeffizientenvergleich liefert

In[53]:= sub6 =

Map[Factor ,Solve [coeff4 [[3]] == 0, cn]/.

{sub4 [[1]], sub5 [[1]]},{3}][[1]]

Out[53]= 9cn ® In (n a- 2 a+ d) I - 4 c n2 a2 - 4 c a2 + 8 c n a2 + b2 a- e2 a+ b2 n2 a+

4 c d a- 2 b2 n a- 4 c d n a- c d2 - b2 d + b d e+ b2 d nM knM�I(2 n a- 3 a+ d) (2 n a- 2 a+ d)2 (2 n a- a+ d) kn-1M=
Mit Hilfe von (25) können wir dann nochAn, Bn undCn bestimmen

In[54]:= An =
1

an

/.sub4
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Out[54]=
kn+1

kn

In[55]:= Bn = -bnAn/.sub5

Out[55]=
(2 a b n2 - 2 a b n+ 2 b d n- 2 a e+ d e) kn+1

(d + 2 a n) (2 n a- 2 a+ d) kn

In[56]:= Cn = cnAn /.sub6

Out[56]= In (n a- 2 a+ d) I - 4 c n2 a2 - 4 c a2 + 8 c n a2 + b2 a- e2 a+ b2 n2 a+

4 c d a- 2 b2 n a- 4 c d n a- c d2 - b2 d + b d e+ b2 d nM kn+1M�I(2 n a- 3 a+ d) (2 n a- 2 a+ d)2 (2 n a- a+ d) kn-1M
2

Als Folgerung aus Satz 4.6 erhalten wir auch eine explizite Formel für die Quadratnorm.

Satz 4.7 (Quadratnorm)
Sei Pn(x) = knx

n + ...(n Î N³0) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen PolynomΣ(x) und einem linearen PolynomΤ(x)
erfüllt. Dann gilt die Beziehung:

hn+1

hn

=
(n+ 1)(a(n- 1) + d)(dbe- cd2 + db2n- 4dcan- 4n2ca2 - e2a+ n2b2a)

(d + 2an)2(2an+ a+ d)(2an- a+ d)
Kkn+1

kn
O2

Beweis:
Gemäß (6) und (8) gelten fürAn undCn die Gleichungen

Cn =
An

An-1

hn

hn-1

undAn =
kn+1

kn

.

Formt man nun (8) um, führt eine Indexverschiebung durch undsetzt (6) ein, so erhält
man

hn+1

hn

= Cn+1

An

An+1

= Cn+1

k2
n+1

knkn+2

.

Setzen wir nun die in Satz 4.6 gewonnene Formel fürCn ein, so erhalten wir die obige

Darstellung für
hn+1

hn

. 2

4.4.1 Ableitung klassischer OPS

Als Nächstes wollen wir Ableitungen klassischer OPS genauer betrachten. Dazu zeigen
wir

Satz 4.8 (Ableitungsregel)
Ein klassisches OPS, das Lösung der Eigenwertdifferentialgleichung ist, erfüllt eine
Ableitungsregel der Form:

Σ(x)P¢n(x) = ΑnPn+1(x) + ΒnPn(x) + ΓnPn-1(x) (n Î N) (26)
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Beweis:
Wir zeigen, dass eine Ableitungsregel der Form

Σ(x)P¢n(x) = (
ô
Αnx+

ô
Βn)Pn(x) +

ô
ΓnPn-1(x) (n Î N) (27)

gilt. (26) erhalten wir dann, indem wir die Rekursionsgleichung (24) anwenden. Setzen
wir nun Pn(x) = knx

n + k¢nx
n-1 + k¢¢n xn-2 + ...(n Î N³0) ein und vergleichen den höchsten

Koeffizientenxn+1, so erhalten wir ô
Αn = an.

Nach Vorraussetzung istPn(x) bzgl. w(x) orthogonal. Als Nächstes betrachten wir die
selbstadjungierte Form (17)

Iw(x)Σ(x)P¢n(x)M¢ + Λnw(x)Pn(x) = 0

und zeigen, dass daraus die Beziehung

t

à
s

w(x)Σ(x)P¢n(x) f (x)dx= 0 (28)

für alle Polynomef (x) vom Grad£ n- 2 folgt. SeiF(x) die Stammfunktion vonf (x),
welche den Grad£ n- 1 hat. Dann erhalten wir mit partieller Integration

t

à
s

w(x)Σ(x)P¢n(x) f (x)dx= Iw(x)Σ(x)P¢n(x)F(x)Mts-
t

à
s

Iw(x)Σ(x)P¢n(x)M¢ F(x)dx

= Λn

t

à
s

w(x)Pn(x)F(x)dx= 0.

Der letzte Schritt folgt aus der Orthogonalität vonPn(x) undF(x). Aufgrund von
ô
Αn = an

ist der Grad des PolynomsΣ(x)P¢n(x) -
ô
Αnx £ n. Es gilt also

Σ(x)P¢n(x) -
ô
ΑnxPn(x) =

nâ
j=0

ejPn(x).

Mit (28) folgt dannej = 0 für 0 £ j £ n - 2. Setzen wirej =
ô
Βn und ej-1 =

ô
Γn, so

erhalten wir (27). 2

In Satz 4.6 haben wir gesehen, dass man mittels linearer Algebra Darstellungen für die
Koeffizienten finden kann. Dies wollen wir nun auch fürΑn,Βn undΓn tun.

Satz 4.9 (Koeffizienten der Ableitungsregel)
Sei Pn(x) = knx

n + ...(n Î N³0) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen PolynomΣ(x) und einem linearen PolynomΤ(x)
erfüllt. Dann erfülltPn(x) die Ableitungsregel mit folgenden generischen Koeffizienten:

Αn = an
kn

kn+1
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sowie

Βn =
n(a(n- 1) + d)(bd- 2ae)
(2a(n- 1) + d)(2an+ d)

und

Γn =
n(a(n- 1) + d)(a(n- 2) + d)(n(an+ d)(4ac- b2) + ae2 + cd2 - bde)

(a(2n- 1) + d)(a(2n+ 3) + d)(2a(n- 1) + d)2
kn

kn-1

.

Beweis:
Auch hier werden wir die Koeffizienten wieder mit Koeffizientenvergleich undMathe-
maticaherleiten. Dazu verwenden wir die bereits hergeleiteten Formeln fürΛn, k¢n und
k¢¢n . Diese setzen wir in die Ableitungregel ein, legen eine Koeffizientenliste an, nachdem
wir durchxn-3 geteilt haben, und erhalten4

In[57]:= ablregel = Α npn+1 + Βnpn + Γn pn-1-

(a xˆ2 + b x + c)D[pn, x];

In[58]:= coeff5 = CoefficientList [ablregel /xˆ (n - 3), x] ;

Koeffizientenvergleich liefert

In[59]:= sub7 = Solve [coeff5 [[5]] == 0,Α n][[1]]

Out[59]= 9Αn ®
a n kn

kn+1
=

Einsetzen vonΑn und Koeffizientenvergleich liefert

In[60]:= sub8 = Map[Factor ,Solve [coeff5 [[4]] == 0,Βn]/.sub7 ,{3}][[1]]

Out[60]= 9Βn ®
(b d- 2 a e) n (n a- a+ d)
(d + 2 a n) (2 n a- 2 a+ d)

=
Einsetzen vonΒn und Koeffizientenvergleich liefert

In[61]:= sub9 =

Map[Factor ,Solve [coeff5 [[3]] == 0, Γn]/.

{sub7 [[1]], sub8 [[1]]},{3}][[1]]

Out[61]= 9Γn ® In (n a- 2 a+ d) (n a- a+ d)I4 c n2 a2 + 4 c a2 - 8 c n a2 - b2 a+ e2 a- b2 n2 a- 4 c d a+

2 b2 n a+ 4 c d n a+ c d2 + b2 d - b d e- b2 d nM knM�I(2 n a- 3 a+ d) (2 n a- 2 a+ d)2 (2 n a- a+ d) kn-1M=
2

Zum Abschluss wollen wir zeigen, dass die Ableitungen von klassischen OPS wieder
klassische OPS darstellen.

Satz 4.10 (Ableitung klassischer OPS)
Sei Pn(x) = knx

n + ...(n Î N³0) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen PolynomΣ(x) und einem linearen PolynomΤ(x)
erfüllt. Dann ist das Polynomsystem(P¢n+1(x))n³0 wieder ein klassisches OPS. Hiervon
gilt auch die Umkehrung: Ein OPSPn(x), für welches die Folge der AbleitungenP¢n+1(x)
wieder ein OPS darstellt, ist klassisch.

4Der Output wird hier und im Folgenden unterdrückt, wenn er sehr lang ist.
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Beweis:
Ableiten der Eigenwertdifferentialgleichung liefert uns

Σ(x)y¢¢¢(x) + Σ¢(x)y¢¢(x) + Τ(x)y¢¢(x) + Τ¢(x)y¢(x) + Λny
¢(x) = 0.

Daher erfüllty(x) = P¢n(x) auch die Eigenwertdifferentialgleichung mit gleichemΣ(x)
wie Pn(x). Somit ist auch die Folge(P¢n+1(x))n³0 wieder ein klassisches OPS.

SeiP¢n(x) nun ein klassisches OPS mit

Σ(x)P¢¢¢n (x) + Τ(x)P
¢¢
n (x) + ΡnP

¢
n(x) = 0,

Τ(x) = Τ(x) + Σ¢(x) undΡn = Τ
¢(x) + Λn. Sei weiterhinQn(x) ein klassisches OPS mit

Σ(x)Q¢¢n (x) + Τ(x)Q
¢
n(x) + ΛnQn(x) = 0.

Wir definieren

Qn(x) := -
1
Λn

IΣ(x)P¢¢n (x) + Τ(x)P¢n(x)M .
Ableiten liefert dann

-ΛnQ
¢
n(x) = Σ(x)P

¢¢¢
n (x) + Σ

¢(x)P¢¢n (x) + Τ
¢(x)P¢n(x) + Τ(x)P

¢¢
n (x)

= Σ(x)P¢¢¢n (x) + IΤ(x) + Σ¢(x)MP¢¢n (x) + Τ¢(x)P¢n(x)
= -ΛnP

¢
n(x).

Folglich mussQn(x) = Pn(x) gelten, weswegen auchPn(x) ein klassisches OPS ist, da
es wieder die Eigenwertdifferentialgleichung mit quadratischemΣ(x), linearemΤ(x) =
Σ¢(x) - Τ(x) und konstantemΛn = Ρn - Τ

¢(x) erfüllt. 2

4.4.2 Stammfunktionen klassischer OPS

Als Nächstes wollen wir Stammfunktionen klassischer OPS betrachten. Dazu leiten wir
zuerst eine wichtige Strukturformel her.

Satz 4.11 (Strukturformel)
Sei Pn(x) = knx

n + ...(n Î N³0) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen PolynomΣ(x) und einem linearen PolynomΤ(x)
erfüllt. Dann erfülltPn(x) die Strukturformel

Pn(x) =
°

anP
¢
n+1(x) +

°

bnP
¢
n(x) +

°

cnP
¢
n-1(x) (29)

Beweis:
Sei (Pn(x))n³0 ein klassisches OPS, dann gilt fürP¢n+1(x) wegen Satz 4.10 eine Rekursi-
onsgleichung der Form

xP¢n(x) = Α
*
nP
¢
n+1(x) + Β

*
nP
¢
n(x) + Γ

*
nP¢n-1(x). (30)

Als Nächstes leiten wir (26) ab
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Σ(x)P¢¢n (x) + Σ
¢(x)P¢n(x) = ΑnP

¢
n+1(x) + ΒnP

¢
n(x) + ΓnP

¢
n-1(x)

und ersetzenxP¢n(x) mit Hilfe von (30), dies liefert uns

Σ(x)P¢¢n (x) = a¢nP
¢
n+1(x) + b¢nP

¢
n(x) + c¢nP

¢
n-1(x). (31)

Jetzt substituieren wir (31) in die Eigenwertdifferentialgleichung und erhalten

a¢nP
¢
n+1(x) + b¢nP

¢
n(x) + c¢nP

¢
n-1(x) + Τ(x)P

¢
n(x) + ΛnPn(x) = 0.

Ersetzen wir nunxP¢n(x) mit Hilfe von (30), so erhalten wir

Pn(x) =
°

anP
¢
n+1(x) +

°

bnP
¢
n(x) +

°

cnP
¢
n-1(x)

2

Auch hier können explizite Formeln für die Koeffizienten mittels linearer Algebra her-
geleitet werden.

Satz 4.12 (Koeffizienten der Strukturformel)
Sei Pn(x) = knx

n + ...(n Î N³0) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen PolynomΣ(x) und einem linearen PolynomΤ(x)
erfüllt. Dann erfülltPn(x) die StrukturformelPn(x) =

°

anP
¢
n+1(x) +

°

bnP
¢
n(x) +

°

cnP
¢
n-1(x) mit

generischen Koeffizienten:
°

an =
1

n+ 1
kn

kn+1

sowie

°

bn =
2ea- db

(d + 2an)(d - 2a+ 2an)

und

°

cn =
((n- 1)(an+ d - a)(4ca- b2) + ae2 + d2c- bed)an

(d - 2a+ 2an)2(2an- 3a+ d)(2an- a+ d)

kn

kn-1

.

Beweis:
Auch hier werden wir die Koeffizienten wieder mit Koeffizientenvergleich undMathe-
maticaherleiten. Dazu verwenden wir die bereits hergeleiteten Formeln fürΛn, k¢n und
k¢¢n . Diese setzen wir in die Strukturformel ein, legen eine Koeffizientenliste an, nachdem
wir durchxn-4 geteilt haben, und erhalten

In[62]:= struktformel =
ˆ
anD[pn+1, x] +

ˆ
bnD[pn, x] +

ˆ
cnD[pn-1, x] - pn;

In[63]:= coeff6 = CoefficientList [struktformel /xˆ (n - 4), x] ;

Koeffizientenvergleich liefert
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In[64]:= sub10 = Solve [coeff6 [[5]] == 0,
ˆ
an][[1]]

Out[64]= 9ân ®
kn

(n+ 1) kn+1
=

Einsetzen von
°

an und Koeffizientenvergleich liefert

In[65]:= sub11 = MapAFactor ,Solve Acoeff6 [[4]] == 0,
ˆ
bnE/.sub10 ,{3}E[[1]]

Out[65]= 9 ˆ
bn ® -

b d- 2 a e
(d + 2 a n) (2 n a- 2 a+ d)

=
Einsetzen von

°

bn und Koeffizientenvergleich liefert

In[66]:= sub12 =

Map[Factor ,Solve [coeff6 [[3]] == 0,
ˆ
cn]/.

{sub10 [[1]], sub11 [[1]]},{3}][[1]]

Out[66]= 9ĉn ®

-Ia n I - 4 c n2 a2 - 4 c a2 + 8 c n a2 + b2 a- e2 a+ b2 n2 a+ 4 c d a- 2 b2 n a- 4 c d n a-

c d2 - b2 d + b d e+ b2 d nM knM�I(2 n a- 3 a+ d) (2 n a- 2 a+ d)2 (2 n a- a+ d) kn-1M=
2

Als eine Folge der Strukturformel (29) finden wir nun explizite Darstellungen für die
Stammfunktionen klassischer OPS.

Satz 4.13 (Stammfunktion klassischer OPS)
Sei Pn(x) = knx

n + ...(n Î N³0) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen PolynomΣ(x) und einem linearen PolynomΤ(x)
erfüllt. Dann hat die Stammfunktion vonPn(x) die Darstellung:

à Pn(x)dx=
°

anPn+1(x) +
°

bnPn(x) +
°

cnPn-1(x)

Für die klassischen OPS ergibt sich insbesondere

à Hn(x)dx=
1

2(n+ 1)
Hn+1(x),

à L(Α)n (x)dx= L(Α)n (x) - L
(Α)
n+1(x),

à B(Α)n dx =
2(n+ 1+ Α)

(n+ 1)(2n+ Α + 1)(2n+ Α + 2)
B
(Α)
n+1(x)

+
4

(2n+ Α)(2n+ Α + 2)
B(Α)n (x)

+
2n

(n+ Α)(2n+ Α)(2n+ Α + 1)
B
(Α)
n-1(x),
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à P(Α,Β)n (x)dx =
2(n+ Α + Β + 1)

(2n+ Α + Β + 1)(2n+ Α + Β + 2)
P
(Α,Β)
n+1 (x)

+
2(Α - Β)

(2n+ Α + Β)(2n+ Α + Β + 2)
P(Α,Β)n (x)

-
2(n+ Α)(n+ Β)

(n+ Α + Β)(2n+ Α + Β)(2n+ Α + Β + 1)
P
(Α,Β)
n-1 (x).

Beweis:
Integrieren wir die Strukturformel (29), so liefert dies die Stammfunktion. Setzen wir
dann die Daten für die jeweiligen Polynomsysteme ein, so erhalten wir die obigen Dar-
stellungen. 2

4.4.3 Rodriguesformel

Als Nächstes wollen wir die Rodriguesformel betrachen, welche eine wichtige Chara-
kerisierung der klassischen orthogonalen Polynome darstellt.

Satz 4.14 (Rodriguesformel)
Sei Pn(x) = knx

n + ...(n Î N³0) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen PolynomΣ(x) und einem linearen PolynomΤ(x)
erfüllt. Dann hatPn(x) die Darstellung

Pn(x) =
En

w(x)
dn

dxn (w(x)Σ(x)
n) , (32)

welche die Rodriguesformel fürPn(x) genannt wird.
Umgekehrt sind die durch die Rodriguesformel gegebenen Funktionen für quadratisches
Σ(x) und linearesΤ(x) immer klassische OPS.

Beweis:
Wir definieren

Qn(x) :=
1

w(x)
dn

dxn (w(x)Σ(x)
n) .

Um die Korrektheit der Rodriguesformel zu beweisen, müssenwir zeigen, dass es sich
bei Qn(x) um Polynome vom Gradn handelt und dass diese bzgl.w(x) orthogonal sind.
Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass die OPS bis auf Standardisierung gleich sind.
Zuerst wollen wir nun überlegen, wannQn(x) ein Polynom ist. Dazu betrachten wir den
Fall n = 1. Es soll

Q1(x) =
1

w(x)
(w(x)Σ(x))¢ =

w¢(x)
w(x)
Σ(x) + Σ¢(x) = Ax+ B

ein lineares Polynom sein. Dann erhalten wir für geeigneteΑ,Β Î R mittels Partial-
bruchzerlegung

w¢(x)
w(x)

=
Ax+ B- Σ¢(x)

Σ(x)
=
Α

x- x1

+
Β

x- x2

,
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wobeix1, x2 Î R die Nullstellen vonΣ(x) sind. Integration liefert dann die Gewichts-
funktion der Jacobipolynome. Betrachten wir auf analoge Weise die Fälle, dassΣ(x)
linear oder konstant ist, so erhalten wir die linear transformierten Gewichtsfunktionen
der Laguerre- bzw. Hermitepolynome. Die Funktionen die wirfür quadratischesΣ(x)
und linearesΤ(x) aus der Rodriguesformel erhalten sind also immer klassische OPS.
Wir wollen nun zeigen, dass es sich beiQn(x) um ein Polynom vom Gradn handelt.
Dazu setzen wir voraus, dassΣ(x) ein Polynom vom Grad£ 2 undΤ(x) ein Polynom
vom Grad£ 1 ist. Weiterhin seiw(x) eine Gewichtsfunktion, welche die Pearsonsche
Differentialgleichung erfüllt. Wir werden den Nachweis des Grades fürn = 0, 1, 2¼
führen. Den allgemeinen Fall erhalten wir dann induktiv.
Fürn = 0 ist nichts zu zeigen.
Fürn = 1 erhalten wir

Q1(x) =
1

w(x)
(w(x)Σ(x))¢ = Τ(x),

also ein lineares Polynom.
Fürn = 2 erhalten wir

w(x)Q2(x) = Iw(x)Σ(x)2M¢¢ = I(w(x)Σ(x))¢ Σ(x) + w(x)Σ(x)Σ¢(x)M¢
= Iw(x)Σ(x) IΤ(x) + Σ¢(x)MM¢
= (w(x)Σ(x))¢ IΤ(x) + Σ¢(x)M + w(x)Σ(x) IΤ(x) + Σ¢(x)M¢
= w(x)Τ(x) IΤ(x) + Σ¢(x)M + w(x)Σ(x) IΤ(x) + Σ¢(x)M¢
= w(x)JΤ(x) IΤ(x) + Σ¢(x)M

«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

linear*linear

+Σ(x) IΤ(x) + Σ¢(x)M¢N.
Somit istQ2(x) ein quadratisches Polynom. Leiten wirn-mal ab und wendenn-mal die
Pearsonsche Differentialgleichung an, so enthält auchw(x)Qn(x) den Faktorw(x). Der
n-te Koeffizient ist immer ein Produkt aus Termen der Formd + na,(n Î N), welche
wegen Satz 4.2 ungleich Null sind. Daraus folgt, dassQn(x) wirklich ein Polynom vom
Gradn ist.
Wir müssen nun noch zeigen, dass die PolynomeQn(x) bzgl.w(x) orthogonal sind. Dazu
genügt es zu zeigen, dassQn(x) orthogonal zuxm ist für m < n. Denn wegen Satz
3.1 kann manxn als Linearkombination darstellen. Mitn-facher partieller Integration
erhalten wir

t

à
s

Qn(x)x
mw(x)dx=

t

à
s

dn

dxn (w(x)Σ(x)
n) xmdx= (-1)n

t

à
s

(xm)(n)w(x)Σ(x)ndx.

Wegenm < n gilt (xm)(n) = 0 und somit

t

à
s

Qn(x)x
mw(x)dx= 0,

daraus folgt dann die Behauptung. 2

Als Nächstes wollen wir noch einige Aussagen zu den Standardisierungskoeffizienten
der Rodriguesformel betrachten.
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Satz 4.15 (Standardisierungskoeffizienten der Rodriguesformel)
Sei Pn(x) = knx

n + ...(n Î N³0) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen PolynomΣ(x) und einem linearen PolynomΤ(x)
erfüllt. Die StandardisierungskoeffizientenEn der Rodriguesformel

Pn(x) =
En

w(x)
dn

dxn (w(x)Σ(x)
n) ,

haben das Termverhältnis

En+1

En

=
(a(n- 1) + d)

(a(2n- 1) + d)(2an+ d)
kn+1

kn

.

Füra ¹ 0 erhalten wir fürEn selbst

En =
kn

an(n- 1+ d
a)n

.

Beweis:
Seiy(x) eine Lösung der Eigenwertdifferentialgleichung mit quadratischemΣ(x), linea-
rem Τ(x) und konstantemΛn Î R. Durchn-maliges Ableiten erhalten wir wegen Satz
4.10 mitvn(x) = y(n)(x) das klassische OPS

Σ(x)v¢¢n (x) + Τnv
¢
n(x) + Ρnv(x) = 0.

Für die KoeffizientenΤn(x) undΡn gilt dann

Τn(x) = Τ(x) + nΣ¢(x),

und

Ρn = Λ + nΤ¢ +
1
2

n(n- 1)Σ¢¢.

Setzen wirΡn = 0, so erhalten wir

Λ = Λn = -nΤ¢ -
1
2

n(n- 1)Σ¢¢.

Als Nächstes betrachten wir die selbstadjungierten Formen(17)

(Σ(x)w(x)y(x))¢ + Λnw(x)y(x) = 0

und IΣ(x)wn(x)vn(x)M¢ + Λnwn(x)vn(x) = 0

für y(x) undvn(x) mit den zugehörigen Gewichtfunktionenw(x),wn(x).
Weiterhin erfüllenw(x) undwn(x) die Pearsonsche Differentialgleichung mit

(Σ(x)w(x))¢ = Τ(x)w(x)

und IΣ(x)wn(x)M¢ = Τn(x)wn(x).
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Mit der Darstellung vonΤn(x) können wir nun eine Verbindung zwischenwn(x) und
w0(x) := w(x) herstellen mittels

IΣ(x)wn(x)M¢
wn(x)

= Τn(x) = Τ(x) + nΣ¢(x) =
(Σ(x)w(x))¢

w(x)
+ nΣ¢(x)

Þ
IΣ(x)wn(x)M¢

wn(x)
=
(Σ(x)w(x))¢

w(x)
+ nΣ¢(x)

Lösen dieser Differentialgleichung liefert

wn(x) = Σ
n(x)w(x), n = 0, 1,¼

Damit gilt dann auchΣ(x)wn(x) = wn+1(x). Mit diesem Resultat undv¢n(x) = (y
(n))¢(x) =

y(n+1)(x) = vn+1(x) erhalten wir nach Umformung der selbstadjungierten Form bzgl.
wn(x) die Darstellung

wn(x)vn(x) = -
1
Ρn

Ivn+1(x)wn+1(x)M¢ .
Hieraus erhalten wir sukzessive

w(x)y(x) = w0(x)v0(x) = -
1
Ρ0

Iv1(x)w1(x)M¢ = - 1
Ρ0

1
Ρ1

Iv2(x)w2(x)M¢¢ = ¼ = 1
An

Ivn(x)wn(x)M(n)
mit

An = (-1)n
n-1ä
k=0

Ρk, A0 = 1.

Dies liefert uns

y(x) =
1

Anw(x)
IΣn(x)w(x)y(n)(x)M(n) .

Isty(x) ein Polynom vom Gradn, so erhalten wiry(n)(x) = knn(n-1)(n-2)¼3×2×1 = knn!.
Daraus folgt

yn(x) = Pn(x) =
En

w(x)
(Σn(x)w(x))(n)

mit En = A-1
n P(n)n (x).

Einsetzen vonΡk in An liefert uns zusammen mitMathematica

In[67]:= En =
kn n!

(-1)ˆn Õn-1
k=0 I - n * d - 1

2 n(n - 1)2a + k * d + 1
2 k(k - 1)2aM;

In[68]:=
En/. n ® n + 1

En
//FunctionExpand

Out[68]=
(n a- a+ d) kn+1

(d + 2 a n) (2 n a- a+ d) kn

also das gesuchte Termverhältnis
En+1

En

. Nun verifizieren wir noch die Gültigkeit der

Darstellung fürEn

In[69]:= Bn =
kn

aˆn Pochhammer An - 1 + d
a, nE;
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In[70]:=
Bn/.n ® n + 1

Bn
//FunctionExpand

Out[70]=
(n a- a+ d) kn+1

(d + 2 a n) (2 n a- a+ d) kn

Die Termverhältnisse sind identisch. Daraus folgt die Gültigkeit der Darstellung vonEn.

2

4.5 Verbindungskoeffizienten

In diesem Abschnitt wollen wir uns überlegen, wie Informationen, die für ein Polynom-
system(Qm(x))m³0 gegeben sind, auf ein anderes Polynomsystem(Pn(x))n³0 transferiert
werden können. Seien dazuPn(x) undQn(x) Polynomsysteme vom Gradn, welche auf-
grund der linearen Unabhängigkeit eine Beziehung der Form

Pn(x) =
nâ

m=0

Cm(n)Qm(x) (33)

besitzen. Die KoeffizientenCm(n)(n Î N³0, m= 0, ...n) heißen Verbindungskoeffizienten
zwischenPn(x) undQm(x). Im Folgenden seiCm(n) nur für ganzzahligem, nerklärt und
es gelteCm(n) = 0 außerhalb derm ´ n-Region. Weiterhin beschränken wir uns auf
Polynomsysteme

ô
Pn(x) und

ô
Qm(x), bei denen die höchsten Koeffizienten 1 sind. Das

folgern wir so: Wennkn und km die höchsten Koeffizienten vonPn(x) und Qm(x) sind
sowie

ô
Cm(n) die Verbindungskoeffizienten zwischen

ô
Pn(x) und

ô
Qm(x) mit

ô
Pn(x) =

nâ
m=0

ô
Cm(n)

ô
Qm(x),

dann gilt zwischenCm(n) und
ô
Cm(n) die Beziehung

Cm(n) =
kn

km

ô
Cm(n).

Im Folgenden wollen wir fürCm(n) Rekursionsgleichungen herleiten, da diese in eini-
gen Fällen hypergeometrische Terme als Lösungen besitzen.Weil Cm(n) jedoch vonm
undn abhängig ist, werden wir im ersten Schritt gemischte Rekursionsgleichungen er-
halten. Ziel ist es dann, im Weiteren reine Rekursionsgleichungen bzgl.mundn für die
Verbindungskoeffizienten zu finden.
Sei nunPn(x) ein OPS, welches die Eigenwertdifferentialgleichung erfüllt mit Σ(x) =
ax2 + bx+ c undΤ(x) = dx+ eund seiQm(x) ein OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung erfüllt mitΣ(x) = ax2 + bx+ c undΤ(x) = dx+ e.
Dann erfüllen beide OPS die Rekursion (24) mit den Koeffizienten (25). Die zuQm(x)
gehörigen Koeffizienten werden im Folgenden durch Überstriche notiert. Wir erhalten
also zusammen mit (24)

xPn(x) = anPn+1(x) + bnPn(x) + cnPn-1(x)

und
xQm(x) = amQm+1(x) + bmQm(x) + cmQm-1(x),
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wobei alle Koeffizentenan, bn, cn, am, bm, cm explizit gegeben sind.
Als Nächstes wollen wir unabhängige Rekursionsgleichungen für die Verbindungsko-
effizientenCm(n) herleiten. Dazu betrachten wirxPn(x). Anwenden von (33) aufxPn(x)
liefert

xPn(x) =
nâ

m=0

xCm(n)Qm(x) =
nâ

m=0

Cm(n) IamQm+1(x) + bmQm(x) + cmQm-1(x)M .
Als Nächstes betrachten wiranPn+1(x) + bnPn(x) + cnPn-1(x). Anwenden von (33) liefert

anPn+1(x)+bnPn(x)+cnPn-1(x) =
nâ

m=0

IanCm(n+ 1)Qm(x) + bnCm(n)Qm(x) + cnCm(n- 1)Qm(x)M .
WegenxPn(x) = anPn+1(x) + bnPn(x) + cnPn-1(x) erhalten wir dann

nâ
m=0

IanCm(n+ 1)Qm(x) + bnCm(n)Qm(x) + cnCm(n- 1)Qm(x)M =
nâ

m=0

Cm(n) IamQm+1(x) + bmQm(x) + cmQm-1(x)M .
Indexverschiebung und Koeffizientenvergleich liefert unsdann dieerste Kreuzregel

anCm(n+ 1) + bnCm(n) + cnCm(n- 1) = am-1Cm-1(n) + bmCm(n) + cm+1Cm+1(n). (34)

Um die zweite Kreuzregel zu erhalten, die von denselben VariablenCm(n+1),Cm(n),Cm(n-
1),Cm-1(n) und Cm+1(n) wie die erste Kreuzregel abhängt, betrachten wir den Term
xP¢n(x). FürxP¢n(x) gelten dann Rekursionsgleichungen

xP¢n(x) = Α
*
nP
¢
n+1(x) + Β

*
nP
¢
n(x) + Γ

*
nP¢n-1(x)

und
xQ¢m(x) = Α

*
mQ¢m+1(x) + Β

*

mQ¢m(x) + Γ
*
mQ¢m-1(x).

Mit den obigen Rekursionsgleichungen und (33) erhalten wirdann

xP¢n(x) = Α
*
nP
¢
n+1(x) + Β

*
nP
¢
n(x) + Γ

*
nP¢n-1(x)

=
nâ

m=0

IΑ*nCm(n+ 1)Q¢m(x) + Β
*
nCm(n)Q

¢
m(x) + Γ

*
nCm(n- 1)Q¢m(x)M

=
nâ

m=0

Cm(n)xQ¢m(x)

=
nâ

m=0

Cm(n) IΑ*mQ¢m+1(x) + Β
*

mQ¢m(x) + Γ
*
mQ¢m-1(x)M .

Also
nâ

m=0

IΑ*nCm(n+ 1)Q¢m(x) + Β
*
nCm(n)Q

¢
m(x) + Γ

*
nCm(n- 1)Q¢m(x)M =
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nâ
m=0

Cm(n) IΑ*mQ¢m+1(x) + Β
*

mQ¢m(x) + Γ
*
mQ¢m-1(x)M .

Durch Indexverschiebung und Koeffizientenvergleich erhalten wir dann diezweite Kreuz-
regel

Α*nCm(n+ 1) + Β*nCm(n) + Γ
*
mCm(n- 1) = Α*m-1Cm-1(n) + Β

*

mCm(n) + Γ
*
m+1Cm+1(n). (35)

Analog kann man aus der Strukturformel die Kreuzregel

°

ΑnCm(n+ 1) +
°

bnCm(n) +
°

cnCm(n- 1) =
°

am-1Cm-1(n) +
°

bmCm(n) +
°

cm+1Cm+1(n). (36)

herleiten. Diese ist aber linear von der ersten und zweiten Kreuzregel abhängig und lie-
fert somit keine neuen Resultate.
Zur Herleitung einer dritten unabhängigen Kreuzregel betrachten wir den Spezialfall
Σ(x) = Σ(x). Mit der Ableitungsregel (26) erhalten wir die beiden Rekursionsgleichun-
gen

Σ(x)P¢n(x) = ΑnPn+1(x) + ΒnPn(x) + ΓnPn-1(x)

und
Σ(x)Q¢m(x) = ΑmQm+1(x) + ΒmQm(x) + ΓmQm-1(x) = Σ(x)Q

¢
m(x).

Aus den Rekursionsgleichungen und (33) folgt dann

Σ(x)P¢n(x) = ΑnPn+1(x) + ΒnPn(x) + ΓnPn-1(x)

=
nâ

m=0

IΑnCn+1(n+ 1)Qm(x) + ΒnCm(n)Qm(x) + ΓnCm(n- 1)Qm(x)M
=

nâ
m=0

Cm(n)Σ(x)Q
¢
m(x)

=
nâ

m=0

Cm(n) IΑmQm+1(x) + ΒmQm(x) + ΓmQm-1(x)M .
Also

nâ
m=0

IΑnCn+1(n+ 1)Qm(x) + ΒnCm(n)Qm(x) + ΓnCm(n- 1)Qm(x)M =
nâ

m=0

Cm(n) IΑmQm+1(x) + ΒmQm(x) + ΓmQm-1(x)M
Durch Indexverschiebung und Koeffizientenvergleich erhalten wir dann diedritte Kreuz-
regel

ΑnCm(n+ 1) + ΒnCm(n) + ΓnCm(n- 1) = Αm-1Cm-1(n) + ΒmCm(n) + Γm+1Cm+1(n). (37)

Um nun reine Rekursionsgleichungen bzgl.n und m zu erhalten, müssen wir mittels
linearer Algebra aus den drei Kreuzregeln die VariablenCm-1(n) undCm+1(n) bzw.Cm(n+
1) undCm(n- 1) eliminieren. Dies liefert dann den folgenden Satz:
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Satz 4.16 (Verbindungskoeffizienten klassischer OPS)
Sei Pn(x) = xn + ¼ (n Î N³0) ein klassisches OPS mit dem höchsten Koeffizienten
kn = 1, welches die Eigenwertdifferentialgleichung mit einem quadratischen Polynom
Σ(x) = ax2+bx+c und einem linearen PolynomΤ(x) = dx+eerfüllt. Sei fernerQm(x) =
xm + ¼ (m Î N³0) ebenfalls ein klassisches OPS mit dem höchsten Koeffizienten
km = 1 , welches die Eigenwertdifferentialgleichung mit einem quadratischen Polynom
Σ(x) = Σ(x) und einem linearen PolynomΤ(x) = dx+ eerfüllt. Dann gilt die Beziehung
(33), wobeiCm(n) die Dreitermrekursion

- (m- n)(am+ d - a+ an)(d + 2am)(d + a+ 2am)(d + 3a+ 2am)

(d + 2am+ 2a)2Cm(n) + (-dbnd + 2dam2b+ dbd + 2damb

+ 2dena+ dde+ 2ddbm-mbd
2
- ed

2
- 4a2m2e-m2abd + bnda- 2eda

- 4a2me- 4edam+ 2m2a2e+ 2ea2n2 - 2ea2n-mabd + 2mdea+ 2mea2

- bn2da)(d+ 2am+ 2a)(m+ 1)(d+ a+ 2am)(d+ 3a+ 2am)Cm+1(n) - (d+ 2am)(m+ 1)

(-am- 2a+ an- d + d)(am+ an+ a+ d)(ab2m2 - 4a2m2c- 8a2mc+ 2amb2 - 4admc

+mb2d - 4adc- ae2 + ab2 - cd
2
+ bed - 4a2c+ b2d)(m+ 2)Cm+2(n) = 0

mit AnfangswertenCn(n) = 1,Cn+1(n) º 0 bzgl.m erfüllt. Außerdem gilt die Dreiterm-
rekursion

- (d + 2an)2(d - a+ 2an)(d + 2an+ 2a)(d + a+ 2an)(-m+ n+ 2)

(d + am+ a+ an)Cm(n+ 2) + (d - a+ 2an)(d + a+ 2an)(n+ 2)(d + 2an)

(-2ead- bd2n- 2ma2e+ 2m2a2e+ 2a2en- 4ea2n2 + 2dbd- 2dea

+mbda- bd2 + 2eda- 4eadn+ 2edan- abdn2 - bdna+ 2a2en2 -m2abd

- 4ea2n- dmbd+ 2danb+ 2dan2b+ 2ddbn+ 2dmea

- ed2 + dde)Cm(n+ 1) + (d + 2an+ 2a)(n+ 2)(n+ 1)(an- am+ d - d)

(an+ am- a+ d)(bed- ae2 - d2c- 4acnd- 4a2cn2 + ab2n2 + nb2d)Cm(n) = 0

bzgl. n.

Beweis:
Zuerst müssen wir die KoeffizientenΑ*,Β* undΓ* der zweiten Kreuzregel herleiten. Die-
se erhalten wir aus der Rekursion (30), welche wir analog wiedie anderen Koeffizienten
zuvor mit Mathematica herleiten. Wir geben also die Rekursionsformel ein und teilen
diese durchxn-4

In[71]:= rekgl2 = Αsn D[pn+1, x] + ΒsnD[pn, x] + ΓsnD[pn-1, x] - x D[pn, x];

In[72]:= coeff7 = CoefficientList [rekgl2 /xˆ (n - 4), x];

Mit Koeffizientenvergleich erhalten wir dann die Koeffizienten.

In[73]:= sub13 = Solve [coeff7 [[5]] == 0,Αsn][[1]]
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Out[73]= 9Αsn ®
n kn

(n+ 1) kn+1
=

In[74]:= sub14 = Map[Factor ,Solve [coeff7 [[4]] == 0,Βsn]/.sub13 ,{3}][[1]]

Out[74]= 9Βsn ® -
2 a b n2 - 2 a b n+ 2 b d n- b d+ d e

(d + 2 a n) (2 n a- 2 a+ d)
=

In[75]:= sub15 =

Map[Factor ,Solve [coeff7 [[3]] == 0, Γsn]/.

{sub13 [[1]], sub14 [[1]]},{3}][[1]]

Out[75]= 9Γsn ®In (n a- a+ d) I - 4 c n2 a2 - 4 c a2 + 8 c n a2 + b2 a- e2 a+ b2 n2 a+ 4 c d a-

2 b2 n a- 4 c d n a- c d2 - b2 d + b d e+ b2 d nM knM�I(2 n a- 3 a+ d) (2 n a- 2 a+ d)2 (2 n a- a+ d) kn-1M=
Als Nächstes definieren wir nun die drei Kreuzregeln.

In[76]:= cr1 = cr1 = anCm[n + 1] + bnCm[n] + cnCm[n - 1] ==

oam-1Cm-1[n] + obmCm[n] + oc m+1Cm+1[n];

In[77]:= cr2 = ΑsnCm[n + 1] + ΒsnCm[n] + ΓsnCm[n - 1] ==

oΑsm-1Cm-1[n] + oΒsmCm[n] + oΓsm+1Cm+1[n];

In[78]:= cr3 = ΑnCm[n + 1] + ΒnCm[n] + ΓnCm[n - 1] ==

oΑm-1Cm-1[n] + oΒmCm[n] + oΓm+1Cm+1[n];

Nun müssen wirCm(n- 1) undCm(n+ 1) sowieCm-1(n) undCm+1(n) eliminieren. Dies
liefert uns die beiden neuen Rekursionen

In[79]:= rek1 = Eliminate [{cr1 , cr2 , cr3 },{Cm[n + 1],Cm[n - 1]}]

Out[79]= -cn oΑsm-1 Αn Cm-1(n) + cn oΑm-1 Αsn Cm-1(n)+

an oΑsm-1 Γn Cm-1(n) - an oΑm-1 Γsn Cm-1(n) - cn oΒsm Αn Cm(n)+

cn oΒm Αsn Cm(n) - cn Αsn Βn Cm(n) + cn Αn Βsn Cm(n) + an oΒsm Γn Cm(n)+

bn Αsn Γn Cm(n) - obm Αsn Γn Cm(n) - an Βsn Γn Cm(n) - an oΒm Γsn Cm(n)-

bn Αn Γsn Cm(n) + obm Αn Γsn Cm(n) + an Βn Γsn Cm(n) - cn oΓsm+1 Αn Cm+1(n)+

cn oΓm+1 Αsn Cm+1(n) + an oΓsm+1 Γn Cm+1(n) - ocm+1 Αsn Γn Cm+1(n)-

an oΓm+1 Γsn Cm+1(n) + ocm+1 Αn Γsn Cm+1(n) == oam-1 (Αsn Γn - Αn Γsn) Cm-1(n)

und

In[80]:= rek2 = Eliminate [{cr1 , cr2 , cr3 },{Cm+1[n],Cm-1[n]}]

Out[80]= -ocm+1 oΑsm-1 Γn Cm(n- 1) + oam-1 oΓsm+1 Γn Cm(n- 1) + ocm+1 oΑm-1 Γsn Cm(n- 1)-

oam-1 oΓm+1 Γsn Cm(n- 1) + ocm+1 oΑsm-1 oΒm Cm(n) - ocm+1 oΑm-1 oΒsm Cm(n)+

bn oΑsm-1 oΓm+1 Cm(n) - obm oΑsm-1 oΓm+1 Cm(n) + oam-1 oΒsm oΓm+1 Cm(n)-

bn oΑm-1 oΓsm+1 Cm(n) + obm oΑm-1 oΓsm+1 Cm(n) - oam-1 oΒm oΓsm+1 Cm(n)-

ocm+1 oΑsm-1 Βn Cm(n) + oam-1 oΓsm+1 Βn Cm(n) + ocm+1 oΑm-1 Βsn Cm(n)-

oam-1 oΓm+1 Βsn Cm(n) + an oΑsm-1 oΓm+1 Cm(n+ 1) - an oΑm-1 oΓsm+1 Cm(n+ 1)-

ocm+1 oΑsm-1 Αn Cm(n+ 1) + oam-1 oΓsm+1 Αn Cm(n+ 1) + ocm+1 oΑm-1 Αsn Cm(n+ 1)-

oam-1 oΓm+1 Αsn Cm(n+ 1) == cn (oΑm-1 oΓsm+1 - oΑsm-1 oΓm+1) Cm(n- 1)

Da wir alle auftretenden Koeffizienten bereits zuvor hergeleitet haben, können wir diese
in unsere Rekursionen einsetzen. Nach einem Shift vonm erhalten wir
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In[81]:= rek3 = rek1 /.m® m+ 1;
rek4 = rek2 /.n ® n + 1;

In[82]:= rek5 =

Map[Factor ,

Collect [Simplify [Numerator [Together [rek3 [[1]] - rek3 [[2]]]]],

{Cm[n],Cm+1[n],Cm+2[n]}]]

Out[82]= -n (n-m) (m a+ n a- a+ d) I4 c n2 a2 + 4 c a2 - 8 c n a2 - b2 a+

e2 a- b2 n2 a- 4 c d a+ 2 b2 n a+ 4 c d n a+ c d2 + b2 d - b d e- b2 d nM
(2 a m+ od) (2 m a+ a+ od) (2 m a+ 3 a+ od) Cm(n) (2 m a+ 2 a+ od)2-

(m+ 1) n I4 c n2 a2 + 4 c a2 - 8 c n a2 - b2 a+ e2 a- b2 n2 a- 4 c d a+ 2 b2 n a+

4 c d n a+ c d2 + b2 d - b d e- b2 d nM (2 m a+ a+ od) (2 m a+ 3 a+ od)I - 4 e m2 a2 - 4 e m a2 + 2 m2 oea2 + 2 n2 oea2 + 2 moea2 - 2 n oea2 + 2 b d m2 a+

2 b d m a- b m2 oda- b n2 oda- 2 eoda- b moda- 4 e moda+ b noda+

2 d noea+ 2 mod oea- eod2 - b mod2 + b d od+ 2 b d mod- b d nod+ d od oeM
Cm+1(n) (2 m a+ 2 a+ od) + (m+ 1) (m+ 2) n I4 c n2 a2 + 4 c a2 - 8 c n a2 - b2 a+

e2 a- b2 n2 a- 4 c d a+ 2 b2 n a+ 4 c d n a+ c d2 + b2 d - b d e- b2 d nM
(2 a m+ od) (m a- n a+ 2 a- d + od) (m a+ n a+ a+ od)I4 c m2 a2 + 4 c a2 + 8 c m a2 - b2 a- b2 m2 a+ oe2 a- 2 b2 m a+

4 c oda+ 4 c moda+ c od2 - b2 od- b2 mod- b od oeM Cm+2(n)

und

In[83]:= rek6 =

Map[Factor ,

Collect [Simplify [Numerator [Together [rek4 [[1]] - rek4 [[2]]]]],

{Cm[n + 2],Cm[n + 1],Cm[n]}]]

Out[83]= (m+ 1) (m- n- 2) (2 n a- a+ d) (2 n a+ a+ d) (2 n a+ 2 a+ d) (m a+ n a+ a+ od)I - a m2 b2 -modb2 - od oeb+ 4 a2 c m2 + c od2 + a oe2 + 4 a c modM
Cm(n+ 2) (d + 2 a n)2 - (m+ 1) (n+ 2) (2 n a- a+ d) (2 n a+ a+ d)I - 2 e m2 a2 - 2 e n2 a2 + 2 e m a2 - 2 e n a2 + 4 n2 oea2 + 4 n oea2 + b d m2 a+ b d n2 a-

2 d e a- b d m a+ b d n a- 2 d e n a- 2 b n2 oda+ 2 eoda- 2 e moda- 2 b noda+

2 d oea+ 4 d noea+ b d2 + b d2 n- 2 b d od- d eod+ b d mod- 2 b d nod+ d2 oeMI - a m2 b2 -modb2 - od oeb+ 4 a2 c m2 + c od2 + a oe2 + 4 a c modM Cm(n+ 1) (d + 2 a n)+

(m+ 1) (n+ 1) (n+ 2) (m a+ n a- a+ d) (2 n a+ 2 a+ d)I - a n2 b2 - d n b2 - d e b+ c d2 + a e2 + 4 a2 c n2 + 4 a c d nM (-d + a m- a n+ od)I - a m2 b2 -modb2 - od oeb+ 4 a2 c m2 + c od2 + a oe2 + 4 a c modM Cm(n)

Nach Elimination der Vielfachen erhalten wir die gesuchtenRekursionen

In[84]:= Map[Factor ,

Collect [

Simplify [

rek5 /PolynomialGCD [

Coefficient [rek5 ,{Cm[n],Cm+1[n],Cm+2[n]}][[1]],

Coefficient [rek5 ,{Cm[n],Cm+1[n],Cm+2[n]}][[2]],

Coefficient [rek5 ,{Cm[n],Cm+1[n],Cm+2[n]}][[3]]]],

{Cm[n],Cm+1[n],Cm+2[n]}]]
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Out[84]= (m- n) (m a+ n a- a+ d) (2 a m+ od) (2 m a+ a+ od) (2 m a+ 3 a+ od)

Cm(n) (2 m a+ 2 a+ od)2 + (m+ 1) (2 m a+ a+ od) (2 m a+ 3 a+ od)I4 e m2 a2 + 4 e m a2 - 2 m2 oea2 - 2 n2 oea2 - 2 moea2 + 2 n oea2-

2 b d m2 a- 2 b d m a+ b m2 oda+ b n2 oda+ 2 eoda+ b moda+

4 e moda- b noda- 2 d noea- 2 mod oea+ eod2 + b mod2-

b d od- 2 b d mod+ b d nod- d od oeM Cm+1(n) (2 m a+ 2 a+ od)+

(m+ 1) (m+ 2) (2 a m+ od) (m a- n a+ 2 a- d + od) (m a+ n a+ a+ od)I4 c m2 a2 + 4 c a2 + 8 c m a2 - b2 a- b2 m2 a+ oe2 a- 2 b2 m a+

4 c oda+ 4 c moda+ c od2 - b2 od- b2 mod- b od oeM Cm+2(n)

In[85]:= Map[Factor ,

Collect [

Simplify [

rek6 /PolynomialGCD [

Coefficient [rek6 ,{Cm[n + 2],Cm[n + 1],Cm[n]}][[1]],

Coefficient [rek6 ,{Cm[n + 2],Cm[n + 1],Cm[n]}][[2]],

Coefficient [rek6 ,{Cm[n + 2],Cm[n + 1],Cm[n]}][[3]]]],

{Cm[n + 2],Cm[n + 1],Cm[n]}]]

Out[85]= (m- n- 2) (2 n a- a+ d) (2 n a+ a+ d)

(2 n a+ 2 a+ d) (m a+ n a+ a+ od) Cm(n+ 2) (d + 2 a n)2-

(n+ 2) (2 n a- a+ d) (2 n a+ a+ d) I - 2 e m2 a2 - 2 e n2 a2 + 2 e m a2 - 2 e n a2+

4 n2 oea2 + 4 n oea2 + b d m2 a+ b d n2 a- 2 d e a- b d m a+ b d n a-

2 d e n a- 2 b n2 oda+ 2 eoda- 2 e moda- 2 b noda+ 2 d oea+

4 d noea+ b d2 + b d2 n- 2 b d od- d eod+ b d mod- 2 b d nod+ d2 oeM
Cm(n+ 1) (d + 2 a n) - (n+ 1) (n+ 2) (m a+ n a- a+ d) (2 n a+ 2 a+ d)I - a n2 b2 - d n b2 - d e b+ c d2 + a e2 + 4 a2 c n2 + 4 a c d nM
(d - a m+ a n- od) Cm(n)

2

In manchen Fällen können einfache Formeln fürCm(n)mit hypergeometrischen Termen
gefunden werden. Dies ist in den folgenden Fällen möglich:L(Α)n (x) undL(Β)m (x), B(Α)n (x)
undB(Β)m (x), Pn(x) = P(Α,Β)n (x) undQm(x) = P(Α,∆)m (x), Pn(x) = P(Α,Β)n (x) undQm(x) = P(Γ,Β)m (x),
Pn(x) = P(Α,Α)n (x) undQm(x) = P(Β,Β)m (x).

Der letzte Fall stellt einen Spezialfall der Jacobipolynome dar, welcher uns für

Α = Β = Λ -
1
2

die sogenannten ultrasphärischen Polynome oder Gegenbauerpolynome

liefert. Diese sind gegeben durch

CΛn(x) :=
(2Λ)n
(Λ + 1/2)n

P(Λ-1/2,Λ-1/2)
n (x)

=
(2Λ)n

n! 2F1

æççççççç
è

-n, n+ 2Λ
1-x
2

Λ + 1
2

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

=
(Λ)n(2x)n

n! 2F1

æççççççç
è

-n/2,-(n- 1)/2
1
x2

1- n- Λ

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

.
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4.6 Potenzdarstellungen klassischer OPS

Ziel des nächsten Abschnitts ist es Verbindungskoeffizienten für den FallPn(x) = xn zu
finden. Dieser Fall ist von besonderem Interesse, da man in vielen Anwendungen ein
gegebenes Polynom bzgl. eines gegebenen klassischen OPSQm(x) entwickeln möchte.

Satz 4.17
Sei Qm(x) ein OPS mit dem höchsten Koeffizientenkm = 1, welches durch die Eigen-
wertdifferentialgleichung mitΣ(x) = ax2 + bx+ c undΤ(x) = dx+ e gegeben sei. Dann
erfüllen die KoeffizientenCm(x) der Potenzdarstellung

xn =
nâ

m=0

Cm(n)Qm(x)

die Rekursionsgleichung

(n-m)(d + 2am)(d + 3a+ 2am)(d + a+ 2am)(d + 2am+ 2a)2Cm(n)

+ (de+ bd + 2dbm+ 2am2b+ 2amb+ 2ean- dbn)(d + 2am+ 2a)

(m+ 1)(d + 3a+ 2am)(d + a+ 2am)Cm+1(n) - (m+ 2)(-4a2cm2

+ ab
2
m2 + 2ab

2
m- 4acmd - 8a2cm+mb

2
d - ae2 - d

2
c+ bed - 4a2c

- 4acd + ab
2
+ b

2
d)(am+ an+ a+ d)(m+ 1)(d + 2am)Cm+2(n) = 0 (38)

Ist c = 0, dann ist die Rekursion

(n-m)(d + 2am)(d + a+ 2am)Cm(n) + (m+ 1)(bm+ e)(am+ na+ d)Cm+1(n) = 0 (39)

gültig und wir erhalten(ab ¹ 0)

Cm(n) =
Ie

b
M
nJdaNn K-

b
a
On .
(-n)m J d

2aNm Ja+d
2a NmIe

b
M
m
Jan+d

a Nm m!
K4a

b
Om . (40)

Daher gelten die folgenden Potenzdarstellungen für die klassischen OPS:

(1- x)n = 2nG(Α + n+ 1)
nâ

m=0

(Α + Β + 2m+ 1)G(Α + Β +m+ 1)
G(Α +m+ 1)G(Α + Β + n+m+ 2)

(-n)mP(Α,Β)m (x),

(1+ x)n = 2nG(Β + n+ 1)
nâ

m=0

(-1)m
(Α + Β + 2m+ 1)G(Α + Β +m+ 1)
G(Β +m+ 1)G(Α + Β + n+m+ 2)

(-n)mP(Α,Β)m (x),

xn =
n!
(Α)n2

n

dn/2tâ
k=0

(-n/2- Α/2+ 1)k(-n- Α)k
(-n/2- Α/2)kk!

(-1)kCΑn-2k(x)

=
n!
2n

dn/2tâ
k=0

n+ Α - 2k
k!(Α)n+1-k

CΑn-2k(x),
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xn = (1+ Α)n

nâ
m=0

(-n)m
(1+ Α)m

L(Α)m (x) = n!
nâ

m=0

Kn+ Α
n-m
O(-1)mL(Α)m (x),

xn =
dn/2tâ
k=0

(-n/2)k(-n/2+ 1/2)k
k!2n-2k Hn-2k(x) =

n!
2n

dn/2tâ
k=0

1
k!(n- 2k)!

Hn-2k(x),

xn =
(-2)n

(Α + 2)n

nâ
m=0

(-n)m(Α + 1)m(Α/2+ 3/2)m
(n+ 2+ Α)m(Α/2+ 1/2)mm!

B(Α)m (x)

= (-2)n
nâ

m=0

(2m+ Α + 1)
(-n)mG(Α +m+ 1)
m!G(n+m+ Α + 2)

B(Α)m (x).

Beweis:
Im vorherigen Abschnitt haben wir bereits drei Kreuzregelnfür die Verbindungskoef-
fizienten vonPn(x) und Qm(x) hergeleitet. Diese wenden wir nun auf den Spezialfall
Pn(X) = xn an.
DaQm(x) ebenfalls ein klassisches OPS ist, erfüllt es die Eigenwertdifferentialgleichung

Σ(x)Q¢¢m(x) + Τ(x)Q
¢
m(x) + ΛQm(x) = 0

mit Σ(x) = ax2 + bx+ c sowie die Ableitungsregel

Σ(x)Q¢m(x) = ΑmQm+1(x) + ΒmQm(x) + ΓmQm-1(x).

Da wir das spezielle VerbindungsproblemPn(x) = xn betrachten, erhalten wir wegen

Σ(x)P¢n(x) = (ax2 + bx+ c)nxn-1

= ax2nxn-1 + bnxxn-1 + cnxn-1

= anxn+1 + bnxn + cnxn-1

= anPn+1(x) + bnPn(x) + cnPn-1(x)

die Ableitungsregel

Σ(x)P¢n(x) = anPn+1(x) + bnPn(x) + cnPn-1(x). (41)

Wir erhalten also die neue Situationan = 1 undbn = cn = 0. Angewandt auf die erste
Kreuzregel erhalten wir

Cm(n+ 1) = am-1Cm-1(n) + bmCm(n) + cm+1Cm+1(n). (42)

Im Falle von (36) gilt
°

an =
1

n+ 1
sowie

°

bn =
°

cn = 0 und wir erhalten

1
n+ 1

Cm(n+ 1) =
°

am-1Cm-1(n) +
°

bmCm(n) +
°

cm+1Cm+1(n). (43)

Wenden wir unsere Erkenntnisse der neuen Ableitungsregel auf die dritte Kreuzregel
an, so erhalten wir

anCm(n+ 1) + bnCm(n) + cnCm(n- 1) = Αm-1Cm-1(n) + ΒmCm(n) + Γm+1Cm+1(n). (44)
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Zur Herleitung der Rekursionsformeln verwenden wirMathematica. Dazu geben wir
zuerst die hergeleiteten Kreuzregeln ein.

In[86]:= cr1 = oam-1 Cm-1[n] + obmCm[n] + oc m+1Cm+1[n] == Cm[n + 1] ;

cr2 =
ˆ

oam-1 Cm-1[n] +
ˆ

obmCm[n] +
ˆ

oc m+1Cm+1[n] ==
1

n + 1
Cm[n + 1];

cr3 = oa n Cm[n + 1] + ob n Cm[n] + oc n Cm[n - 1] ==

oΑm-1 Cm-1[n] + oΒmCm[n] + oΓm+1Cm+1[n] ;

cr4 = oa n Cm[n + 1] + ob n Cm[n] ==

oΑm-1 Cm-1[n] + oΒmCm[n] + oΓm+1Cm+1[n] ;

Elimination vonCm(n-1) undCm(n+1) sowieCm(n) undCm(n+1) im Fallec = 0 liefert
uns die Rekursionen

In[87]:= rek1 = Eliminate [{cr1 , cr2 , cr3 },{Cm[n + 1],Cm[n - 1]}][[1]]

Out[87]= oam-1 Cm-1(n) == n ôam-1 Cm-1(n) + ôam-1 Cm-1(n) - obm Cm(n)+

n
ˆ

obm Cm(n) +
ˆ

obm Cm(n) - ocm+1 Cm+1(n) + n ôcm+1 Cm+1(n) + ôcm+1 Cm+1(n)

und

In[88]:= rek2 = Eliminate [{cr1 , cr2 , cr4 },{Cm[n + 1],Cm-1[n]}][[1]]

Out[88]= obm I - oaôam-1 n2 - oaôam-1 n+ oΑm-1M Cm(n) ==

obôam-1 Cm(n) n
2 - oa oam-1

ˆ
obm Cm(n) n

2 + oa ocm+1 ôam-1 Cm+1(n) n
2-

oa oam-1 ôcm+1 Cm+1(n) n
2 - ob oam-1 Cm(n) n+ obôam-1 Cm(n) n- oΒm ôam-1 Cm(n) n-

oa oam-1

ˆ
obm Cm(n) n+ oΑm-1

ˆ
obm Cm(n) n+ oa ocm+1 ôam-1 Cm+1(n) n-

oΓm+1 ôam-1 Cm+1(n) n- oa oam-1 ôcm+1 Cm+1(n) n+ oΑm-1 ôcm+1 Cm+1(n) n+

oam-1 oΒm Cm(n) - oΒm ôam-1 Cm(n) + oΑm-1

ˆ
obm Cm(n) - ocm+1 oΑm-1 Cm+1(n)+

oam-1 oΓm+1 Cm+1(n) - oΓm+1 ôam-1 Cm+1(n) + oΑm-1 ôcm+1 Cm+1(n)

Nach Einsetzen der Koeffizienten und einem Shift vonm bei der ersten Rekursion er-
halten wir (38)

In[89]:= rek3 = rek1 /.m® m+ 1;

In[90]:= rek4 =

Map[Factor ,

Collect [

Simplify [Numerator [Together [rek3 [[1]] - rek3 [[2]]]]],

{Cm[n],Cm+1[n],Cm+2[n]}]]

Out[90]= (m- n) (2 moa+ od) (2 moa+ oa+ od) (2 moa+ 3 oa+ od) Cm(n)

(2 moa+ 2 oa+ od)2 - (m+ 1) (2 moa+ oa+ od) (2 moa+ 3 oa+ od)I2 oa obm2 + 2 oa obm+ 2 ob odm- n ob od+ ob od+ 2 n oa oe+ od oeM Cm+1(n)

(2 moa+ 2 oa+ od) - (m+ 1) (m+ 2) (2 moa+ od) (moa+ n oa+ oa+ od)I4 m2 oc oa2 + 8 moc oa2 + 4 oc oa2 -m2 ob2 oa- 2 mob2 oa- ob2 oa+ oe2 oa+

4 moc od oa+ 4 oc od oa+ oc od2 -mob2 od- ob2 od- ob od oeM Cm+2(n)
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In[91]:= rek5 =

Map[Factor ,

Collect [

Simplify [Numerator [Together [rek2 [[1]] - rek2 [[2]]]]]/.

oc ® 0,{Cm[n],Cm+1[n]}]]

Out[91]= (m+ 1) (m- n- 1) (moa+ n oa+ od)

(mob+ oe) (moa ob+ od ob- oa oe) Cm+1(n)-

(m- n- 1) (m- n) (2 moa+ od) (2 moa+ oa+ od) (moa ob+ od ob- oa oe) Cm(n)

und (39) nach Elimination von Vielfachen

In[92]:= Map[Factor ,

Collect [

1/PolynomialGCD [Coefficient [rek5 ,{Cm[n],Cm+1[n]}][[1]],

Coefficient [rek5 ,{Cm[n],Cm+1[n]}][[2]]]rek5 ,

{Cm[n],Cm+1[n]}]]

Out[92]= (m- n) (2 moa+ od) (2 moa+ oa+ od) Cm(n)-

(m+ 1) (moa+ n oa+ od) (mob+ oe) Cm+1(n)

Um die Darstellung (40) zu verifizieren zeigen wir die Gleichheit der Termverhältnisse,
welche (39) und (40) liefern. Dazu formen wir (39) um und erhalten

Cm+1(n)
Cm(n)

=
(m- n)(d + 2am)(d + a+ 2am)

(m+ 1)(bm+ e)(am+ n+ a+ d)
.

In Mathematica setzen wir

In[93]:= Cm=
PochhammerA e

b, nE
PochhammerA d

a, nEJ
-b

a
Nˆn

Pochhammer[-n,m]PochhammerA d
2a ,mEPochhammerA a+d

2a ,mE
PochhammerAe

b,mEPochhammerA a* n +d
a ,mEm!

J4a

b
Nˆm

Out[93]=
4m I abMm I - b

aMn I d
2 aMm I a+d

2 a Mm I ebMn (-n)m
m! I daMn I ebMm Id+a n

a Mm
und betrachten

In[94]:=
Cm/.m® m+ 1

Cm
//FunctionExpand

Out[94]=
(d + 2 a m) (2 m a+ a+ d) (m- n)
(m+ 1) (e+ b m) (d + a m+ a n)

Die Termverhältnisse sind also gleich. Somit ist die Gültigkeit von (40) gezeigt.
Die Potenzdarstellungen der klassischen OPS erhalten wir dann aus den zuvor hergelei-
teten Darstellungen. 2

Mit den Resultaten aus Satz 4.17 können wir nun auch explizite Formeln für die Ver-
bindungskoeffizienten der klassischen orthogonalen Polynome finden.
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Satz 4.18
Die klassischen OPS haben folgende Verbindungskoeffizienten

P(Α,Β)n (x) =
nâ

m=0

(2m+ Γ + Β + 1)
G(n+ Β + 1)G(n+m+ Α + Β + 1)
G(m+ Β + 1)G(n+ Α + Β + 1)

×

G(m+ Γ + Β + 1)
G(n+m+ Γ + Β + 2)

(Α - Γ)n-m

(n-m)!
P(Γ,Β)m ,

P(Α,Β)n (x) =
nâ

m=0

(-1)n-m(2m+ Α + ∆ + 1)
G(n+ Α + 1)G(n+m+ Α + Β + 1)
G(m+ Α + 1)G(n+ Α + Β + 1)

×

G(m+ Α + ∆ + 1)
G(n+m+ Α + ∆ + 2)

(Β - ∆)n-m

(n-m)!
P(Α,∆)m (x),

C(Α)n (x) =
G(Β)

G(Α)G(Α - Β)

dn/2tâ
k=0

(n- 2k+ Β)G(k+ Α - Β)G(n- k+ Α)
k!G(n- k+ Β + 1)

C
(Β)
n-2k(x),

L(Α)n (x) =
nâ

m=0

(Α - Β)n-m

(n-m)!
L(Β)m (x),

B(Α)n (x) =
(-1)n(Α - Β)n
(Β + 2)n

nâ
m=0

(-n)m(Β + 1)m(Β/2+ 3/2)m(n+ Α + 1)m
(n+ 2+ Β)m(Β/2+ 1/2)m(Β - Α + 1- n)mm!

(-1)mB(Β)m (x)

=
nâ

m=0

(-1)m(2m+ Β + 1)
(-n)mG(Β +m+ 1)(n+ Α + 1)mG(Β - Α + 1)

m!G(n+m+ Β + 2)G(m- n+ Β - Α + 1)
B(Β)m (x).

Beweis:
Wir suchen die KoeffizientenCm(n) der Verbindungsformel

Pn(x) =
nâ

m=0

Cm(n)Qm(x).

Zusammen mit
Pn(x) =â

jÎZ

A j(n)x
j

sowie
xj =â

mÎZ

Bm( j)Qm(x)

erhalten wir
Pn(x) =â

jÎZ

â
mÎZ

A j (n)Bm( j)Qm(x).

Vertauschen der Summationsreihenfolge liefert

Cm(n) =â
jÎZ

A j(n)Bm( j).
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Falls, wie z.B. im Falle der Gegenbauerpolynome, fürPn(x) und xj Darstellungen der
Form

Pn(x) =â
jÎZ

A j(n)x
n-2 j

und
xj =â

mÎZ

Bm( j)Q j-2m(x)

erfüllt sind, so erhalten wir

Dm(n) =â
jÎZ

A j(n)Bm-2 j(n- 2 j)

mit

Pn(x) =
nâ

m=0

Dm(n)Qn-2m(x).

Weil der SummandF( j, m, n) := A j(n)Bm( j) ein hypergeometrischer Term bzgl.j, m, n
ist, können wir mit dem Fasenmyer- oder Zeilbergeralgorithmus die gesuchten Rekur-
sionen fürCm(n) bzgl m undn herleiten. In allen Fällen erhalten wir Rekursionen erster
Ordnung, welche hypergeometrische Terme und somit die angegebenen Darstellungen
liefern. Wir wollen nun die Gültigkeit der Darstellungen amBeispiel der Laguerre- und

Besselpolynome zeigen. Dazu überprüfen wir die Termverhältnisse
Am+1

Am

. Zur Bestim-

mung der Rekursionen ausF( j, m, n) verwenden wir die Implementierung des Zeilber-
geralgorithmusSumRekursionaus demSpecialFunctionsPackage.
Zuerst deklarieren wir

A j (n) = Kn+ Αn
O (-n) j

j!(Α + 1) j

gemäß Satz 4.17 und

Bm( j) = j!K j + Β
j -m
O(-1)m

gemäß (19). Dies liefert uns nach Anwendung des Zeilbergeralgorithmus

In[95]:= lhyp = Binomial [n + Α, n]
Pochhammer[-n, j ]

Pochhammer[Α + 1, j ]j!
;

In[96]:= lpot = j! Binomial [j + Β, j -m](-1)ˆm ;

In[97]:= SumRekursion [lpot * lhyp , j ,A[m]]

Out[97]= (m- n) A(m) - (m- n- Α + Β + 1) A(m+ 1) == 0

Umformung liefert das Termverhältnis

Am+1

Am

=
n-m

-m+ n+ Α - Β - 1
.

Betrachten wir nun

In[98]:= Lag =
Pochhammer[Α - Β, n -m]

(n -m)!
;
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In[99]:=
Lag/.m® m+ 1

Lag
//FunctionExpand

Out[99]=
n-m

-m+ n+ Α - Β - 1

so sehen wir, dass die Termverhältnisse übereinstimmen. Daraus folgt die Gültigkeit der
Darstellung.
Analog erhalten wir für die Besselpolynome die Rekursion

In[100]:= bhyp =
Pochhammer[-n, j ]Pochhammer[n + Α + 1, j ](-1/2)ˆj

j!
;

In[101]:= bpot =
(-2)ˆj (2m+ Β + 1)Pochhammer[-j ,m]Gamma[Β +m+ 1]

m! Gamma[j +m+ Β + 2]
;

In[102]:= SumRekursion [bhyp * bpot , j ,A[m]]

Out[102]= (m- n) (m+ n+ Α + 1) (m+ Β + 1) (2 m+ Β + 3) A(m)+

(m+ 1) (2 m+ Β + 1) (m+ n+ Β + 2) (m- n- Α + Β + 1) A(m+ 1) == 0

mit dem Termverhältnis

Am+1

Am

= -
(m- n)(m+ n+ Α + 1)(m+ Β + 1)(2(m+ 1) + Β + 1)
(m+ 1)(2m+ Β + 1)(mn+ Β + 2)(m- n- Α + Β + 1)

.

Mit

In[103]:= Bes =

((-1)ˆm (2m+ Β + 1)Pochhammer[-n,m]Pochhammer[n + Α + 1,m]

Gamma[Β +m+ 1]Gamma[Β - Α + 1])/

(m! Gamma[n +m+ Β + 2]Gamma[m- n + Β - Α + 1]);

In[104]:=
Bes/. m® m+ 1

Bes
//FunctionExpand

Out[104]= -
(m- n) (m+ n+ Α + 1) (m+ Β + 1) (2 (m+ 1) + Β + 1)
(m+ 1) (2 m+ Β + 1) (m+ n+ Β + 2) (m- n- Α + Β + 1)

folgt dann die Gleichheit der Termverhältnisse und somit die Gültigkeit der Darstellung.
2

In einigen Anwendungen ist es von Interesse, wie sich die Änderung eines OPS in Rich-
tung eines Parameters durch das gegebene System selbst ausdrückt. Also z.B.: Wie än-
dert sich das Jacobi-System, wenn sich der ParameterΑ ändert?
Dazu betrachten wir folgenden Satz:

Satz 4.19
Es gelten die folgenden Parameterdarstellungen für die Parameterableitungen der klas-
sischen OPS:

¶

¶Α
P(Α,Β)n (x) =

n-1â
m=0

1
Α + Β + 1+m+ n

(P(Α,Β)n (x)+

Α + Β + 1+ 2m
n-m

(Β +m+ 1)n-m

(Α + Β +m+ 1)n-m

P(Α,Β)m (x)),

¶

¶Β
P(Α,Β)n (x) =

n-1â
m=0

1
Α + Β + 1+m+ n

(P(Α,Β)n (x)+
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(-1)n-mΑ + Β + 1+ 2m
n-m

(Α +m+ 1)n-m

(Α + Β +m+ 1)n-m

P(Α,Β)m (x)),

¶

¶Α
C(Α)n (x) =

n-1â
m=0

K 2(1+m)
(2Α +m)(2Α + 1+ 2m)

+
2

2Α +m+ n
OC(Α)n (x)

+
n-1â
m=0

2(1+ (-1)n-m)(Α +m)
(2Α +m+ n)(n-m)

C(Α)m (x),

¶

¶Α
L(Α)n (x) =

n-1â
m=0

1
n-m

L(Α)m (x),

¶

¶Α
B(Α)n (x) =

n-1â
m=0

1
Α + n+m+ 1

(B(Α)n (x)+

(-1)n-m2m+ Α + 1
(n-m)

n!
(Α +m+ 1)n-mm!

B(Α)m (x)).

Beweis:
Wir betrachten die Verbindungsbeziehung

P(Α)n (x) =
nâ

m=0

Cm(n; Α,Β)P
(Β)
m (x)

und den Differenzenquotienten

P(Α)n (x) - P(Β)n (x)

Α - Β
,

so erhalten wir

P(Α)n (x) - P(Β)n (x)

Α - Β
=

nâ
m=0

Cm(n; Α,Β)

Α - Β
P(Β)m (x) -

P(Β)n (x)

Α - Β

=
Cn(n; Α,Β)
Α - Β

P(Β)n (x) +
n-1â
m=0

Cm(n; Α,Β)
Α - Β

P(Β)m (x) -
P(Β)n (x)
Α - Β

=
Cn(n; Α,Β) - 1
Α - Β

P(Β)n (x) +
n-1â
m=0

Cm(n; Α,Β)
Α - Β

P(Β)m (x).

Aufgrund der Stetigkeit der PolynomsystemeP(Α)n (x) bzgl.Α gilt dann die Gleichung

¶

¶Α
P(Α)n (x) = lim

Β®Α

Cn(n; Α,Β) - 1
Α - Β

P(Α)n (x) +
n-1â
m=0

lim
Β®Α

Cm(n; Α,Β)
Α - Β

P(Α)m (x).

Wir wollen die Herleitung nun am Beispiel der Laguerrepolynome zeigen. Gemäß Satz
4.18 erhalten wir für die Laguerrepolynome die Darstellung

Cm(n; Α,Β) =
(Α - Β)n-m

(n-m)!
.
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Mit Mathematicaerhalten wir dann durch Grenzwertbildung

In[105]:= verbkoeff =
Pochhammer[Α - Β, n -m]

(n -m)!
;

In[106]:= Limit Averbkoeff - 1 /.m® n

Α - Β
,Α ® ΒE//FunctionExpand

Out[106]= 0

In[107]:= Limit Averbkoeff

Α - Β
,Α ® ΒE//FunctionExpand

Out[107]=
1

n-m

Einsetzen in die zuvor hergeleitete Gleichung liefert uns dann die Darstellung für die
Parameterableitung der Laguerrepolynome. 2

4.7 Erzeugende Funktionen

Im letzten Abschnitt wollen wir erzeugende Funktionen mittels Computeralgebra fin-
den.
Als erstes Beispiel wollen wir die erzeugende Funktion der Laguerrepolynome herlei-
ten. Dazu definieren wir die erzeugende Funktion als Potenzreihe

F(z) :=
¥â

k=0

L(Α)n (x)z
k

mit den Laguerrepolynomen als Koeffizienten. Zur Herleitung der erzeugenden Funk-
tionen verwenden wirMathematicaund dasSpecialFunctionsPackage.
Zuerst transformieren wir die explizite Darstellung der Laguerrepolynome (19) mittels
des Zeilbergeralgorithmus in eine Rekursion

In[108]:= RE1= SumRekursion ABinomial [n + Α, n - k]
(-1)ˆk

k!
xˆk , k,A[n]E

Out[108]= (n+ Α + 1) A(n) - (2 n- x+ Α + 3) A(n+ 1) + (n+ 2) A(n+ 2) == 0

Diese Rekursion transformieren wir mittelsRETODEin eine Differentialgleichung

In[109]:= DE1= RETODE[RE1,A, n,F, z]

Out[109]= F ¢(z) (z- 1)2 + (x+ z+ zΑ - Α - 1) F(z) == 0

welche wir mitDSolvelösen können.

In[110]:= Dgl1 = DSolve [DE1,F[z], z]//Simplify

Out[110]= 99F(z) ® ã x
z-1 (z- 1)-Α-1 c1==

Nun müssen wir nochc1 bestimmen. Dazu ermitteln wir den Startwert

In[111]:= startwL =

0â
k=0

Binomial [n + Α, n - k]
(-1)ˆk

k!
xˆk /.n ® 0

Out[111]= 1

Zusammen mit dem Startwert erhalten wir jetztc1

In[112]:= subst1 = Solve [Dgl1 [[1]][[1]][[2]] == startwL ,C[1]]/.z ® 0

Out[112]= 99c1 ® (-1)Α+1 ãx==
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Einsetzen vonc1 liefert dann die erzeugende Funktion der Laguerrepolynome

F(z) = e-
xz

1-z(1- z)-Α-1.

Als Nächstes wollen wir die exponentielle erzeugende Funktion der Hermitepolynome
bestimmen. Wir betrachten also den Ansatz

¥â
n=0

Hk(x)
zn

n!
.

Mit der Darstellung (20) der Hermitepolynome und dem Zeilbergeralgorithmus erhalten
wir dann die Rekursion

In[113]:= RE2= SumRekursion A
PochhammerA- n

2 ,kEPochhammerA- n-1
2 ,kEI- 1

xˆ2
Mˆk (2x)ˆn

k!

n!
, k,A[n]E

Out[113]= 2 A(n) - 2 x A(n+ 1) + (n+ 2) A(n+ 2) == 0

An dieser Stelle wollen wir die Funktionsweise der FunktionRETOREgenauer betrach-
ten. Um aus einer Rekursionsgleichung eine Differentialgleichung zu erhalten müssen
wir die Substitution

klA(k+m) #
lâ

r=0

Kl
r
O(-m)l-r Θ

rF(x)
xm

durchführen, wobeiΘF(x) den Differentialoperator mit

ΘF(x) = xF¢(x)

darstellt.
Auf analoge Weise können wir mittels der Substitution

xj f (k)(x) # (n+ 1- j)k × An+k- j

eine Differentialgleichung in eine Rekursion transformieren. Siehe dazu [CompAlg].

Aus der obigen Substitutionsregel folgen die Spezialfälle

kA(k+m) # -m
F(x)
xm +

ΘF(x)
xm

kA(k) # ΘF(x)

A(k) #
F(x)
xm .

Multiplizieren wir nun die Rekursion RE2 aus, so erhalten wir

2A(n) - 2xA(n+ 1) + nA(n+ 2) + 2A(n+ 2) = 0.

Substituieren wir nun gemäß den definierten Regeln so erhalten wir

2F(z) -
2xF(z)

z
+ K(-2)

F(z)

z2 +
zF¢(z)

z2 O + 2F(z)

z2 = 0

Þ 2F(z) -
2xF(z)

z
+

F ¢(z)
z
= 0

Þ 2zF(z) - 2xF(z) + F ¢(z) = 0

Þ F ¢(z) - 2(x- z)F(z) = 0
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Vergleich mit dem Ergebnis vonDETORE bestätigt unser Resultat

In[114]:= DE2= RETODE[RE2,A, n,F, z]

Out[114]= F ¢(z) - 2 (x- z) F(z) == 0

Lösen dieser Differentialgleichung liefert

In[115]:= Dgl2 = DSolve [DE2,F[z], z]

Out[115]= 99F(z) ® ã2 x z-z2
c1==

Auch hier müssen wir wiederc1 bestimmen.

In[116]:= startwH =

0â
k=0

PochhammerA- n
2 ,kEPochhammerA- n-1

2 ,kEI- 1
xˆ2
Mˆk (2x)ˆn

k!

n!
/.n ® 0

Out[116]= 1

In[117]:= subst2 = Solve [Dgl2 [[1]][[1]][[2]] == startwH ,C[1]]/.z ® 0

Out[117]= {{c1 ® 1}}

Einsetzen vonc1 liefert dann die exponentielle erzeugende Funktion der Hermitepoly-
nome

F(z) = e2xz-z2
.

Die erzeugenden Funktionen der Bessel- und Jacobipolynomewerden wir hier nicht
herleiten, da wir für diese Polynomsysteme äußerst komplizierte Differentialgleichun-
gen erhalten, welche nicht ohne weiterführende Überlegungen lösbar sind.
Als letztes Beispiel wollen wir abschließend die Legendrepolynome betrachen, welche
den SpezialfallΑ = Β = 0 der Jacobipolynome darstellen. Gemäß (22) erhalten wir dann
die Darstellung

P(0,0)
n (x) =

æççççççç
è

-n, n+ 1
1-x
2

1

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Dies liefert die Rekursion

In[118]:= RE6= SumRekursion APochhammer[-n, k]Pochhammer[n + 1, k]

Pochhammer[1, k]k!
J1 - x

2
Nˆk ,

k,A[n]E
Out[118]= (n+ 1) A(n) - (2 n+ 3) x A(n+ 1) + (n+ 2) A(n+ 2) == 0

und die Differentialgleichung

In[119]:= DE6= RETODE[RE6,A, n,F, z]

Out[119]= (z- x) F(z) + Iz2 - 2 x z+ 1M F ¢(z) == 0

Lösen dieser Differentialgleichung liefert

In[120]:= Dgl3 = DSolve [DE6,F[z], z]//Simplify

Out[120]= 99F(z) ® c10
z2 - 2 x z+ 1

==
Als nächstes bestimmen wirc1

In[121]:= startwLe =

0â
k=0

Pochhammer[-n, k]Pochhammer[n + 1, k]

Pochhammer[1, k]k!
J1 - x

2
Nˆk /.n ®

0
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Out[121]= 1

In[122]:= subst3 = Solve [Dgl3 [[1]][[1]][[2]] == startwLe ,C[1]]/.z ® 0

Out[122]= {{c1 ® 1}}

Einsetzen vonc1 liefert dann die erzeugende Funktion der Laguerrepolynome

F(z) =
10

1- 2xz+ z2
.
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5 Fazit

Ziel dieser Arbeit war es, die klassischen orthogonalen Polynome als Lösungen der
Eigenwertdifferentialgleichung herzuleiten sowie ihre Struktureigenschaften und Ver-
bindungsbeziehungen zu betrachten.
Wir haben gesehen, dass man sehr weit reichende Struktureigenschaften wie z.B. Ab-
leitung und Stammfunktion mittels Rekursionen darstellenkann. Für die Koeffizienten
der Rekursionen war es sogar möglich, geschlossene Formelnmittels Koeffizientenver-
gleich zu finden. Ein unverzichtbares Hilfsmittel für das Aufstellen der geschlossenen
Formeln warMathematica, da es aufgrund der hohen Komplexität der nötigen Rech-
nungen nur sehr schwer möglich wäre, dies per Hand durchzuführen.
Im weiteren hat sich herausgestellt, dass es sogar möglich ist, explizite Darstellungen
für die klassischen OPS, die Momente der klassischen OPS unddie Verbindungsbezie-
hungen zu finden. Auch hier waren Rekursionsgleichungen dieBasis. In diesen Fällen
wiesen diese sogar hypergeometrische Termverhältnisse auf und es bot sich die Mög-
lichkeit, mittels der hypergeometrischen Koeffizientenformel explizite Darstellungen zu
bestimmen. In einigen Fällen haben wir sogar gesehen, dass es noch einfachere Darstel-
lungen gibt, welche aber schwer herzuleiten sind. Aus diesem Grund haben wir uns
darauf beschränkt diese zu verifizieren, indem wir gezeigt haben, dass die Termverhält-
nisse übereinstimmen.
Ingesamt haben wir gesehen, dass man mittels Methoden der linearen Algebra und
Computeralgebra die klassischen OPS vollständig klassifizieren und ihre interen und
externen Beziehungen bestimmen kann.
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