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1 Einleitung

Die folgende Bachelorarbeit basiert auf dem Script dereagurhg ,Computeralgebra
und Orthogonale Polynome* [COP] von Prof. Dr. Wolfram Kaepélche im Winterse-
mester 2005/2006 an der Universitat Kassel gehalten wurde.

Die mathematische Modellierung physikalischer Prozedsedert oft das Losen rela-
tiv komplexer Differential- und Integralgleichungen, wieé sich nur in einigen Fallen
direkt |I6sen lassen. Aus diesem Grund wird das urspringksbblem vereinfacht, um
erste Ergebnisse uber die meisten qualitativen Eigensehdés zu erforschenden Pro-
zesses und die Wirkung der wichtigen Einflussfaktoren zalegh. In einigen Fallen
erhalt man das vereinfachte Problem in einer analytiscleemfFwas fur die weitere
Erforschung sehr praktikabel ist. Viele Modellierungspgeme der Atom-, Molekular-,
und Nuklearphysik sowie der Elektrodynamik und Akustiksks sich auf die so ge-
nannte Eigenwertdifferentialgleichung

(XY’ (X) + T(X)Y'(X) + A,y(X) = 0

reduzieren, wober(x) ein Polynom vom Graet 2, 7(x) ein Polynom vom Grae 1 und

A, eine Konstante ist. In dieser Arbeit werden Polynomlosarigjeq) = k x" + k/x™* +
k'x"2...,k, # O dieser Differentialgleichung betrachtet. Diese Polylizungen, wel-
che aus den Laguerre-, Hermite-, Bessel- und Jacobipolgndrastehen, werden die
klassischen orthogonalen Polynome genannt. Es wird sicubstellen, dass alle diese
Polynome bis auf die Besselpolynome in einem bestimmtdlerekntervall[s, t] bzgl.
einer gegebenen Gewichtsfunktiax) die Orthogonalitdtsbedingung

t

f P, X)P.XwX)dx = 0

S

fur n # k erfullen.

Zuvor werden wir jedoch im ersten Abschnitt allgemein Systeorthogonaler Funk-
tioneny,, welche in einem Intervalks, t] bzgl. einer Gewichtsfunktiow(x) orthogonal
sind, definieren und betrachten. Ein solches System werdddrtihogonalsystem (OS)
nennen und mity,),., bezeichnen. Als erste Konsequenz wird sich zeigen, dass all
Funktioneny, eines solchen Orthogonalsystems linear unabhangig simd. Echluss
werden wir das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungaliezh kennen lernen, wel-
ches einen Algorithmus liefert, der aus einem gegebeneadinnabhangigen Funktio-
nensystengf, (x)),., €in Orthogonalsystem bestimmt.

Im darauf folgenden Abschnitt werden wir uns auf OS besdte@ndie firn > 0 aus
Polynomen der Form,(X) := P,(x) = k X"+ k'x"1 + k”x"2..., k # 0 bestehen, welche
wir orthogonale Polynomsysteme (OPS) nennen. Diese Hi@skhng erlaubt es nun,
weitreichende Struktureigenschaften herzuleiten. Earegentrale Rolle spielt dabei
die Dreitermrekursion

P, =AXx+B)P,X -CP_;X) (n=0),

welche fur alle OPS gilt und die die Beziehung der einzelnelyidme eines OPS
offenlegt sowie eine Mdoglichkeit bietet, ein Polynd®x) aus seinen Vorgangern zu
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bestimmen, und der Satz von Farvard, welcher besagt, diess Rolynomsysted,(x),

das die Dreitermrekursion erfullt, ein OPS ist.

Im Kapitelklassische orthogonale Polynomwad sich zeigen, dass sich die klassischen
OPS fiir den Ansatz(x) = ax® + bx+ ¢, 7(x) = dx+ eundA,, € R eindeutig anhand
der Variablen(a, b, c, d, ¢ klassifizieren lassen. Dies erhalten wir durch Betrachtung
der Nullstellen vono(x). Die vier Moglichkeiteno(x) konstant, einfache Nullstelle,
doppelte Nullstelle und zwei Nullstellen liefern dann diezelnen klassischen OPS.
Weiterhin erfullt die Gewichtsfunktion(x) die Pearsonsche Differentialgleichung

(T (X)W(X)" = T(X)W(X).

Lésen dieser Differentialgleichung liefert dann die Gdwstunktionenw(x) der klas-
sischen orthogonalen Polynome. Im Anschluss werden wiezeidass die Losungsfa-
milien P, (x) der Eigenwertdifferentialgleichung bzgl. der Paramete, 7(x) und der
Gewichtsfunktionw(x) ein OPS darstellen sowie die Umkehrung. Als wichtiges Zwi-
schenresultat des Umkehrungsbeweises erhalten wir dierfleksgleichung

(dn+au,,, = —(nb+ ey, — Nqu,_,

der Momente vonv(x).

Im darauf folgenden Abschnitt wollen wir explizite Darstlgen der klassischen ortho-
gonalen Polynome herleiten. Dazu betrachten wir Potemeneintwicklungen. Es wird
sich herausstellen, dass bei geeigneter Wahl des Entwig&hunktes alle Polynom-
systeme hypergeometrische Potenzreihen besitzen. DumebtEen der Darstellungen

flr o(X) und7(x) mittels des Ansatze? (x) = Z Akxk in die Eigenwertdifferentialglei-

k=0
chung erhalten wir miMathematicaunter Verwendung der FunktidDEtoREaus dem
SpecialFunction®ackage die Rekursion

—-(n-Kk(@an+d-a+akA, + (k+ Lbk+eA,,, + ck+ 1)k+2A,,,=0.

Diese liefert fur die Wertga, b, ¢, d, @ dann nach einigen algebraischen Umformungen
bzw. Transformationen holonome Rekursionen erster Omglnworaus wir dann mit
der hypergeometrischen Koeffizientenformel explizite dbgltungen fiir die einzelnen
Polynomsysteme herleiten kénnen. Im zweiten Teil werdemdait den selben Me-
thoden aus der Rekursiongleichung der Momente Darstadlufiigy die Momente der
klassischen orthogonalen Polynome, bis auf die Besseipaotg, hergeleitet.
Das zentrale Thema des nachsten Abschnitts sind Strugnschaften. Es wird sich
zeigen, dass man samtliche Strukturbeziehungen wie AbigitStammfunktion usw.
mittels Rekursionen beschreiben kann. Besonders vaafeibt dabei, dass man sogar
direkte Formeln fir die Koeffizienten samtlicher Rekur&nrdurch Koeffizientenver-
gleiche herleiten kanrMathematicaspielt hier eine entscheidende Rolle, da die Be-
rechungen aufgrund ihres Umfangs kaum in akzeptabler ZgiHand durchgefthrt
werden koénnten. Im letzten Teil werden wir dann noch die Rpesformel als eine
wichtige Charakterisierung kennen lernen. Sie besags siab jedes klassische OPS
darstellen lasst in der Form:

n

(T (X)"W(X) .

En
P = w(x) dx
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Die Umkehrung soll ebenfalls gezeigt werden.

Im Abschnitt Verbindungskoeffizienten werden wir uns aabgj mit der Fragestellung
beschaftigen, wie man Informationen aus einem Polynorasy&d,(X)),., auf ein an-
deres Polynomsyste(®, (X)),., Ubertragen kann. Aufgrund der linearen Unabhangig-
keit der Monome erhalten wir eine Beziehung der Form:

P09 = > CrMQy(0).
k=0

Die KoeffizientenC_(n) nennt man Verbindungskoeffizienten zwischen den Polynom-
systemerP,(X) undQ.,(X). Wir werden sehen, dass man die Beziehungen zwischen den
Verbindungskoeffizienten mittels dreier Rekursionsdiaimyen, genannt Kreuzregeln,
beschreiben kann. Durch Elimination erhélt man dann reiakuRsionsgleichungen
bzgl.mundn.

Als Nachstes werden wir das spezielle Verbindungsprolfgr = x" betrachten. Die-
ses Verbindungsproblem ist von besonderem Interesse, aiameelen Anwendungen
ein gegebenes Polynom bzgl. eines gegebenen@P8 entwickeln mochte. Fir die-
sen Fall sind einfache Formeln fur die Potenzen xbaals Linearkombinationen des
OPSQ,,(x) sehr hilfreich. Es wird sich herausstellen, dass wir flsdireSpezialfall die
zuvor hergeleiteten Kreuzregeln modifizieren kénnen umthdeieder Rekursionsglei-
chungen erhalten. Die Potenzdarstellungen erhalten win dés Folgerung aus diesen
Rekursionen. Als Konsequenz der Potenzdarstellungenekbwr dann wiederum di-
rekte Formeln fur die Verbindungskoeffizienten herleitéantrale Bedeutung bei der
Herleitung hat hier der Zeilbergeralgorithmus.

Im letzten Abschnitt werden erzeugende Funktionen, gegdbech

F@ =) RPXZ
k=0

mittels Computeralgebra herleitet. Dabei zeigt sich, daas flr alle klassischen OPS
solche erzeugenden Funktionen herleiten kann, diese al®nigen Fallen aufgrund
sehr komplexer Differentialgleichungen nicht ohne weitdberlegungen losbar sind.
Samtliche inMathematicadurchgefiihrten Berechnungen befinden sicividshemati-
ca Notebookswuf der beigefligten CD.



2 Systeme orthogonaler Funktionen

2.1 Skalarprodukte

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass zwei Vektoremogienal zueinander sind,
wenn ihr Skalarprodukt Null ist. Man kann nun auch die inieddparen Funktionen
R[s, t] eines reellen Intervallgs, t] als einen unendlich-dimensionalen Vektorraum auf-
fassen und in diesem, fiir ein beliebiges Interiglt], durch

t
(.0 = f F (g0 1)
oder allgemeiner
t
(f,0 := f f(X)gX)wW(x)dx (2)

ein Skalarprodukt erklaren, wobeix) eine in[s,t] nichtnegative Funktion darstellt,
welche wir die Gewichtsfunktion des Skalarprodukts nenmas Intervall[s, t] kann

im zweiten Fall, bei geeigneter Wahl der Gewichtsfunkingr), entartet sein, alse=
—o0,t = 0o 0der beides gelten.

Zu jeder Gewichtsfunktionv(x) kann man ebenfalls eine zugehdrige Momentenfolge
durch

t

. f woodx = (¢, 1) (neN,o)

S

erklaren. Falls = —co odert = co, so fordern wir zuséatzlich, < co.

Es stellt sich heraus, dask, g) in allen Fallen den Eigenschaften eines Skalarprodukts
genugt, insbesondere also auch mit

Il == (T, )

die Eigenschaft einer Norm besitzt, wobei Funktionen daest,fliberall* miteinander
Ubereinstimmen miteinander identifiziert werden.

2.2 Orthogonalsysteme

Wir wollen nun Orthogonalsysteme betrachten und definidezu:

Definition 2.1 (Orthogonalsystem)
Ist (f, Q) ein Skalarprodukt auf einem Intervg4,t], so nennen wir eine Familie von
Funktionenyp,, : [s,1] = R (n € N_,) ein Orthogonalsystem (OS) oder eine orthogonale

Familie, wenn{g,, ) = O furn # mund|e.|* = {(¢n¢.) # O fiirn e N_q gilt.



Ist ferner|jg,||© = 1 firn e N_,, so wird das System ein Orthonormalsystem (ONS)
genannt. Fiir ein ONS gilt

< >_5 _JO fallsn #m
n: @m] = Onm =) 4 fallsn=m’

wobei¢,,,, das Kroneckersymbol genannt wird.

Wir betrachten nun im Folgenden ONg& (X)), und ihre Eigenschaften:

Satz 2.2 (Lineare Unabhangigkeit)
Die Funktionerp, eines ONSg, (X)),..o Sind linear unabhéngig.

Beweis:
Wir betrachten zunachst eine Linearkombination der Fonletng,,. Sei dazu also

n
Z A =0
k=1

gegeben. Waren die Funktiongplinear abhangig, so gabe es wenigstens einen Koef-
fizientena, # 0.
Wende das Skalarprodukt auf diese Gleichung an, dann gaétiigm=1,...,n:

n
<90m’ Z Ak‘Pk) =0
k=1

Dann folgt aus der Linearitat des Skalarprodukts fir dikdiSeite der Gleichung

n n
P D 4P = D APy 8 = APy ) = O
k=1 k=1

Weil (¢, o) = 0 (fir m = K) und<¢,, ¢,y # 0 ist, folgtA, = 0, und dam beliebig
gewahlt war, existiert keil,, # 0. Also sindg,, ..., ¢, linear unabhangig und damit
folgt die Behauptung. O

Wir wollen nun noch das Gram-Schmidtsche Orthogonalisigsuerfahren betrachten,
welches auch auf unendliche Systeme angewendet werden kann

Satz 2.3 (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfalen)
Sei(f,(X),.o €ine linear unabhéngige Familie von Funktiorfere R[s, t]. Diese ladsst
sich durch den folgenden iterativen Algorithmus orthodsieren:

In diesem Fall erhalten wir ein Orthogonalsystem @X)),..,- Normiert man die er-
haltenen Polynome am Ende noch, so liefert der Algorithmus
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ein Orthonormalsystet®,(X),.o Mit (¢, ¢,) = 1.

3 Systeme orthogonaler Polynome

3.1 Orthogonale Polynomsysteme

Wir wollen uns nun auf Skalarprodukte der Form (1) bzw. (20l @S konzentrieren,
die fiirn € N_, aus Polynomen

@, =P, =k X"+ KX" T+ K/x"2+ ... (k,#0) 3)

bestehen, deren Grad gernaist. Ein solches Polynomsystem nennen wir orthogonales
Polynomsystem (OPS).
Da die Polynome paarweise orthogonal sind, gilt

t

(P P} = f Pn(X)Pm(x)w(x)dx:{

S

h,#0 fallsn=m
0 fallsn#m’

(4)

Wir nennen ein Skalarprodugbsitiv definit wenn gilt

h, = (P R = [IRJ2> 0.

n'n

Sei nun ein gewichtetes Skalarprodukt gemarf3 (2) mit (4)lgEgeDann konnen wir das
OPS der Monome, X, ¥, X3, ..., welches den Vektorraum der Polynome aufspannt, mit
dem Gram-Schmidtschen Verfahren orthogonalisieren. \WWhden jedoch die Normie-

rung ¢, := S durch eine Skalierung gemaf (3) ersetzen und erhalten somitis

auf einen Skalierungsfaktor eindeutig bestimmtes OPS.

Beispiel 1 (Legendrepolynome)

Das einfachste gewichtete Skalarprodukt ist gegeben au(roh= 1, weiterhin wéhlen
wir das symmetrische Intervd8, t| = [-1, 1]. Die orthogonalen Polynome bzgl. dieses
Skalarprodukts werden Legendrepolynome genannt. Wircheen nun die ersten Le-
gendrepolynome mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisgsverfahren mit Hilfe
von Mathematica.

Dazu definieren wir zuerst ein Skalarprodukt. Grenzen undi@esfunktion setzen wir
gleich ein.



1
I n[1] : = Skalarprodukt [f_, g_]1 :=j f % gdx
-1

Nun definieren wir zwei Funktione@ramSchmidtOSvelche ein OS liefert un@ram-
SchmidtONSwelche ein ONS liefert.

I n[ 2] : = GramSchmidtOS [f _, anz_] :=
Module [{fliste , gliste = {}, t},
fliste = Table [f, {n, 0, anz -1}];
AppendTo [gliste , fliste [[1]11];
For [i =2, sanz, i ++,
t =fliste [[i]]-

i-1 i i i
ZSkaIarprodukt fiste [[111, gliste [LKITT _ oucie  [rki1s
k=1

- Skalarprodukt [gliste [[k11], gliste [[k1]]
AppendTo [gliste , t1];
gliste // Expand

]

I n[ 3]: = GramSchmidtONS [f _, anz_] :=
Module [{g = GramSchmidtOS [f, anz 1},
grrill

Table [ , . ;
+/Skalarprodukt  [g[[i 11, g[[i]1]

{i,1, anz}]]//

Expand

Wir wollen zuerst zeigen, dass sich der héchste Koeffigmon f, aufg, im Falle
vonGramSchmidtO&bertrdgt. Dazu betrachten wir

n-1 f,
gn:fn—Z< " g">g

(9099
Da f,, ein Polynom vom Grad ist lbertréagt sich der hdchste Koeffiziégtgenau dann
n-1 f ’
aufg,, wenn Eg” gki 0 ein Polynom vom Grad n—1 ist. Mit (gk, gk> =h, e R mit
k=0 \Jkr Tk

t n-1
h, = Ound f f.(¥)g,(x)W(x)dx := c € R erhalten WiI‘Z hﬁgk. Dag, ein Polynom vom
k=0 = K

S
Grad< Kk ist undc, h, Konstanten sind, erhalten wir aufgrund der Summationsgren

n-1 f ,
n— 1 fur é n gki g, ein Polynom vom Graé n — 1. Der héchste Koeffizierk, von
k=0 gk’ gk
f, bleibt also bei der Subtraktion
n-1 <f g >
f_ n? Jk g
" kzc; (909

unverandert und tbertragt sich somit gyif

Jetzt lassen wir uns die ersten zehn Legendrepolynomelaisgadem wir mitf = X"
starten.



I n[4]:= OSliste = GramSchmidtOS [x'n, 10]

1 3x 6x> 3 10x® 5x
Qut[4]= {1,x,x2—§,x3—?,x4—7+§_),x5— 5 o0
o 15X 5¢ 5 ., 216 1050 3«
11 11 237 13 143 429’
8 28x8 .\ 14x*  28x° A 36X’ .\ 126x°  84x° .\ 63x}
15 13 143 " 1287 17 85 221 = 2431
Nun lberpriifen wir noch die Orthogonalitét

In[5]:
Qut [ 5]

Skalarprodukt  [OSliste [[4]1], OSliste [[5]11]
0

und die Norm

I n[ 6] : = Skalarprodukt [OSliste [[4]1], OSliste [[41]]

Qut[6]= 775

Jetzt lassen wir uns die ersten zehn normierten Legengmepole ausgeben.

In[ 7] : = ONSliste = GramSchmidtONS [x'n , 10]

_ 1 3.3 [5,
nin= 153335 35025
105¢' 45 3 1 1 o 35 11, 15 11
8+/2 4\/5 8\/_ 8 2 8 2
231 315 , 105 _X ) 73
6 )
429 15 ; 693 5
2
6435 [17 o 3003 17 4 3465 315 17,
128 \ 2 2 2 2 128
12155 [19 o 6435 9 7.
128 \ 2
9009 1155 , 315
2 " 128

Auch hier Uberprufen wir die Orthogonalltat

1 315

I n[ 8] : = Skalarprodukt [ONSliste [[4]]1, ONSliste [[511]
Qut[ 8] =

und die Norm

In[9]:
Qut[ 9]

Skalarprodukt ~ [ONSliste [[4]]1, ONSliste [[4]11]
1

Die Polynome, dié&sramSchmidtON$&efert, sind also wirklich normiert.
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Zum Schluss vergleichen wir unsere errechneten Legenlyrepae mit denen die die
in Mathematica implementierte ProzediggendrePliefert. Dazu lassen wir uns die
ersten zehn Legendrepolynome ausgeben

In[ 10] : = LeP = Table [LegendreP [n, x], {n, 0, 9}]
3x2 1 5x2 3x 35x* 15x% 3

Qut[10] = {1’X'T_§’T_7’T_T+§’
63x° B 35x° N @( 231x8 B 315x4 . 105x2 B i
8 4 8 ' 16 16 16 16’
420X 693" 315¢ 35x 6435¢ 3003¢ 3465 315%¢ 35
16 16 16 16° 128 32 64 32 128
12155¢° 6435 . 9009%>  1155x° . 315x}
128 32 64 32 128

Als néchstes bilden wir den Quotienten mit den Polynomericheewir mit Gram-
SchmidtO3indGramSchmidtONS®rhalten haben

In[11] : = quotl =LeP/ OSliste [/ Simplify

3 5 35 63 231 429 6435 1215
Qt[11]= {11,555 5 75 16" 128’ 128

In[ 12] : = quot2 =LeP/ ONSliste // Simplify
~ 2 (2 (22 [2 |2 |2 [2 |2
Qit[12] = {@\@\Ewﬁ’?\/ﬁ'\/ 3\ 1

Multiplizieren wir nun die Polynome auSramSchmidtO&nd GramSchmidtON®it
den erhaltenen konstanten Faktoren, so sehen wir, dassoljieoRhsysteme bis auf
diese konstanten Faktoren gleich sind.

I n[13]: = Expand [quotl = OSliste ] == LeP
Qut [ 13] = True
I n[ 14] : = Expand [quot2 » ONSliste ] == LeP
Qut [ 14] = True

3.2 Eigenschaften von OPS

Als Nachstes wollen wir Eigenschaften betrachten, die@R&S besitzen. Dazu bewei-
sen wir

Satz 3.1 (Linearkombination)
Sei(P (x))neN ein OPS bzgl. eines gewichteten Skalarprodukts und(®gein Poly-
nom vom Grach. Dann istq(x) als Linearkombination

a0 = " R
k=0

des gegebenen OPS darstellbar, wobei die Koeffizienterbgegend durch

t
1 1
¢ =t (a.P) = e fw(x)q(x)Pj(x)dx.
j i
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Beweis:
Wir rechnen nach:

n

(a.R) = (g 6P P) = D &(Ra P) = g,

k=0

>c = hi(q P)und somit die Behauptung
j

Eine erste Folgerung daraus ist

Satz 3.2 (Strukturbeziehung)
Sei(RF,(X)yen_, €in OPS bzgl. eines gewichteten Skalarprodukts, dafij(stzu jedem
Polynom kleineren Grades orthogonal.

Beweis:
Aus Satz 3.1 wissen wir, dass sich jedes Polyrggr vom Grad kleinemn linear dar-
stellen lasst durch

a(xX) = ¢ Py(X) + ¢,P,(X) + ... + ¢, ;P _1(X)

mit konstanten Koeffizienteg,. Daraus folgt nun

=

n—

(a,R) =) a(PuPy) =0,

=~
I

da alleP, zueinander orthogonal sind.

Wir kénnen nun weiterhin folgern

Satz 3.3 (Nullstellensatz)
Die Nullstellen jedes OPS bzgl. eines gewichteten Skasalytts sind alle reell, einfach
und liegen im Inneren des Intervals t].

Beweis:

Seierx,, ..., x,,(0 = m < n) die Nullstellen vorP (x), welche im Inneren vofs, t] liegen
und einfach sind. Dann wechsé|{(x) genau an den Stelleq, ..., x,, das Vorzeichen.
Wir definieren das Polynom

1 fallsm=0
0y(X) =
(X=X)...x=x,) fallsm>0,

das an den gleichen Stellen vRgx) das Vorzeichen wechselt. Folglich hat das Produkt
W(X)P,(X)q,(X) in ganz[s, t] ein einheitliches Vorzeichen. Es gilt also

t
f W(X)P,(X)g,(xdx # 0.
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Dies kann aber nur dann der Fall sein, wenge: n gilt, denn firm < nist gemaf Satz
3.2P,(x) zu jedem Polynom kleineren Grades orthogonal. Weiterhifeld@s Polynom

vom Gradn héchstens Nullstellen, also muse = m gelten, also sind die Nullstellen
einfach. O

Wir kénnen nun den ersten Trennungssatz formulieren. Aligya ist es anzumerken,
dass es viele Trennungssétze gibt. Insbesondere wenn reaielspPolynomsysteme
wie z.B. Legendrepolynome, Chebychevpolynome usw. aemnketrachtet, kann man
noch wesentlich weitreichendere Aussagen uber Nullsigtesffen. Wir wollen uns in
dieser Arbeit aber auf den ersten und zweiten Trennungbeathranken, welche sehr
fundamentale Aussagen Uber die Lage von Nullstellen,gfiltialle Polynomsysteme,
enthalten.

Satz 3.4 (Trennungssatz 1)
Zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen einggagonalen Polynoms im
Intervall[s, t] liegt genau eine Nullstelle seiner Ableitung.

Beweis:

Gemal} des Satzes von Rolle liegt zwischen zwei Nullstelieer alifferenzierbaren
Funktion mindestens eine Nullstelle seiner Ableitung.FH&) ein Polynom vom Grad
n — 1 ist, liegen seine Nullstellen genau zwischen den Nulisteyon P (x) und sind
wegen Satz 3.3 einfach. O

Als ersten wichtigen Satz erhalten wir die folgende Rekunsgleichung:
Satz 3.5 (Rekursionsgleichung)

Jedes OPS bzgl. eines gewichteten Skalarprodukts erfidltekursionsgleichung der
Form

P.1X = (Ax+B)P,X -CP,_,X (n=0) (5)
mit KonstanterA,,, B, C,, die den Gleichungen
A = ©
Kns Ky
B, = AG™ -1 (7)
T A TR,
Ay
C, = —— (8)
) An—lhn—l
genugen.
Beweis:
Sein > 1 undA, = k1 Das Polynom

K,
I:)n+l(X) - AnXPn(X)
hat einen Grad& n und man kann es somit als Linearkombination

P10 = AXP.(X) = ¢,Py(X) + ... + ¢,P,(X).
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darstellen. Set = 0, ..., n— 2, dann folgt mit Satz 3.2, der Orthogonalitat véyix) und
der speziellen Eigenschdft, xg = (xf, g des Skalarprodukts

heo = (P + ... + ¢,P,(X), R) = (P10 — AXP,(X), P)
= (Poas R = A (xR0 B = =A, (P XR) = 0.
Dah, # O ist folgtc, = 0. Wir erhalten also eine Darstellung
P, —AXP,X =c,_,P,_;(X) +c,P,(X).

Mit ¢, = B, undc,_, = C, erhalten wir dann nach Umformung (5). Da alle Polynome
in (5) eine Darstellung geman (3) haben, kénnen wir einerffikantenvergleich von
X" durchflhren, welcher

kr,1+1 = Ankr,1 + Bnkn
liefert. Durch Umformung erhalten wir dann
k;1+1 — Ank; k;1+1 k;1
B, = = A (L Ty,
TR Ml Tk

Formen wir nun (5) um, so erhalten wir
C.P_1¥) =AX+B)P.(X -P,, ;X
und somit auch

Cnhn—l = Cn <P I:)n—1> = An <Pn—l’ XR1> + Bn <Pn’ I:)n—l> - <Pn+l’ I:)n—1>

n-1’
= An <Pn’ kn—an> = An& <Pn’ Pn> = An&hn
ky ky
Auflésen naclC, liefert dann (8). Definieren wir zusatzlich noeh, (x) := 1, so bleibt
unsere Rekursionsgleichung auchii O gultig. O

Es gilt ebenfalls die Umkehrung dieses Satzes

Satz 3.6 (Satz von Farvard)
Gilt fir ein PolynomsysterR (xX) eine Dreitermrekursion der Form

P, =AXx+B)P,X -CP_,X (n=0),P;(X)=0,R((X =1,

dann isP,(x) orthogonal. Ferner ist das zugehdrige Skalarprodukt istgelann positiv
definit, wenrC A A, , > 0 firn = 1 gilt.

Beweis:
Sei0.B.d.AQ,(X) :=

Koeffizientenk, = 1 gilt. Als Folgerung erhalten wir dann

P.(X)

. Dann istQ, (x) ein Polynomsystem bei dem fiir den hdchsten

An =1, Bn = _(k; - k;1+1) =Gy Cn = h_n = }Ln'

14



Dies liefert uns die Gleichung

QX = (X=¢)Q,_1 (¥ — 1,Q_x(X). 9)

Weiterhin erklaren wir die Gewichtsfunktiom’x) genau so, dass gilt

t t
f Qu(X)Q,(X)W(X)dxX = f Q,(¥w(x)dx =0 (10)

firn=1,2,3,... und
t t
f Qu()QOIWO)dX = f wedx = g = A,y

Integrieren wir nun (9) nach Multiplikation mit(x), so erhalten wir fiin = 1

t t t t
f Q,(X)W(X)dx = f XWX)dX — ¢, f Qu(XW(X)dx — A, f Q_ wx)dx=10

t

> [ Quoomtdx =, - ey =

FiUrn = 2 erhalten wir
t

t t t
f Q,(XwW(X)dx = f XQ(X)W(x)dx — ¢, f Q,(X)W(x)dx — A, f Qy(X)W(x)dx

S
t

= f XQ, (XW(X)dX — Cy(1; — Cyitg) — Ayptg

S
t

= [ xxQu0 =~ €,2000 = 1,Q409) = 5ty = i) = At

S
t t

= f X*W(X)dx — ¢, f XWX)AX — Cy(1y — Critg) — Afhg
S S
= fp — (C + Cuy + (A, —C Gy =0

Auf analoge Weise kénnen wir auch die folgenden Darstebanijirn = 3,4,5, ...
herleiten.
Umformung von (9) und Shift von liefert

XQn(X) = Qn+1(x) + Cn+1Qn(X) + )kn+1Qn—1 (11)

Multiplikation von (11) mitw(x) und Integration liefert dann zusammen mit (10)

t

f XQ,(Xw(x)dx=0, n=2.

S

15



Multiplikation von (11) mitxw(x) und Integration liefert zusammen mit (10)

t

f Q. (W(X)dx=0, n= 3.

S

FUhren wir dies fort, so erhalten wir

t

fx"Qn(x)W(x)dx =0, O<k<n.

S

Daraus folgt die Orthogonalitat va@, (x) bzgl. der Gewichtsfunktiom(x).

Wir missen nun noch zeigen, dass gilt

t
CAA. 1> 0 (PX),P) = f P2(xw(x)dx > 0.

Setzen wir (6) und (8) i€, A A,,_; ein, so erhalten wir

Anhn kn+l kn — kr%+1hn
Avihiy Ky kg Kehy g

Dak, undk,, als fihrende Koeffizienten vd?,(x) bzw. P, ;(X) ungleich Null sind gilt
k2> 0undk?,, > 0.
2
» <" SeiP,(x) positiv definit, dann gilh, > Oundh,_, > Ofurn = 1. MitC A A, = ::”ﬁalh”
n-1

folgtdannC A /A, , > Ofirn= 1.
,=" Wir zeigen diese Aussage induktiv. Weglen= 1 erhalten wir fim = 1

S

ksh
CAA = 2—21
kl
Also kannC,AA, > 0 nur gelten, weni, > 0 erfillt ist.
Furn = 2 gilt
k3h
C2A2A1 = kZZ—hi

Wennh, > 0, so folgt, das€,A,A, > 0 nur dann erfillt ist, wenh, > 0 gilt.
Fiarn = 3 gilt
kzh
C = 23
3A3A2 kghz

Wennh, > 0, so folgt, das€;A;A, > 0 nur dann erfillt ist, wenh; > 0 gilt. Fhren
wir dies fort, so erhalten wir fiin

kr%+1hn

CAA, 1= Kh
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Wennh, ; > 0, so folgt, das€ A /A, ; > 0 nur dann erfullt ist, wentn, > 0 gilt.
Wir sehen da$,, > 0, also die positive Definitheit voR,(X), genau dann folgt, wenn
CAA,_,>0furn= 1 erfalltist.

|

Wir wollen nun eine weitere wichtige Formel fir OPS einfuihtend beweisen.

Satz 3.7 (Summationsformel von Christoffel-Darboux)
Jedes OPS bzgl. eines gewichteten Skalarprodukts erfélisdmmationsformel von
Christoffel-Darboux

o1 1 kK Pus®Pyy) = PP
—P.XPR, 12
kZO hk IR = hn kn+1 X—-y (12)

Hieraus folgt im Grenzfalj — x

1
> R0 == = (B, 0P, 00 = PL00Py,100). (13)
k=0 K k”

Beweis:
Wir multiplizieren (5) bzglx mit P,(y) sowie (5) bzgly mit P,(x) und erhalten:

l. Pk+1(X)Pk(Y) = (AkX + Bk)Pk(X)Pk(Y) - CkPk_l(X)Pk(Y)
Il. Pk(X)Pk+1(Y) = (Aky + Bk)Pk(X)Pk(Y) - CkPk(X)Pk+1(Y)
Wir bilden nun I- Il und erhalten mit Umformungen:

P 1By — BOOP,1(Y) (AX+ B)P(X)P(Y) — G R 1 (¥R (Y)

-(AY + BOR.(X)P(y) + CBXP,,.(Y)

= AXB Py + BPXP(Y) — CP_1(XRY)
-AYRMXP.(Y) - B BXPR.(Y) - CP_1(Y)P(X)

= (X=YARMXRWY) + CGRMXR_1(Y) - B_i(XRY)

= Pk+1(X)Pk(y) - Pk(X)Pk+1(y)
& —(X=YARXB(VY)

(X = NAPXPY) + C(PMXP_1(Y) — B_i(X)P(Y)
— (P, 1®OR(Y) = BB, 1 ()
+C (BB _1(Y) = B_1(XR.(Y)

Einsetzen von (6) und (8) liefert:

X=-y
h

k(X) Pk (y) = Akh —( Pk+ 1(X) Pk (y) k(X) Pk+ 1 (y))

1
Ak— - 1(Pk(X)P—1(y) P 1(0R(Y)
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Summieren wir nun vok = 0, ..., n, so erhalten wir:

S 1
x=y)) . POIRY) Z( (Bt 0ORY) ~ RuOOR1 ()
k=0

1 (ROOB_,(Y) = R, (0P(Y))

1
Ak— k-1
Teleskopsumme

1
= - h lA_l(Po(X)P_l(y) - P—l(X)Po(y))

P..100P,(Y) — P,XP,,1(¥))

L1
Ap,

Mit h A ; (P,(X)P_1(y) — P_;(X)P,(y)) = O erhalten wir dann (12). Fir den Grenzfall

substltweren wily = X — zund setzen dies in (12) ein. Damit erhalten wir

51 1k, (B, 1:(00P,(X=2) —PB,(X)P,, (X~ Z))
—P.XP.(X-Z
é hk k( ) k( ) n kn+1 z

Fuhren wir nun auf beiden Seiten den Grenzibergand durch, was auf der rechten
Seite nach der Regel von L'Hospital zu erfolgen hat, so &hakir

1k (p ,
Zh RE00 = g (Ra0OR 00 — PI0OR,10).

O

Mithilfe der Summationsformel von Christoffel-Darbouxrkien wir nun den zweiten
Trennungssatz beweisen.

Satz 3.8 (Trennungssatz 2)
Zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen eiréisagonalen Polynont3 (X)
im Intervall[s, t] liegt genau eine Nullstelle vap,, ,(X) und umgekehrt.

Beweis:
Sei 0.B.d.Ak, = 1, dann gilt fir jede Nullstell&, von P,(x) wegen (13) die Unglei-
chung

P/ 0%)Py,106) < O.

Seien weiterhirk, undx,,, zwei aufeinander folgende Nullstellen véj(x), dann ist
das Vorzeichen voR/(x) undP;(x,,,) verschieden und aufgrund vé{(x)P,,,(X,) < 0

auch vonP/,,(x,) und P/, ,(X,,,). Folglich liegt zwischerx, und x,,, eine Nullstelle
von P, .(x), welche wegen Satz 3.3 einfach ist. Die Ruckrichtung karaiogngezeigt

n+1
werden. O
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4 Klassische orthogonale Polynome

4.1 Einleitung

Wir wollen nun Polynomsysteme der Form (3) mit der Eigenfidi49, welche die Ei-
genwertdifferentialgleichung

a(XY’(X) + T(X)Y'(X) + A,y(X) = O, (14)

erfillen, betrachten. Seien daz(x) undr(x) zunéchst beliebige stetige Funktionen und
A, eine beliebige Folge reeller Zahlen.
Wir setzen nury(x) = P,(X) in die Eigenwertdifferentialgleichung ein und erhalten

T(X)P{(X) + A,P,(X) = 0.

DaP;(x) ein lineares Polynom ist, muss aualx) = dx + e ein lineares Polynom sein.
Wir benutzen weiterhin den Ansayzx) = P,(X) und erhalten

o(X)Py (X) + TX)P5(X) + A,P,(x) = 0.

DaP,(x) ein quadratisches Polynom ist, muss au¢k) = ax* + bx+ ¢ ein quadratisches
Polynom sein. Die Eigenwertdifferentialgleichung istoails jedem Fall eine Polynomi-
dentitat. Koeffizientenvergleich des hochsten Koeffizeriefert uns

A, =—-(@nn-1)+dn).t

Die Polynomlésungen der Eigenwertdifferentialgleichkgnen nun vollstandig klas-
sifiziert werden. Aufgrund der Invarianz der Eigenwergiéntialgleichung unter einer
linearen Abbildung — fx+ gist das Polynomsyste@, (x) := P (fx + g) eine Losung
von (14) genau dann, weri)(X) eine L6sung ist. Die Invarianz ermdglicht es uns nun,
die Nullstellen voro(x) beliebig zu verschieben. Wir definieren also

e st o(X) konstant, so setzen wir(x) = 1
e Hato(X) eine einfache Nullstelle, so setzen wifx) = X
e Hato(x) eine doppelte Nullstelle, so setzen wrifx) = x?

e Hat o (x) zwei verschiedene reelle Nullstellen, so seien die Nulisiebei 1, -1
und wir setzerr(x) = x> - 1

und erhalten folgende Fallunterscheidung:

!Beweis folgt spater
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oX) | 7(X) P,(X) Familie
10 X X"
21 —2X H,(X) Hermitepolynome
3| x ~X+a+1 L@W(x) | Laguerrepolynome
4 | X2 (@+2)Xx+2 B@(x) | Besselpolynome
5|x-1|(@+B+2x+a-p| P | Jacobipolynome

Tabelle 1: Klassifizierung der klassischen orthogonaldyriéone

Diese Polynome werden die klassischen orthogonalen Polgrgenannt.

4.2 Orthogonalitat

Wir wollen nun beweisen, dass alle diese Polynomsystermsegudidie Besselpolyno-
me, in einem reellen Intervall orthogonal sind. Dazu musserzuerst die zugehérige
Gewichtsfunktion suchen. Sei alggx) zunachst eine beliebige stetig differenzierbare
Funktion auf dem Intervalls, t]. Wir betrachten dazu

(W) (X)Y' (X)) = WX)a (XY (X) + (WX)T (X)) (X) (15)
sowie mit (14)
=4, Y(X) = T(X)Y'(X) + o (X)Y"(X)
& —WX)A,Y(X) = WX)T (XY (X) + WX)T(X)Y (X). (16)

Genugt die Funktiomv(x) zusatzlich der Pearsonschen Differentialgleichung
(W) = T(IW(X),
so erhalten wir mit (15) und (16)

(W) ()Y’ (X))" + WX)A,y(X) = 0. (17)

Durch Losen der Pearsonschen Differentialgleichung srhakir eine bis auf einen
konstanten Faktor eindeutig bestimmte Darstellungwe, soferno(x) im Intervall
[s, t] nicht verschwindet, denn sonst wirde der Fall einer Null iemher doppelt auf-

treten:
29 dx

W(X) — ief T(X)
o(X)
Somit erhalten wir fir die Hermite-, Laguerre-, Bessel- dadobipolynome folgende
Tabelle, wobelC so gewahlt ist, dass die Beziehuagx) > 0 in dem zugehdrigen
Intervall [s, t] gilt.

o (X) P.(x) | Familie W(X) Intervall | Bedingungen
1 H (x) | Hermitepolynome| e* (—c0, 00)

X L@(x) | Laguerrepolynome x*e* (0, 0) a> -1

X2 B Besselpolynome | x?e* -

x2—1| P@® | Jacobipolynome | (1-x%(1+x¥ | (-1,1) |a>-1,8>-1

20



Tabelle 2: Gewichtsfunktionen der klassischen orthogem®&lolynome

Umformung der Pearsonschen Differentialgleichung liefer

(W) = TIWX)

S T (XWX + o)W (X) = T(X)W(X)
WX (¥ —0o'(X)
wx) ox

Mit Partialbruchzerlegung erhalten wir dann fur geeignejge € R

WX -0’ _ e B

W(X) o (X) X=X X=X,
wobeix,, X, € R die Nullstellen voro-(x) und somit genau die Intervallgrenzen darstel-
len. Integration liefert uns dann

W(X) = C(X — X)"(X = X,)°.

Nach Einsetzen der Intervallgrenzen erhalten wirGie (-1)° die Gewichtsfunktion
der Jacobipolynome.

Wir miissen nun zeigen, dass die orthogonalen PolynomeubdieBesselpolynome,
gemal den Spezifikationen aus Tabelle 2 orthogonal sind.

Satz 4.1 (Klassische OPS)

Die LésungsfamilieP,(x) der Eigenwertdifferentialgleichung mit(x) = ax? + bx+ c
(@abc = 0) undt(x) = dx+ e,d # 0) stellen OPS dar, welche die klassischen OPS
genannt werden. Die jeweilige Gewichtsfunktion ist durdh lBearsonsche Differenti-
algleichung gegeben. Es ergibt sich modulo linearer Teansdtionen eine Klassifizie-
rung der klassischen OPS gemél3 Tabelle 1.

Beweis:
Wir setzeny(x) = P,(x) und erhalten mit (17):
(WOOT (0P + A, WP, (X) = O.

Multiplizieren wir die zun gehorige obige Gleichung mi,(x) und die zum gehdrige
obige Gleichung miP,(x), so erhalten wir durch Gleichsetzen dieser beiden Gleichun
gen:

(WOOT (OPAX)) Pr(X) + A WXOP, ()Py(X) (WOOT (OPH() Py(X)
+A W(X)P (X)P,(X)
(WOIT(OPL(X)) PX)

— (W) (OPL(X)) P,(X)

< (A, = A)P,(XP,,(X)W(X)

Integration Uber das Intervdl, t] liefert:
t

t
A=A, f P, (0P, ()w(x)dx = f (WOOT(OPAX)) Pp(x)dx —

S
t

f (WO (OPH(X) Py(x)dx

S
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Mit partieller Integration der rechten Seite erhalten vand:

t

= (W(x)o-(x)P,’](x)Pm(x))ts— f W(X)o (X)P,(X)P;,(X)dx

S
t

- (W(x)o-(x)Pr;](x)Pn(x))ts— f W(X)o (X)P,(X)P.(x)dx

S

= (WO (XP,0OP(X);, — (WX (PP, (X)):
Stellen wir nun sicher, dass die Randbedingungen

lim X" (X)W(X) = Iirrt1 X"oc(XW(X) =0 neN_,

X—-S X— -

fur alle Familien orthogonaler Polynome gelten, so ist d€ethogonalitat gezeigt. Da-
zu verwenden wir die in Tabelle 2 gegebenen Intervallgnep@ewichtsfunktionen und
Zusatzbedingungen.

Fur die Hermitepolynome gilt

. 2 . 2
lim x"e™ = lim x"e™ = 0.

X—=—o00 X—00

Die Grenzbedingung ist erfillt, der schneller gegen Null konvergiert at8 gegen
—o0 bzw. co.

Bei den Laguerrepolynomen mussen wir die Zusatzbedingurng-1 mit betrachten.
Furs= 0 unda > -1 erhalten wir

lim x"xx*e™ = Q.
x—0

Firs = 0 unda < -1 erhalten wir

n+1

eX

1
lim xX"x—e™ = lim
x—0 X x>0 X

. Xl .
Betrachten wir nun den TermXT, so erhalten wir im Falh + 1 < (-1)a den Term

——, dessen Grenzwetb ist. Die Randbedingung ist also im Falle< —1 nicht

mehr sichergestellt.

FlUrt = oo und erhalten wir:

lim x"xx*e™ = lim x"*@e™> = Q,

X—00 X—00

dae* schneller gegen Null konvergiert af&+* gegeno. Im Fallen+1+a < 0 wirde
x"1+@ dann auch gegen Null konvergieren.
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Die Integrale der Besselpolynome existieren wegen

o, wenna + n+ 2 gerade

X—>—00

lim x**™2e =
—oco0, Wenna + n+ 2 ungerade

sowie
. 2
lim x**"?e™% = 0o

X—>00
in keinem reellen Intervall. Die Besselpolynome sind als&einem reellen Intervall
orthogonal.
Fur die Jacobipolynome gilt filgs= -1 unda > -1,8> -1

XIin_11 X' — 1)(1 - x*1+x¥F = 0.

Im Falles= -1 unda < -1,8 < -1 erhalten wir jedoch

. X"(x? — 1) . —x" —oc0, wennngerade
lim = lim —~ - =
-1 (L =X)L+ X  x-1(1-x*12+xP o0,  wennnungerade,

und im Falles= -1 unda = -1,8=-1

i -1 o = -1, wennngerade
-1 (1-x%1+x¥ x-1 = |1, wennnungerade.
Die Randbedingungist also fir< -1, < —1 nicht erfullt. Firt = 1 unda > -1,5 >

—1 erhalten wir
Iinl X' — 1)(1 - X)*1L+x¥F = 0.
X—

Im Fallet = 1 unda < -1, < -1 erhalten wir jedoch
. XN(x% — 1) . —x"
lim = lim = < =-
o1 (L=X%(L+xF 1 (1-x*11+xF
und im Fallet = 1 unda = -1,8=-1
Ney2 _
im Xx —D =lim-x"= -1
-1 (L-X)%A+xP  x1

Die Randbedingung ist also fiar< —1,8 < —1 nicht erfullt. Insgesamt sind die Rand-
bedingungen also nur erfillt, wemn> -1 undg > -1 gilt. O

Als Néachstes wollen wir nun die Umkehrung des vorherigezé&azeigen.

Satz 4.2

Sei(P,(X)),.o €in OPS bzgl. einer Gewichtsfunktionx), welche die Pearsonsche Dif-
ferentialgleichung mit einem quadratischen Polyrnoi) und einem linearen Polynom
7(X) sowie den Randbedingungen

lim x"o (X)W(X) = Iirrtl X'oc(XW(X) =0, neN_,
X—-S X—> -

erfiillt. Dann handelt es sich bé?,(X)),.., um ein klassisches OPS, das der Eigenwert-
differentialgleichung genugt.
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Beweis:
Sei 0.B.d.Ak, der hochste Koeffizient voR,(x) mit k, = 1. Wir definieren

Q. := (@ + bx+ )P/ (X) + (dXx+ e)P(X)

farallen e N_; undQ,(x) := 1. Wenden wir nach zweimaliger partieller Integration die
Pearsonsche Differentialgleichung sowie die Randbediggn an, so erhalten wir

t t
f W(X)X"Q, (x)dx = m(d + (m- D)a) f W(X)X"P, (x)dX.

Es gilt also:

t
f W(X)X"Q, (x)dx 0 O=m=<sn-1

t

fw(x)x”Qn(x)dx = nd+(n-Lah, (neN)

S

t
f W(X)Qy(X)dX hy.

Wegen (4) gilh, # 0. Wir miissen also noch zeigen, ddsgn—1)a # 0 gilt. Zusammen
mit den Randbedingungen erhalten wir

(W) = TIWX)
= (c(XWX)' X" = T(X)WX)X"

t t

= f (c)W(X))’ X"dx = f T(X)W(X)X"dX
) t st

= (o'(X)W(X)X”)ts— n f a(WX)Xldx = f T(X)W(X)X"dX
t ) St

= -n f (@ + bx+ o)X tw(x)dx = f (dx+ e)w(x)x"dx

= —Nau,,. 1 — nmn -NQu,, = dlun+l + eu,
= (d + naj,,, = —(Nb+ e, — Nqu,_,, (18)

dabei sindu, die n-ten Momente vow(x). Damit wir dasn-te Moment in eindeutiger
Weise aus seinen Vorgéangern berechnen kdnnen, chags — 1)a + 0 gelten. Somit
istd + (n— 1)a # 0 gezeigt.

Q,(x) ist wegenQ,(x) = n(d + (n— Da)x" + ... ein Polynom vom Grad. Demnach ist
(Q,(X)-0 €in OPS bzgl. der Gewichtsfunktionx), weswegerQ, (x) fur jedesn € N
ein Vielfaches vorP,(x) sein muss:

Q,X) =-AP,X) (MheN,y.
Wegenk, = 1 folgt, dass\, = —n(d + (n — 1)a) gilt. O
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4.3 Darstellung

Im Folgenden wollen wir Potenzreihenentwicklungen dessischen orthogonalen Po-
lynome betrachten. Wir werden sehen, dass bei geeignetdrd&& Entwicklungspunk-
tes alle diese Polynomsysteme hypergeometische Poteeareesitzen, welche uns ex-
plizite Darstellungen liefern. Dazu definieren wir zuerst:

Definition 4.3 (Pochhammer-Symbol)
Wir bezeichnen

T'@+k)

(@) :=a@+1@+2...(a+k-1) = @

k—Faktoren

als Pochhammer-Symbol.

Definition 4.4 (Hypergeometrische Reihe)
Die Potenzreihe

ay,...,a,
Z =

oFq > A,
b, ..., bq k=0

deren Summander, = A Z das rationale Termverhéltnis

Uy _ A, 21 _ k+ap)...k+a) z
@, AZ  (k+b)..(k+b)k+1

besitzen, nennt man hypergeometrische Reihe.

Die Summanden, = A Z einer hypergeometrischen Reihe nennt man hypergeometri-
schen Term.

Fur die Koeffizienten der hypergeometrischen Reihe enhaltedie Formel

. bl""’bq k=0 (bl)k(bq)kkl

Wir wollen nun hypergeometrische Darstellungen von kidsen orthogonalen Poly-
nomen herleiten. Dazu verwenden Mathematicaund dasSpecialFunction®ackage
von Prof. Dr. Wolfram Koepf, welches die in [CompAlg] Kapitel 10 (Potenzreihen)
und Kapitel 11 (Algorithmische Summation) vorgestelltewe einige weitere Algo-
rithmen zur Verfigung stellt.

Zuerst laden wir daSpecialFunction®ackage.
I n[ 15] : = Needs [,SpecialFunctions* 1

SpecialFunctions, (C) WolframKoepf, version2. 03, 2008

Fast Zeilberger, (C) Peter Paule and Markus Schorn (V2. 2) loaded

2Erhaltlich unter http://www.mathematik.uni-kassel-ekepf/Publikationen/index. html#down
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Entwickeln wir am Ursprung, so erhalten wir die Reijgx) = i A XK. Einsetzen in
die Eigenwertdifferentialgleichung liefert uns: o

IN[16]:= DE:= (a*X2 +bx*Xx+Cc)P’'[X]+ (d*x+e)P [Xx]-(n(a*xn+d-a))P[x].
Unter Verwendung der FunktidbEtoRES

In[17]: = req = DEtoRE[DE P[x], A[lk]]
Qut[17]= (k-n(ka+na-a+d)AK +(k+1(e+bkAKk+D+ck+1)(k+2Ak+2)==0

Fur die Laguerrepolynome entnehmen yar= 0,b=1,¢c=0,d=-1,e=a + 1) aus
Tabelle 1 und setzen dies in die Rekursion ein. Dies liefest u

In[18]:=req/.{a>»0,b>1,¢c-0,d>-1, e>a+1}
Qt[18]= k+1)(k+a+DAK+1) - (k-nAk ==0

Somit erhalten wir eine hypergeometrische Rekursion, Wmémg liefert uns

Ak+1_ k-n
A Kk+Dk+a+1)

daraus erhalten wir dann die hypergeometrische Darstellun

-n n
o n+a N+ a\(-1X
LD (x) = ( . ) F X |= Z (n i k)TXk' (19)
a

+1 k=0

Dabei ist ;a ein historisch gegebener Standardisierungsfaktor. it é&tzen wir

die Standardisierung der Laguerrepolynome fest. Um zu isewgedass die Gleichheit

L : i} n+a\(-D¥ .
(19) gilt, reicht es zu zeigen, dass das Termverhé , By = N mit dem
k - .
von Ay Ubereinstimmt. In diesen Féllen hatten sie die gleiche lggmmetrische Dar-

stellung und waren folglich gleich. Wir definieren dazu
(-1)7k
ki’

In[19]: = Bk =Binomial [n+a, n-K]

und erhalten

In[20]: = W/ / FunctionExpand
Qut [ 20] = n-—k

_(k+ Dk+a+1l)
Somit ist die Gleichheit gezeigt.

Fir die Hermitepolynome erhalten wir nia = O,b = 0,c = 1,d = -2,e = 0) die
Rekursion

Inf[21]:=req/.{a-»0,b->0,c>»1,d-»-2, -0}
Qut[21]= (k+1)(k+2Ak+2)—2(k-n)AKk) ==

3Siehe Abschnitt ,Erzeugende Funktionen* fiir mehr Detailslen FunktioneiEtoREundRETODE
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vom hypergeometrischen Typ, welche nach Umformung dieaBest

Ak+2 _ 2(k-n
A, k+1k+2)

besitzt. Da die obige Rekursion eine Rekursion zweiten &asit, erhalten wir flr
gerade bzw. ungeradedie Darstellungen

m
H, () = (= 1)m(2m) F, X2
12
und
-m
Hom, 1 (X) = (—1)m(2rr:n7+|1)!2)(1|:1 S ]
: 32

Schreiben wir nuid () = x”F(Xiz), alsoF(y) = X‘”Hn(x)lle,w, so liefert dies eine ech-
te hypergeometrische Reihe, welche algebraisch hergelegrden kann [CompAlg].

Dazu leiten wir die Differentialgleichung der Kompositiber und konvertieren diese
wieder in eine Rekursionsgleichung. Als Resultat erhakligrdie Rekursion

(n = 2K)(n— 1 - 2K)A, + 4K + DA, = 0.

Umformung liefert
A (=2k-1-2k

A 4K+ 1) ’

daraus erhalten wir dann

-n/2,—-(n—-1)/2 Ln/2) (—1)k
H,(¥) = (2x)" 2Fo[ - ] Z ki(n— 2k)|(2X)n_2k’ (20)

e

was wir als die Standardisierung der Hermitepolynome é&stn. Der Standardisie-
rungsfaktor 2 ist wieder historisch bedingt.

Um die Gultigkeit der letzten Gleichheit zu verifizieren giéifen wir wieder die
. . B . .
Gleichheit der Termverhéltnlsséll. Dazu definieren wir
k

o (DK (2)7 (n-2k)
In[22]: = Bk = T ;

und erhalten
Bk/.kosk+1

In[23]:= 'T//Simplify
2k-n(2k-n+1
Qut[23]= 4)(|(<+1) *h

Aus der Gleichheit der Termverhéltnisse folgt dann die leeit und die Giltigkeit
der Darstellung (20).
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Fur die Besselpolynome erhalten wirmgt = 1,b = 0,c = 0,d = o + 2,e = 2) die
Rekursion

I n[ 24] :
Qut [ 24]

req/.{a-»1,b-0,c-0,dsa+2, -2}
k-nk+n+a+DAK +2(kk+1)AKk+1)==0

vom hypergeometrischen Typ, welche nach Umformung dieaBest

Aii  k=nmk+n+a+l)

A 2k +1)

besitzt. Somit folgt die hypergeometrische Darstellung

-n,n+a+1 Mn+a+1) -n
By (X = ,F, -3 |= on X F 2 (21)

X
- -2n—«

welche wir als die Standardisierung der Besselpolynontsdéezen.

Fur die Jacobipolynome mussen wir um eine hypergeometrisébung zu erhalten an
den Stellerx, = +1 entwickeln.
Mit (@a=1,b=0,c=-1,d=a + S+ 2,e= a — p) erhalten wir dann die Rekursion

In[25]:=req2 =req/.{a-»1,b->0,c»>-1,dsa+B+2, e»a-f}
Qt[25]= k-nKk+n+a+B+DAK + K+ (@-BAK+1—(k+1)Kk+2)Ak+2) ==

Man sieht, das im Falle der Jacobipolynome, im Gegensateawadderen klassischen
OPS, keiner der Term&,, A, ;, A.,, wegfallt. Um nun eine hypergeometrische Rekur-
sion zu erhalten, die nur aus zwei Termen besteht, missatievintwicklungspunkte
—1 und+1 betrachten. Dazu transformieren wir die obige Rekursidteta der Funkti-
on RETODEaus dentpecialFunction®ackage in eine Differentialgleichung

I n[ 26] :
Qut [ 26]

DE2 = RETODKreqg2 , A k, F, x]
-n(n+a+B+1)FX+
(@X+BxX+2Xx+a-BFXN+X-DX+1F’'x)==0

und substituierer - z+ 1

In[27]:= DE3=
-n(N+a+pB+1)F[z]+
(a(z+1) +B(z+1)+2(z+1) +a-B)F[z]+
((z+1)-1) ((z+1) +1) F'[z] ==
Qut[27]= -n(n+a+B+ 1 F@+
(@@Z+D)+Bz+D)+2Zz+D+a-BF@+2(z+2F"(2 ==

Anschlie3end transformieren wir die DifferentialgleicigumittelsDEtoRE zurlick in
eine Rekursionsgleichung. Dies liefert uns

I n[ 28] : = DEtoRE[DE3 F[z], Alk]]
Qut[28]= k-nk+n+a+B+DAK +2(k+Dk+a+1)Ak+1)==0
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Wir erhalten also eine Rekursion erster Ordnung, welch&danverhaltnis

Aii  k-mk+n+a+p+1)
A~ 2k+Dk+a+1)

liefert. Daraus folgt dann mit = x — 1 die hypergeometrische Darstellung

-n,n+a+p+1
n+a
Prga’ﬁ)(x) = ( n ) oFy 1%)( (22)
a+1

(1 - %)

_ T@+n+1 zn:nl“(a+,8+n+k+1)
‘n!r(a+ﬁ+n+1)k:0 k] 2T(@+k+1)

Um die obige Gleichheit zu zeigen betrachten wir wieder dieniverhéltnisse. Dies
liefert
Binomial [n, kl1Gamma@a +B+n+k +1]

In[29]:= Bk = 2’k Gammal[a + k + 1]
Bk/.k->k+1

In[30]: = #/ / FunctionExpand

out [ 30] = n-KEkK+n+a+B+1)

2k+D)k+a+1)

Somit ist die Gleichheit gezeigt.
Als Nachstes wollen wir nun noch den Falbs z— 1 betrachten. Dazu substituieren wir
dies in die zuvor bestimmte Differentialgleichung und éxdra

In[31]:= DE4-=
-n(N+a+pB+1)F[z]+
(a(z-1)+B(z-1)+2(z-1) +a-B) F[z]+
((z-1)-1) ((z-1) +1) F"[z] ==
Qut[31l]= -n(n+a+B+1F@+

(@@Z-D+Bz-D+2z-D+a-BF@+(z-2zF'(29 ==
Rucktransformation mittel®EtoREin eine Rekursionsgleichung liefert

In[32]:
Qut [ 32]

DEtoRE[DE4, F[z], Alk]]
k-nk+n+a+B+DAK -2k+1D)k+B8+1)AKk+1)==0

mit dem Termverhaltnis

A, k=nmk+n+a+p+1)
A 2k+Dk+B+1)

Daraus folgt dann mit = 1 + x die hypergeometrische Darstellung
-n,Nn+a+L+1
n+
P A(x) = (—1)”( nﬁ ) oFy st (23)
B+1

Mit (22) setzen wir im Folgenden die Standardisierung deoBgolynome fest.
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Als Nachstes wollen wir explizite Darstellungen fir die Mente der Laguerre-, Hermite-
und Jacobipolynome herleiten. Die Momente der Besselpohakénnen wir nicht be-
stimmen, da die Besselpolynome in keinem reellen Intersditieren und somit das

t
Integralf X"w(x)dx nicht existiert. Prinzipiell kann man die Momente auf atialshe
S

t
Weise durch Bestimmung des Integrals x"w(x)dx fur die jeweiligen Intervalle und

Gewichtsfunktionen der klassischen OPS bestimmmen odatgebraische Weise aus
der Rekursiongleichung

cru, , + (e+ bnju, + (d +anu,,, =0,

welche wir bereits hergeleitet haben (18). Wir werden fig ldaguerre- und Hermi-
tepolynome die algebraische Herleitung verwenden, dadseti Fallen die Rekursion
ein hypergeometrisches Termverhaltnis aufweist und witisbesonders einfache Dar-
stellungen erhalten. Im Falle der Jacobipolynome ist didditang aus der Rekursion
wesentlich schwieriger, weswegen wir darauf verzichted die analytische Variante
wahlen.

Fur die Laguerrepolynome setzen wir also= 0,b=1,c=0,d = -1,c= a + 1) und
erhalten die Rekursion
(@+1+nu,—u,, =0.

Umformung liefert

M1 Cwtlene (a+1+n)(n+1).
s n+1

Somit erhalten wir
_ (@+1),1),

f n!
Mit Mathematiceerhalten wir flinu,

0*

In[33]:= py =Integrate  [Exp[-X1X a, {X, 0, =}, Assumptions - a>-1]
Qut[33]= I@+1)
Einsetzen liefert uns dann,

Pochhammer [a + 1, n]Pochhammer[1, n]
n!

In[34]: =
Qut[34]=Th+a+1

* o/ | FunctionExpand

Ein Vergleich mit der Integralherleitung bestétigt unses®tat

I n[35]: = Integrate  [X'n Exp [-X1X" a, {X, O, o},
Assumptions - {a>-1&&n=z 01}]
Qut[35]=T(h+a+1
Fur die Hermitepolynome setzen wa = 0,b = 0,c = 1,d = -2, e = 0) und erhalten
die Rekursion
L 2lun+1 =0.
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Umformung und Shift vom liefert uns

Hnp _N+1
Mo 2
Da die Rekursion die Symmetriezahl 2 hat, missen wir sienaregeraden und einen

ungeraden Anteil zerlegen. Wegen
In[36]:= y, =Integrate  [x e™?
Assumptions - {nz 0}]

’ {X1 -, (X)},

Qut[36]= 0

verschwindet aber der ungerade Anteil. Setzen wiraua u,,, So erhalten wir
_ (DD
Tk Mo

Wir bestimmery,

In[37]: = p, = Integrate [ e™?, {X, -, o},
Assumptions - {nz 0}]

Qut[37]= Vr

und erhalten somit fii,

Pochhammer[1/ 2, k]Pochhammer[1, k]

In[38]:= 7

Ug ! I FunctionExpand
1

out [ 38] = r(k+ E)

fir geradek = 2n.

Insgesamt kénnen wir also auch definieren

1 ne(N+1) ]0 ,ngerade
fn = 50+ (10T )—{

2 (%) , nungerade.
Der Vergleich mit der Integralherleitung bestatigt unsesitat.

In[39]: = Integrate  [x"e™?, {X, -», w},

Assumptions - {n 2 0}]
n+ l)

out [ 39] = %(1+(—1)”) r(7
Fur die Jacobipolynome erhalten wir gt= 1, b=0,c= -1, d=a+8+2,e=a—-p8)
die Rekursion

Ny, 4+ (@=Pu, + (@+p+2+nu,,, =0.
Wir sehen, dass im Gegensatz zu den anderen Polynomsyskemen der Termex
wegfallt. Es kdnnen also keine der obigen Methoden angegtemerden. Die Rekur-
sion bietet nattrlich immer noch die Mdglichkeit die jevigéh Momente aus deren
Vorgangern zu berechnen. Dazu bendtigen wir lediglich ZBtartwerte, welche wir
leicht finden kdnnen.
Um jedoch eine explizite Darstellung zu finden betrachtardas Integral

1
f(l —X)%(1 + x’x"dx,
1
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welches ein Beta-Integral ist. Siehe dazu z.B. [Tab] S.1089
Ldsen mitMathematicdiefert dann die explizite Darstellung der Jacobipolynome

I n[40] : = Jacobi u =
Integrate  [x" (1 +x)#(1-x)%, {x, -1, 1},
Assumptions - {n > 0&&a > -1&&B > —1}]/ / FunctionExpand
ED"Tn+DHTB+D) ,F(N+1,-asn+B+2; _1)+
rn+p5+2
rn+HI(@+1),Fn+1,-Gin+a+2-1)
I'h+a+2)

Qut [ 40] =

4.4 Struktureigenschaften

Im folgenden Abschnitt sollen weitere Eigenschaften kiater OPS untersucht wer-
den. Dazu betrachten wir zunachst eine weitere Rekursion.

Satz 4.5 (Rekursion)
Erfillt ein Polynomsysteni,(x) die Dreitermrekursion (5), dann erfiillt es auch die
Rekursion

xP,(X) = a,P,,,(X) + b,P,(X) + c,P,_,(X (24)
mit 1 B c
=, bn — __n’ = —n_ 25
a, A A G A (25)
Beweis:

Sei alsoP (x) ein Polynomsystem, welches die Dreitermrekursion (5)leridann gilt
far P,(X):
P,..:¥ = (Ax+B)P,(X) - C P, ,(X.

Durch Umformung erhalten wir

<P, = AxPX +BP,X-CP,_,(X

= -AXPX = -P.,,X+BP,X-CP,_,(X
1 B C
S xPX = —P, X+ (——”) P+ —P,_;(X
A, ™ A, A, "
Setzen wir nun
aTI = 1 = —& = &
Ay A Ay

so erhalten wir die obige Rekursion. Bgx) (5) erfillt erfullt es somit auch (24). O

Wir werden nun sehen, dass man fiir die Koeffiziedtgr, , C, und damit aucha,,, b, c,
explizite Darstellungen herleiten kann.

Satz 4.6 (Koeffizienten der Dreitermrekursion)

SeiP,(x) = kx"+ kx™ + k/x"2 + ..(n € N_,) ein klassisches OPS, welches die
Eigenwertdifferentialgleichung mit einem quadratisctiiynomao(X) und einem li-
nearen Polynom(x) erftillt. Dann erfilltP,(xX) die Rekursionsgleichung (8),,,(X) =
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(Ax+B)P,(x —-CP _,(X (n=0)mitden generischen Formeln

_ Kuut
Ky
sowie
_2bnan+d-a)-e-d+2a)Kk,,,
" (d+2an(d-2a+2an) Kk,
und

~ ((an+ d — 2a)n(4ca— b?) + 4a’c — ab? + a€® — 4acd + db? — bed+ d?c) (an+d - 2a)nk_,
no (d — 2a+ 2an)’(2an— 3a + d)(2an— a + d) k. o

Die Koeffizientera,, b, undc, ergeben sich dann gemal (25).

Beweis:
Die Koeffizienten erhalten wir durch Koeffizientenvergkei©azu verwenden wivlia-
thematica Wir betrachten die drei hochsten Koeffizienten

n-1 n-2

In[41] : = p =k x" + kstr  x""* + kstrstr
Qut [ 41] = kstrsty, x™2 + kstr, x™ + k. x"

nX

und setzen diese in die Eigenwertdifferentialgleichumg ei

In[42] : = EDGL= (a*Xx®+b*x+cC) *D[p, {X, 2}1+ (d*x +€) *D[p, X] +,p
Qut[42] = (aX¥ +bx+c)
((n=3) (-2 kstrsty, xX** + (n—2) (n— D kstr, "2 + (n— D nk, x"?)+
(e+dx) ((n—2) kstrsty, X% + (n— 1) kstr, X2 + nk x"*)+
(kstrstr, X2 + kstr, X" + k, X") A,

Als Nachstes teilen wir durck* und multiplizieren aus

In[43]: = liste = Together [EDGI x"™*]

Qut[43]= arfk,xX*—ank x*+dnk x*+k A, x* + bre k x —bnk x*+
enk x3+arn?kstr, X+ 2akstr, X3 — d kstr, X3 — 3a nkstr, x>+
d nkstr, X3 + kstr, 4, X3 + c Pk, x> —cnk x* + b r® kstr, X2 + 2 bkstr, x>~
ekstr, X2 — 3b nkstr, x* + e nkstr, x> + a r® kstrstr, x* + 6 akstrstr, xX*—
2 d kstrstr, x> — 5a nkstrstr, x> + d nkstrstr, x? + kstrstr, A, X% + ¢ r® kstr, x+
2 ckstr, x — 3¢ nkstr, x + b r? kstrstr, x + 6 b kstrsty, x — 2 e kstrst, x—
5b nkstrstr, X + e nkstrstr, x + ¢ n? kstrstr, + 6 c kstrsty, — 5 ¢ nkstrstr,

Jetzt legen wir eine Koeffizientenliste bzglan

I n[ 44] : = Coeff = CoefficientList [liste , X1
Qut [ 44] = {ckstrsty, n* — 5 ckstrsty, n + 6 ckstrsty, ckstr, n? + bkstrsty, n°—
3ckstr, n— 5bkstrstr, n+ ekstrstr n + 2 ckstr, + 6 bkstrstr — 2 ekstrstr,,
ck, n? + bkstr, n? + akstrstr, n? — c k, n— 3bkstr, n+ ekstr, n— 5akstrstr, n+
d kstrstr, n + 2 bkstr, — ekstr, + 6 akstrsty, — 2 d kstrstr, + kstrstr, A,
bk,n®+akstr, n® — bk n+ek n-3akstr, n+dKkstr, n+
2akstr, — dkstr, + kstr, 1,,ak n®—ak n+dk n+k,A,}

n
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Koeffizientenvergleich liefert uns nux),

I n[45] : = subl = Solve [Coeff [[5]] ==0, A,1[[1]]
Qut[45] = {A, > -arf+an-dn}
Einsetzen von,, in die Koeffizientenliste und Koeffizientenvergleich ligfansk’,
In[46]: = sub2 =
Map[Factor , (Solve [Coeff [[4]] ==0, kstr 1/.subl [[1]1]1)[[1]1],
{2}]

_ ninb-b+ek,
Qut [ 46] = {kstrn—>—2na_2a+d }

Einsetzen vork in die Koeffizientenliste und Koeffizientenvergleich ligfansk’

In[47]:= sub3 =
Map[Factor |,
(Solve [Coeff [[311==0, kstrstr 1/ . {subl [[111, sub2 [[111})[I
111, {2}]
_ 202 _ _ _
Qut [47] = {kstrst;1—>(n Hnn?k?-3nkP +2b?> -3eb+2enb+ € 2ac+cd+2acn)kn}

2@2na-3a+d)(2na-2a+d)
Als Néachstes wollen wia,, b, undc, aus (24) bestimmen. Dazu definieren wir zuerst

In[48]:= p,=p/. {sub2 [[1]], sub3 [[1]11};
Pn,a =P,/ . No>n+1;

Py =P,/ . N>n-1;
Einsetzen liefert

In[49] := rekgll =x=*p,-a,*pP,,1-b,P,-CrP,1
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Qut [ 49] = —cn((((n—1)2b2—3(n—1)b2+2b2—3eb+2e(n—1)b+
€-2ac+cd+2ac(n-1))(n-2)(n-1k,_,x"3)/
2R2m-a-3a+d)2nh-Da-2a+d)+

(n-1)b-b+e -1k, , xr2 1
2(n-1)a-2a+d oy X )+

x(((n—1)n(n2b2—3nb2+2b2—3eb+2enb+e2—2ac+cd+2acn)
k,x"?)/(2@2na-3a+d)(2na-2a+d)+

n(nb—b+ek,x"1
2na-2a+d +k“Xn)_

bn(((n_l)”(”2b2—3nb2+2b2—3eb+2enb+e2—2ac+cd+2acn)
k,X"?)/2(2na-3a+d)(2na-2a+d)+
— n-1
ninb-b+ek,x +knx“)—

2na-2a+d
an((n(n+1)((n+1)2b2—3(n+1)b2+2b2—3eb+2e(n+1)b+

€ -2ac+cd+2ac(n+ 1)k, x" 1)/
22mn+a-3a+d)2nh+Da-2a+d)+
n+H((n+Db-b+ek, X" il
2(n+1a-2a+d hua X )

Als Nachstes erstellen wir wieder eine Koeffizientenliste

I n[ 50] : = coeff4 = CoefficientList [rekgll /X" (n-3), x1;:

Koeffizientenvergleich liefert uns darg

In[51]: = sub4 = Solve [coeff4 [[5]1]1==0, a,1[[1]]
Qut[51] = {a, - k"}
kn+l

Einsetzen vora, und Koeffizientenvergleich liefert

I n[52] : = sub5 = Map[Factor , Solve [coeffd [[4]] ==0, b,1/.sub4, {3}1[I

111
_)_2abr?—2abn+2bd n—2ae+de}
n (d+2an(na-2a+d)

Einsetzen vorp, und Koeffizientenvergleich liefert

Qut[52] = {b

In[53]:= subb =
Map[Factor , Solve [coeff4 [[3]]==0, c,1/.
{sub4 [[1]1]1, sub5 [[1]11}, {3}1[[1]]
Qut[53]= {c,>(n(na-2a+d)(-4crPa’*-4ca®+8cnad +b’a-ea+b’n*a+
4cda-2b’na-4cdna-cd®-b*d+bde+b’dn)k,)/
(2na-3a+d)y(2na-2a+dy’@2na-a+dk, )

Mit Hilfe von (25) kdnnen wir dann noch,, B, undC_ bestimmen

1
In[54]: = An=a—/.sub4
n
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Qut [ 54] = k“k:1

In[55]:= B, =-b,A,/.sub5
Qut [ 55] = (2abrP-2abn+2bdn-2ae+dek,,,
d+2an(2na-2a+d)k,
In[56]:= C,=c,A,/.sub6
Qut[56]= (n(na-2a+d)(-4crfa®-4ca+8cnad+b’a-efa+b’n*a+
4cda-2b’na-4cdna-cd®-b*’d+bde+b*dnk,,,)/
(2na-3a+d)(2na-2a+d?@2na-a+dk, )

|

Als Folgerung aus Satz 4.6 erhalten wir auch eine expliatelel fur die Quadratnorm.

Satz 4.7 (Quadratnorm)

SeiP,(x) = kX" + ... .n € N_) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen Polynofx) und einem linearen Polynomgx)
erfillt. Dann gilt die Beziehung:

n+1

h.. (n+1@n-1) +d)dbe- cd® + db’n — 4dcan- 4n’ce? — €”a + n*b*a) (kn+l )2

h, (d + 2an)’(2an+ a + d)(2an— a + d) K,
Beweis:
Gemal (6) und (8) gelten fid, undC, die Gleichungen
An hn kn+1
C,=-— undA_ = .
An—l hn—l An kn

Formt man nun (8) um, fuhrt eine Indexverschiebung durchseatdt (6) ein, so erhalt

man h An kﬁ
ml_c N —-C S
hn i An+l i knkn+2

Setzen wir nun die in Satz 4.6 gewonnene Formeli{iein, so erhalten wir die obige

h
Darstellung fUr%l. O

n

4.4.1 Ableitung klassischer OPS

Als Nachstes wollen wir Ableitungen klassischer OPS genbeachten. Dazu zeigen
wir

Satz 4.8 (Ableitungsregel)
Ein klassisches OPS, das Ldsung der Eigenwertdiffergigighung ist, erfullt eine
Ableitungsregel der Form:

oc(XP(X) = P, X +L,P.X)+ P X (heN) (26)
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Beweis:
Wir zeigen, dass eine Ableitungsregel der Form

TOPLX) = (X +BIP. )+ %P _,(¥) (NeN) (27)

gilt. (26) erhalten wir dann, indem wir die Rekursionsgteing (24) anwenden. Setzen
wir nunP,(x) = kX" + k\x™1 + k’x"2 + ..(n € N_) ein und vergleichen den hochsten
Koeffizientenx™?, so erhalten wir
@, = an.
Nach Vorraussetzung i§,(x) bzgl. w(x) orthogonal. Als Nachstes betrachten wir die
selbstadjungierte Form (17)
(WOOT(OPA(X)) + A WP, (X) = 0

und zeigen, dass daraus die Beziehung

t
f w(X)or(X)P,(x) f (x)dx =0 (28)

fur alle Polynomef (x) vom Grad< n — 2 folgt. SeiF(x) die Stammfunktion vorf (x),
welche den Graé n— 1 hat. Dann erhalten wir mit partieller Integration

t t

f W(X)o-(X)P;(X) f (x)dx = (W(x)o-(x)Pr’](x)F(x))tS— f (WO (0P F(x)dx

t

=2, f W(X)P, (X)F (x)dx = 0.

S

Der letzte Schritt folgt aus der Orthogonalitat vi@yix) undF (x). Aufgrund vonc?n =an
ist der Grad des Polynonagx)P/(X) — o, X < n. Es gilt also

TP = aXP(X) = > &P,(X.
i=0

Mit (28) folgt danne; = 0 fir 0 < j < n - 2. Setzen wir; = ﬁn unde,_; = ¥, SO
erhalten wir (27). O

In Satz 4.6 haben wir gesehen, dass man mittels linearebfddearstellungen fur die
Koeffizienten finden kann. Dies wollen wir nun auch &jt 5, undy, tun.

Satz 4.9 (Koeffizienten der Ableitungsregel)

SeiP,(x) = kX" + ....n € N_) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen Polynofx) und einem linearen Polynomgx)
erfiillt. Dann erfilltP (X) die Ableitungsregel mit folgenden generischen Koeffizent

ke
kn+l

@, =an
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sowie
_n@n-1) +dybd - 2ag

Pn= (2a(n - 1) + d)(2an + d)
und
_ n(@an-1) +dy@an - 2) + dy(n@an+ dy4ac - b?) + a€* + cd? — bde k,
= @2n- 1)+ dya2n+3) + dy2ain— 1) + d)2 k.,
Beweis:

Auch hier werden wir die Koeffizienten wieder mit Koeffizientvergleich undiathe-
maticaherleiten. Dazu verwenden wir die bereits hergeleitetemén fiirA, k'’ und
k”. Diese setzen wir in die Ableitungregel ein, legen eine Koiehtenliste an, nachdem
wir durchx™3 geteilt haben, und erhaltén

In[57] : = ablregel =apPp,1 +BaPn + ¥ Pro-

(ax2 +bx +c)DIp,, X1:
I n[ 58] : = coeff5 = CoefficientList [ablregel /X" (n-3), x];
Koeffizientenvergleich liefert

I n[59]: = sub7 = Solve [coeff5 [[5]]==0, a,1[[1]1]

ank,
Qut[59] = -
t[ ] {a'n kn+l}

Einsetzen vomr, und Koeffizientenvergleich liefert

I n[60] : = sub8 = Map[Factor , Solve [coeff5 [[4]] ==0, B,1/.sub7, {3}1[[1]1]
_ (bd-2aenna-a+d)
Qut [60] = {8, ~ (d+2an)(2na—2a+d)}

Einsetzen voiB, und Koeffizientenvergleich liefert

In[61]: = sub9 =
Map[Factor , Solve [coeff5 [[3]] ==0, ¥,1/.
{sub7 [[1]11, sub8 [[111}, {3}1[[11]
Qut[61] = {y, > (n(na-2a+d)(na-a+d)
(4crfa®+4ca-8cnad-ba+efa-b’n“a-4cdar
2b’na+4cdna+cd®+b*d-bde-b*dn)k))/
(2na-3a+d)y(2na-2a+dy’@2na-a+dk, )
O

Zum Abschluss wollen wir zeigen, dass die Ableitungen vasgischen OPS wieder
klassische OPS darstellen.

Satz 4.10 (Ableitung klassischer OPS)

SeiP,(x) = kX" + ....n € N_) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen Polynofx) und einem linearen Polynomgx)
erfillt. Dann ist das Polynomsystei,, ,(X)),., wieder ein klassisches OPS. Hiervon
gilt auch die Umkehrung: Ein OFS(X), flir welches die Folge der Ableitung®f, ,(X)
wieder ein OPS darstellt, ist klassisch.

4Der Output wird hier und im Folgenden unterdriickt, wenn ér $&ng ist.
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Beweis:
Ableiten der Eigenwertdifferentialgleichung liefert uns

oXY”(X) + o’ (XY’ (X) + (XY’ (X) + 7' (XY (X) + A,y (X) = 0.

Daher erflllty(x) = P/(xX) auch die Eigenwertdifferentialgleichung mit gleicherx)
wie P, (x). Somit ist auch die Folgé>,, ;(X)),.., wieder ein klassisches OPS.

SeiP/(x) nun ein klassisches OPS mit
oc(XP/(X) + T(XP (X) + p,P(X) = 0,

T(X) = 7(X) + o’(X) undp,, = T'(X) + A,,. Sei weiterhinQ, (x) ein klassisches OPS mit
o(QF(X) + T(X)QL(X) + 4,Q,(X) = 0.

Wir definieren 1
QX := - (P (X) + TOP4(X)) -

n
Ableiten liefert dann

o(X)P/ (X) + o’ (XP (X) + T (XP;(X) + T(X)P/ (X)
TP (X) + (T(X) + 07 (X)) Py () + T (OP;(X)
= -AP(X.

Folglich mussQ,(x) = P,(X) gelten, weswegen aud?\(x) ein klassisches OPS ist, da
es wieder die Eigenwertdifferentialgleichung mit quadiiemo (x), linearemr(x) =
o’(X) — 7(X) und konstantem,, = p,, — 7/(X) erfullt. O

4.4.2 Stammfunktionen klassischer OPS

Als Nachstes wollen wir Stammfunktionen klassischer OR&bhkten. Dazu leiten wir
zuerst eine wichtige Strukturformel her.

Satz 4.11 (Strukturformel)

SeiP,(x) = kX" + ...(n € N_,) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen Polynofx) und einem linearen Polynomgx)
erfillt. Dann erfllltP (x) die Strukturformel

P.(X) =a,P., X +bPX +cP_ (X (29)
Beweis:

Sei (P,(X)),., €in klassisches OPS, dann gilt figf, ,(X) wegen Satz 4.10 eine Rekursi-
onsgleichung der Form

XP/(X) = a; P, (X) + BLPA(X) + ¥ P, (X). (30)
Als Néachstes leiten wir (26) ab

39



oX)P/(X) + o' XP/(X) = P, ,(X) + B,P(X) + v,P,_,(X

und ersetzemP/(x) mit Hilfe von (30), dies liefert uns

oX)P/(X) = a P, ,(X) + b P(X) + ¢ P _;(X). (31)

Jetzt substituieren wir (31) in die Eigenwertdifferergiaichung und erhalten

aP . (xX)+bP(X+cP_(X)+TXP/(X +A,P,X = 0.

Ersetzen wir nuxP,(x) mit Hilfe von (30), so erhalten wir

P.(X) =a,P., X +bPX +cP_ (X
O

Auch hier kdnnen explizite Formeln fur die Koeffizienten teli$ linearer Algebra her-
geleitet werden.

Satz 4.12 (Koeffizienten der Strukturformel)

SeiP,(x) = kX" + ...n € N_) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen Polynofx) und einem linearen Polynomgx)
erfillt. Dann erfulltP,(X) die StrukturformeP,(X) = gnP,’Hl(x) +’5nP,;(x) +EnP,;_l(x) mit
generischen Koeffizienten:

— 1k
an - n+1 kn+l

sowie

e 2ea-db

N (d + 2an)(d — 2a + 2an)
und
< (n-1)@an+d - a)4ca— b?) + a€® + d’c — bedan k,
" (d-2a+2an’2an-3a+d)2an-a+d) K,

Beweis:

Auch hier werden wir die Koeffizienten wieder mit Koeffizientvergleich undiathe-
maticaherleiten. Dazu verwenden wir die bereits hergeleitetemé fiirA,, k| und
k. Diese setzen wir in die Strukturformel ein, legen eine Khtenliste an, nachdem
wir durchx™# geteilt haben, und erhalten

I n[62] : = struktformel =a,DIp,,;, X1 +b,DIp,, X1 +c,DIp,_1, XI - P,¢
I n[ 63] : = coeff6 = CoefficientList [struktformel I X (n-4), X1 ;

Koeffizientenvergleich liefert
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I n[64] : = subl0 = Solve [coeff6 [[5]] ==0, a;n] [[111]

Qut [ 64] = {an%ﬁ}

Einsetzen vorz?a\ﬂ und Koeffizientenvergleich liefert
I n[ 65]: = subll = Map[Factor , Solve [coeff6 [[4]1] == O, bn]/ . sub10, {3}] [r111

B bd-2ae }
(d+2an@2na-2a+d)

Qut [ 65] = {b, -

Einsetzen v0|1’1),\1 und Koeffizientenvergleich liefert

I n[ 66]: = subl2 =

Map[Factor , Solve [coeff6 [[3]] ==0, én]/.
{subl0 [[1]]1, subl1 [[1]11}, {3}1[[1]]

Qut [ 66] = {c, >
-(an(-4crfa®*-4ca+8cnad+bPa-ea+b’n*a+4cda-2b°na-4cdna-
cd®-b*d+bde+b’dn)k,)/
(2na-3a+d)y2na-2a+dy?@2na-a+dk, )}
O

Als eine Folge der Strukturformel (29) finden wir nun expgkzDarstellungen fir die
Stammfunktionen klassischer OPS.

Satz 4.13 (Stammfunktion klassischer OPS)

SeiP,(x) = kX" + ...n € N_) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen Polynofx) und einem linearen Polynomgx)
erfillt. Dann hat die Stammfunktion vd?y(X) die Darstellung:

f P, (00X = &P, ,(X) + B,P,(X) + C,P, 4 (X)

Fur die klassischen OPS ergibt sich insbesondere

1
an(X)dX: mHm_l(X),

(@)

ng")(X)dX = Lga)(X) — Ln+1(X),

2N+1+ @) (@
B(a)d = Bn+
f n 0% = T DZnrasDentat 2ot

4 (@)
@Cn+a)2n+a+2) B ()

2n
n+o)@2n+ao)@n+a+1)

BY1(x),
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2n+a+p+1) (@,8)
(@,B) _
f P 00dx @n+a+p+D)2Nn+a+L+2) Pret ()

2(a - p) (@,8)
(2n+a+,8)(2n+a+,8+2)P” ®
2n+a)(n+p) @p)

 (N+a+B@n+a+B)@n+a+B+ 1)Pn—l (X).

Beweis:

Integrieren wir die Strukturformel (29), so liefert dieedstammfunktion. Setzen wir
dann die Daten fur die jeweiligen Polynomsysteme ein, saltrh wir die obigen Dar-
stellungen. O

4.4.3 Rodriguesformel

Als Nachstes wollen wir die Rodriguesformel betrachenciveleine wichtige Chara-
kerisierung der klassischen orthogonalen Polynome dkrste

Satz 4.14 (Rodriguesformel)

SeiP,(x) = kX" + ... .n € N_) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen Polynofx) und einem linearen Polynomgx)
erfillt. Dann haP,(x) die Darstellung

n

E d ]
Pa(X) = WoO O W) (x)") (32)

welche die Rodriguesformel fi#,(xX) genannt wird.
Umgekehrt sind die durch die Rodriguesformel gegebenehtfeuren flir quadratisches
o (X) und lineares(x) immer klassische OPS.

Beweis:
Wir definieren

Q.(x —iﬁ W(X)o (X)"
h(X) = W(x)dX“( (X))o (X)") .

Um die Korrektheit der Rodriguesformel zu beweisen, miusgereigen, dass es sich
bei Q,(x) um Polynome vom Grad handelt und dass diese bzg(x) orthogonal sind.
Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass die OPS bis auf Stahsiarung gleich sind.
Zuerst wollen wir nun tberlegen, wax@(X) ein Polynom ist. Dazu betrachten wir den
Falln = 1. Es soll
1 w

QX = weo WX)o (X)) = %a(x} +0'(X) = Ax+ B
ein lineares Polynom sein. Dann erhalten wir fur geeignge € R mittels Partial-
bruchzerlegung

WX  AX+B-0'(X) N B
W(x) o (X) X=X X=X,
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wobeix;, X, € R die Nullstellen vorno-(x) sind. Integration liefert dann die Gewichts-
funktion der Jacobipolynome. Betrachten wir auf analoges@/die Féalle, dass(x)
linear oder konstant ist, so erhalten wir die linear tramaferten Gewichtsfunktionen
der Laguerre- bzw. Hermitepolynome. Die Funktionen die fiiirquadratisches(x)
und lineareg(x) aus der Rodriguesformel erhalten sind also immer klassi€dPS.

Wir wollen nun zeigen, dass es sich l§gj(x) um ein Polynom vom Grad handelt.
Dazu setzen wir voraus, dasgx) ein Polynom vom Grad 2 undr(x) ein Polynom
vom Grads< 1 ist. Weiterhin seiv(x) eine Gewichtsfunktion, welche die Pearsonsche
Differentialgleichung erfullt. Wir werden den Nachweissd@rades fin = 0,1, 2...
fuhren. Den allgemeinen Fall erhalten wir dann induktiv.

Firn = O ist nichts zu zeigen.

Firn = 1 erhalten wir 1
Q,(X) = Weo (WX (X)) = 7(X),
also ein lineares Polynom.

Firn = 2 erhalten wir

WXQ(X) = (WXo(0?)” = (WX)T (X)) (%) + WX (X0 (X))

= (W(X)O'(X) (T(X) + (r’(x))),

= (WX)TX) (T + 07 () + WX)T(X) (T(X) + 0 (X))

= WTO) (1(X) + 07 (X)) + WX (X) (T(X) + (X))’

= W(X)(T(X) (t00 + 0 (0) +0 (%) (%) + cr'(x))’).

linearxlinear

Somit istQ,(x) ein quadratisches Polynom. Leiten wiimal ab und wenden-mal die
Pearsonsche Differentialgleichung an, so enthalt auehQ,(x) den Faktom(x). Der
n-te Koeffizient ist immer ein Produkt aus Termen der Fatm na,(n € N), welche
wegen Satz 4.2 ungleich Null sind. Daraus folgt, d@s&) wirklich ein Polynom vom
Gradniist.

Wir missen nun noch zeigen, dass die Polyn@y@) bzgl.w(x) orthogonal sind. Dazu
genligt es zu zeigen, dags(x) orthogonal zux™ ist fir m < n. Denn wegen Satz
3.1 kann marx" als Linearkombination darstellen. Mitfacher partieller Integration
erhalten wir

t t t
f Q,X™W(x)dx = f (;j—)a W) ()" x"dx = (-=1)" f XM Pw(x)o(x)"dX.
Wegenm < n gilt (x™®™ = 0 und somit

t
f Q,(X)X™W(x)dx = 0,

daraus folgt dann die Behauptung. O

Als Nachstes wollen wir noch einige Aussagen zu den Stamsiardngskoeffizienten
der Rodriguesformel betrachten.
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Satz 4.15 (Standardisierungskoeffizienten der Rodriguesfmel)

SeiP,(x) = kX" + ....n € N_) ein klassisches OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung mit einem quadratischen Polynofx) und einem linearen Polynomgx)
erfiillt. Die Standardisierungskoeffizientep der Rodriguesformel

n
P E, d

= W0 W) (X)) ,

haben das Termverhéltnis

En+1 _ @an-1+d kn+1
E, (@2n-1)+d)2an+d) k,

n

Fiira + 0 erhalten wir furE,, selbst

_ Ky

"oan-1+9)

Beweis:

Seiy(x) eine Losung der Eigenwertdifferentialgleichung mit q@didchenuo (x), linea-
rem7(X) und konstantem_, € R. Durchn-maliges Ableiten erhalten wir wegen Satz
4.10 mitv, (x) = y™(x) das klassische OPS

o XV (X) + 7,V (X) + p V(X) = 0.
Fir die Koeffizienterr (x) undp,, gilt dann
7,(X) = 7(X) + no”’(X),

und 1
pn=A+nt + én(n - Do”.

Setzen wip,, = 0, so erhalten wir

A=A

,=—-Nt’" — %n(n - Do”.
Als Nachstes betrachten wir die selbstadjungierten Forthén
(O (IWXY(X))” + A, WX)Y(X) = O

und
(W (VX)) + AW (XV,(X) = O

far y(x) undv,(x) mit den zugehorigen Gewichtfunktion@iix),w,,(X).
Weiterhin erfullenw(x) undw, (x) die Pearsonsche Differentialgleichung mit

(T (XW(X))" = T(X)W(X)

und
(TOW, (X)) = T (IW,(X).
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Mit der Darstellung vonr,(x) konnen wir nun eine Verbindung zwischen(x) und
Wy(X) := W(X) herstellen mittels

ﬁg%%%ﬁlzrdm=rmﬂ4wﬁm=gﬂ%g?1+nfm)

_, [TW0) _ (o eowx)y

W0 = Weo + no’(X)

Ldsen dieser Differentialgleichung liefert
w,(X) = o"w(x), n=0,1,...

Damit gilt dann auctr(xw,(x) = w,,,(X). Mit diesem Resultat und,(x) = (Y™)'(x) =
y™D(x) = v ., (x) erhalten wir nach Umformung der selbstadjungierten Forigl.bz
w,(X) die Darstellung

1 ’
W, (XV.(X) = - (Vs 2 OOW, (%))

Hieraus erhalten wir sukzessive

l ’ l l 17 1 (n)
WY(X) = Wo(XVo(X) = —— (V(0OW, (X)) = —— - (V(OW,(X)) " = ... = — (V,(OW,(X))

Po PoP1 E
mit
n-1
A= [pe A =1
k=0

Dies liefert uns L

AW(X)

Isty(x) ein Polynom vom Grad, so erhalten wiy™(x) = k,n(n-1)(n-2)...3-2-1 = k nl.
Daraus folgt

(" owe0y ™))™ .

y(X) =

E
Yo(X) = P,(X) = W?o (@"OW(x))™

mit E, = A;1PY(x).
Einsetzen vom, in A, liefert uns zusammen miflathematica
k,n!

In[67] := En= ;
n[e7] n (-1)'n Mg (-nxd-3n(n-1)2a+k»d+Jk(k-1)2a)

In[68]:= WI / FunctionExpand

(na-a+dk,,,

Qut[68] = d+2am(@na-a+d)k,

also das gesuchte TermverhaltnELl. Nun verifizieren wir noch die Gultigkeit der
n

Darstellung fUrE,
kn

a’nPochhammer [n -1 + d, n] g

In[69]:= Bn=

45



In[70]: = W/ / FunctionExpand

(na-a+dk,,,
(d+2an(@2na-a+d)k,

Die Termverhaltnisse sind identisch. Daraus folgt die igkittit der Darstellung vok,,.

Qut [ 70] =
O

4.5 Verbindungskoeffizienten

In diesem Abschnitt wollen wir uns Uberlegen, wie Inforroagn, die fir ein Polynom-
system(Q,,(X)) .o 9egeben sind, auf ein anderes Polynomsystmw)),_, transferiert
werden kdnnen. Seien daB(x) undQ,(x) Polynomsysteme vom Grad welche auf-
grund der linearen Unabhéangigkeit eine Beziehung der Form

P00 = > Cr(MQy() (33)
m=0

besitzen. Die Koeffiziente@ (n)(n € N_,, m= 0, ...n) heilBen Verbindungskoeffizienten
zwischenP,(x) undQ,(X). Im Folgenden se€ (n) nur flr ganzzahligen, nerklart und

es gelteC_(n) = 0 aulerhalb dem x n-Region. Weiterhin beschranken wir uns auf
Polynomsystem@ X) und@ (X), bei denen die hochsten Koeffizienten 1 sind. Das
folgern wir so: Wenrk, undk die hochsten Koeffizienten vdﬁ(x) und Q,,(x) sind

sowieC (n) die Verbindungskoeffizienten zmsché’g(x) undQ (X) mit
n
P09 = > CmQy(),
m=0

dann gilt zwischeiC_(n) undEm(n) die Beziehung
C,(n) = %Cm(n).

Im Folgenden wollen wir fuC_(n) Rekursionsgleichungen herleiten, da diese in eini-
gen Fallen hypergeometrische Terme als Lésungen besitéahC,_(n) jedoch vonm
und n abhangig ist, werden wir im ersten Schritt gemischte Re&osgleichungen er-
halten. Ziel ist es dann, im Weiteren reine Rekursionsgleigen bzglmundn fir die
Verbindungskoeffizienten zu finden.

Sei nunP,(x) ein OPS, welches die Eigenwertdifferentialgleichung lérfiit o(x) =
ax¥ + bx+ cundr(x) = dx+ e und seiQ,(x) ein OPS, welches die Eigenwertdifferenti-
algleichung erfillt mizr(x) = @ + bx+ cund7(x) = dx+ €.

Dann erfillen beide OPS die Rekursion (24) mit den Koeffitarr(25). Die zuQ,(X)
gehorigen Koeffizienten werden im Folgenden durch Ubetsgrnotiert. Wir erhalten
also zusammen mit (24)

XP.(X) =a P, ,(X) +b,P,(X +c,P, (X

und ~
XQm(X) = é'mQr’n_\\.]_(X) + mem(X) + CQO_l(X)s
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wobei alle Koeffizentem,, b, c,,a., b, T, explizit gegeben sind.

Als Néachstes wollen wir unabhéangige Rekursionsgleicharfgedie Verbindungsko-
effizientenC_(n) herleiten. Dazu betrachten wiP,(x). Anwenden von (33) autP,(X)
liefert

XPy(X) = Y XCr(MQu(9 = > C) (8, Q 109 + B Qi) + TQpy 1))
m=0 m=0

Als Néachstes betrachten warP,,,(X) + b,P,(X) + c,P,_;(X). Anwenden von (33) liefert

n

aP. . (X+b P (X)+c,P,_,(X) = Z (2,Cn(N + DQ(X) + b.CMQ(X) + €,Cn(N — QX)) .

m=0
WegenxP,(x) = a P,,,(X) + b,P,(X) + ¢,P,_,(X) erhalten wir dann

n

Z (3,Con(n + DQ(X) + B,Cr(MQu(¥) + 6,Cir(N = QX)) =

m=0

n
D (3, Q 109 + By Qi) + TuQpy 1)
m=0
Indexverschiebung und Koeffizientenvergleich liefert daan dieerste Kreuzregel
aC.n+)+bC mMm+cC,n-=a, ,C. ,(n+bC.(n+T.,C..(N. (34)

Um die zweite Kreuzregel zu erhalten, die von denselberalWenC_(n+1),C.(n),C(n—-
1),C,. ,(n) und C_,,(n) wie die erste Kreuzregel abhangt, betrachten wir den Term
XP/(X). FlrxP;(x) gelten dann Rekursionsgleichungen

XP/(X) = @ Pl (X) + BiPAX) + ¥ P. (%)

und
XQ(X) = @ Q109 + B Qi) + Vi Q1 90-
Mit den obigen Rekursionsgleichungen und (33) erhalterdaimm

XP/(X) P (%) + BrPi(X¥) + %P (X)

n

D (@ Con + DQ) + BICHMQ(X) + %Cn(N = DQ()

m=0

D CamxQ, (0
m=0

D Car (@, Q200 + B Qi) + 7 Q1) -
m=0

Also

n

D (@ + DQX) + BICHMQ(X) + %:Crn(N = DQ() =

m=0
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D Car™ (@ Q109 + B Q09 + Vi Qi 1) -
m=0

Durch Indexverschiebung und Koeffizientenvergleich égmalvir dann dieweite Kreuz-
regel

a,C.(n+1)+5.C.n+y%C. (-1 =a,,,C,,(N +B;Cm(n) + % 1Crr (). (35)

Analog kann man aus der Strukturformel die Kreuzregel

—

«C(+1)+bC Mm+cCMn-1)=a_ ,C ,M+DbC N+, C.. . (36)

herleiten. Diese ist aber linear von der ersten und zweitenikegel abhangig und lie-
fert somit keine neuen Resultate.
Zur Herleitung einer dritten unabhéangigen Kreuzregeldwottten wir den Spezialfall
o(X) = o(X). Mit der Ableitungsregel (26) erhalten wir die beiden Redtonsgleichun-
gen

oc(XP/(X) = a,P,1(X) + B,P,(X) + ¥,P,_1(X

und
TIQX) = @ Quny1 () + By Q) + ¥ Qi1 = T (X Qfy(X).
Aus den Rekursionsgleichungen und (33) folgt dann

T ()P(X)

a/nPn+1(X) +:8npn(x) + ’)/nPn_l(X)

n

= > (€:Cra(+ DQy09 + B,CrMQu(¥) + %, Crn(N = DQ(X)

m=0

= ) CMor Q)
m=0

= " ColM (@ Qupa + B Q) + ¥ Qpn 1)) .
m=0

Also .
Z (anCn+l(n + 1DQ, (X + B,C,(mQ,(X) +%C(n— 1)Qm(x)) =

m=0

D Col) (@ Q109 + B Q) + 7 Q1)
m=0

Durch Indexverschiebung und Koeffizientenvergleich égmalvir dann diaritte Kreuz-
regel

o C.(n+1)+5C.(n+y%C, (-1 =12,,C, N+ BmCm(n) + Y1 Crmea(M.  (37)

Um nun reine Rekursionsgleichungen bzglund m zu erhalten, missen wir mittels
linearer Algebra aus den drei Kreuzregeln die Variakilgn (n) undC,,, ,(n) bzw.C_(n+
1) undC_(n - 1) eliminieren. Dies liefert dann den folgenden Satz:
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Satz 4.16 (Verbindungskoeffizienten klassischer OPS)

SeiP,(x) = X"+ ... (n e N,y ein klassisches OPS mit dem hdchsten Koeffizienten
k, = 1, welches die Eigenwertdifferentialgleichung mit einenadratischen Polynom

o (X) = a+bx+c und einem linearen Polynonix) = dx+ e erfiillt. Sei ferneQ,.(x) =

X"+ ... (m e N_,) ebenfalls ein klassisches OPS mit dem hdéchsten Koeffiziente
k., = 1, welches die Eigenwertdifferentialgleichung mit einenadratischen Polynom

o (X) = o(X) und einem linearen Polynotix) = dx+ € erfiillt. Dann gilt die Beziehung
(33), wobelC_(n) die Dreitermrekursion

— (M-n)(@@am+d — a+ an)(d + 2am)(d + a + 2am)(d + 3a + 2am)
(d + 2am+ 2a)°C_(n) + (-dbrd + 2dantb + dbd + 2damb
+ 2dena+ dde + 2ddbm— mbd” — ed” — 4a?rPe — mPabd + bnda— 2eda
— 4a’me- 4edam+ 2mPa’e + 2ean? — 2ea’n — makd + 2mdea+ 2med’
— bréda)(d + 2am+ 2a)(m+ 1)(d + a+ 2am)(d + 3a+ 2am)C,,.,(n) — (d + 2am)(m+ 1)
(—am-2a+ an—d + d)(@am+ an + a + d)(@b’m? — 4a?méc — 8a’mc+ 2amby — dadmc

+ miFd — 4adc— a@® + al¥ — cd” + bed — 4a’c + b2d)(m + 2)C,..,(n) =0

mit AnfangswerterC,(n) = 1,C_,,(n) = 0 bzgl. m erfiillt. AuBerdem gilt die Dreiterm-
rekursion

— (d + 2an)*(d — a + 2an)(d + 2an+ 2a)(d + a + 2an)(-Mm+ N+ 2)
(d+am+a+anC_(n+2)+(d—a+ 2an)(d + a+ 2an)(n + 2)(d + 2an)
(—2ead - bd’n — 2mé&e + 2nrfa’e + 2a’en— 4e&n? + 2dbd - 2dea
+ mbda- bd? + 2eda- 4eadn+ 2edan- abdrf — bdna+ 2a’er? — nfabd
— 4ea’n — dmbd+ 2danb+ 2darfb + 2ddbn+ 2dmea
—ed? +ddeC (n+ 1) + (d + 2an+ 2a)(n + 2)(n + 1)(@n— am+ d — d)
(an+am- a + d)(bed- a€ — d*c — 4acnd - 4a’cr? + ab’n? + nk?d)C(n) = 0

bzgl. n.

Beweis:

Zuerst mussen wir die Koeffizienten, 5* undy* der zweiten Kreuzregel herleiten. Die-
se erhalten wir aus der Rekursion (30), welche wir analogh@@nderen Koeffizienten
zuvor mit Mathematica herleiten. Wir geben also die Rekunsiormel ein und teilen
diese durch*

In[71] : = rekgl2 = as,D[p,,;, X] + Bs,DIp,, X1 +v¥s,DIp,_;, X] - xD[p,. X1;
In[ 72] : = coeff7 = CoefficientList [rekgl2 /X" (n-4), x1;
Mit Koeffizientenvergleich erhalten wir dann die Koeffizien.

In[73]:= subl3 = Solve [coeff7 [[5]1]==0, as,1[[1]]
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Qut[73] = {as, > ﬁ}

I n[ 74] : = subl4 = Map[Factor , Solve [coeff7 [[4]] ==0, Bs,1/.subl3, {3}1[[1]1]
2abrf-2abn+2bdn-bd+de

Qut[74]= {Bs, — - d+2an(na-2a+d) }

I n[75] : = subl5 =

Map[Factor , Solve [coeff7 [[3]] ==0, ys,1/.
{sub13 [[11], sub14 [[11]1}, {3}1[[1]]
Qut[75] = {'ysh—>
(hna-a+d)(-4crPa’-4ca?+8cnad+b’a-efa+b’n*a+4cda
2b?na-4cdna-cd®-b*d+bde+b’dn)k,)/
(2na-3a+d)(2na-2a+dy’(2na-a+d)k, )}

Als Nachstes definieren wir nun die drei Kreuzregeln.

In[76]:=crl =crl = a,C,In+1]1+b,C [n] +c,C,In-1] ==
oa,,C,,[n]+ob C.[n]+o0c.,,C.,[N];

In[77]:= cr2 =as,C,[n+1] +Bs,C,In] + ¥s,C,[n-1] ==
0as,, G, [n] +0Bs,C,[N] +0¥S,,,C,1[N]:
In[78]:= cr3 =a,C,[In+1]1+B,C,[n] + ¥C,In-1] ==

0a,, G, [N] +0B,C,IN] + 0¥, 1 Gy [NT 5

Nun missen wi€_(n — 1) undC_(n + 1) sowieC_,_,(n) undC_,,(n) eliminieren. Dies
liefert uns die beiden neuen Rekursionen

In[79]: = rekl =Eliminate [{crl, cr2, cr3 }, {C,[n+1], G, [n-11}]
Qut[79] = —-c,0as,_; @,C, (N +C, 0, as, C,(M+
a, 0aSy, 1 % Cwl(n) — 8,0 1 VS, Cwl(n) -Gy Oﬁsm @p Cm(n)+
C, 0B, as, C,(n) — ¢, es, B, C(N) + ¢, @, Bs, C,(n) + a, 08s,, %, C,(n+
by, as, %, Cr(N) — 0, s, 7, Crr(M) — @, BS, ¥, Cir(M) — @, 08, S, Cry(N)—
b, a,vs, C,(N) + ob, &, vs, C,(N) + &, B, ¥S,, C,(N) — C,, 0¥Spq @ Crpe (M+
Ch OVmi1 @S, Cm+1(n) + 8, 0YSni1 Cm+1(n) = 0Gpn1 @5, Y Cm+1(n)_
8, 0¥my1 ¥Sh Cinea (M + 0G,q @ 7S, Crryg(N) == 08,4 (@5, %, — @ ¥Sy) Crpg (M)

und
In[80]:= rek2 =Eliminate [{crl, cr2, cr3}, {C,,[n], C,.,[N]1}]
Qut [ 80] = —0Gn,1 0aSyH 1 M Cm(n -+ 08y 1 0YSmi1 Cm(n -+ OGn,1 O 1 ¥S, Cm(n -D-

081 O¥me1 ¥Sh Cin(N = 1) + 0G5 08y, 1 0By Cr(M) — 0G4 00y 4 OBy, Cry(M)+

bn 0aSy 1 OV Cm(n) - Ohn 0aSn_1 O¥my1 Cm(n) + 08,4 Oﬁsm OYms1 Cm(n)_

b, 0@, ; 0YSy, 1 C(N) + 0B, 0y, ; OYS,,.1 Cry(N) — 08,,_; 08, 0¥Sp.1 Cry(M—

0Gn,1 005y ﬁn Cm(n) + 08n_1 O¥Smia IBn Cm(n) + 0Cny1 00y IBSn Cm(n)_

08n-1 O¥mi1 1831 Cm(n) + 8, 0S8y 1 O¥myg Cm(n +1)- a, 0y OYSnya Cm(n +1)-

0G,1 008, 1 @, C(n+ 1) + 08,1 0¥S,,,1 @, C(N+ 1) + 0G4 O ; @S, C(n+ 1)—

081 O¥my1 @S, Cp(N+ 1) == C, (00,1 O¥Spq — 00Sy_1 O¥ppeq) Cr(n— 1)
Da wir alle auftretenden Koeffizienten bereits zuvor hergget haben, konnen wir diese
in unsere Rekursionen einsetzen. Nach einem Shifiwerhalten wir
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In[81]:=rek3 =rekl /. m->m+1;
rek4 =rek2 /.n->n+1;
In[82]:= rek5 =
Map[Factor |,

Collect [Simplify [Numerator [Together [rek3 [[1]] -rek3 [[2]1111]1,
{CnIn1, C1[n1, G, [N1}1]
Qut[82]= -n(n-m)(ma+na-a+d)(4crPa’+4ca®-8cnad -b?a+
fa-b’nfa-4cda+2b’na+4cdnatcd+b’d-bde-b*dn)
(2am+od)(2ma+a+0d)(2ma+3a+0d)Cm(n)(2ma+2a+0d)2—
m+Dn(dcrfa®+4ca -8cnad -b*a+ea-b*nPa-4cda+2b’na+
4cdna+cd®+b’d-bde-b*’dn)(2ma+a+od (2ma+3a+od)
(-4enfa’-4emd +2nr oea’ + 2n” oea” + 2moea” - 2noea’+ 2bd nf a+
2bdma-bnfoda-br’oda-2eoda-bmoda-4emoda+bnoda+
2d noea+2mod oea - eod — bmod” +bdod+2bd mod-bd nod+d odog
Cra(M(@ma+2a+od +(M+1)(m+2)n(4crPa’+4ca? -8cnad —b?a+
fa-b’n*a-4cda+2b’na+d4cdna+rcd+b’d-bde-b*dn)
(2am+od (ma-na+2a-d+ody(ma+na+a+od
(4cnfa®+4ca+8cma-ba-bnfa+ogfa-2b"mar
4coda+4cmoda+cod - b®od—b*>mod- bod og C,,,(n)

und

In[83]:= rek6 =
Map[Factor |,
Collect [Simplify [Numerator [Together [rek4 [[1]1] -rekd4 [[2]1111]1,
{Cpln + 2], Cyln + 1], GyIn1}1]

Qut[83]= M+l (m-n-2)2na-a+d)y2na+a+d)(2na+2a+d)(ma+na+a+od)
(-an?b?-modb?® - od oeb + 4a%cn? + cod® + ao€” + 4ac mod)
C,n+2)(d+2an’-(m+1l(n+2)(2na-a+d)(2na+a+d)
(-2enfa®*-2erfa®+2em&-2end +4n“oea’+4noea’+bdnfa+bdrfa-

2dea-bdmat+bdna-2dena-2brfoda+2eoda—-2emoda-2bnoda+
2doea+4dnoea+bd®+bd?*n-2bdod-deod+bdmod-2bdnod+ d”oe)
(-an?fb?-modb?® - odoeb +4a’cn? + cod + a0’ + 4acmod) C (n+1)(d+2an+
M+ N+ (n+2)(ma+na-a+d)(2na+2a+d)
(-arPb*-dnf-deb+cd+a&+4a’cr+4acdn(-d+am-an+od
(-an?b?-modb® - od oeb + 4a”c n? + cod” + ao€” + 4ac mod) C(n)

Nach Elimination der Vielfachen erhalten wir die gesuchHRekursionen

I n[ 84] : = Map[Factor |,
Collect [
Simplify [
rek5 / PolynomialGCD [

Coefficient [rek5 , {C,In]1, C,,[n]1, C.,[N1}1[[1]1],
Coefficient [rek5 , {C,In]1, C,,[n]1, C.,[N1}1[[2]1],
Coefficient [rek5 , {C,Inl, C,,[n1, C,,[N1}1[[31111,

{C,[n1, C,1[n1, C,,[NT}11
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Qut[84]= (m-n(ma+na-a+d)(2am+od (2ma+a+o0d (2ma+ 3a-+ od)
Cm(n)(2ma+2a+od)2+(m+ H2ma+a+od)(2ma+ 3a+od)
(4enfa®+4emd - 2n’ oea® - 2n° oea’ - 2moea’” + 2noea’—

2bdnfa-2bdma+bnfoda+brfoda+2eoda+bmoda+
4emoda—-bnoda-2dnoea-2modoea+ eod +bmod—
bdod-2bdmod+bdnod-dodogC,,,(n) (2ma+2a+ od+
M+ (M+2)(2am+od (ma-na+2a-d+od(ma+na+a+ od
(4cnfa’+4ca+8cmad-bPa-b’nPa+ofa-2b" mat
4coda+4cmoda+cod - b®od-b*>mod- bod og C,,,,(n)

I n[ 85] : = Map[Factor |,
Collect [
Simplify [
rek6 / PolynomialGCD [
Coefficient [rek6é , {C,In+2]1, C,[n+1], C,[n1}1[[1]1],
Coefficient [rek6é , {C,In+21, C,[n+1], C,[n1}1[[2]1],
Coefficient [rek6 , {C,In+2], C,[n+1], C,In]1}I[[311]1],
{Cm[n+2], Cm[n+1], Cm[n]}]]
Qut[85]= mMm-n-2)(2na-a+d)(2na+a+d)
(2na+2a+d)y(ma+na+a+o0d C(n+2)(d+2an?-
(n+2)(2na-a+d)(2na+a+d)(-2enfa®-2erfa’*+2emd-2end+
4n’oea’+4noea’+bdnfa+bdrfa-2dea-bdma+bdna-
2dena-2brfoda+2eoda-2emoda-2bnoda+2doea+
4dnoea+bd®+bd*n-2bdod-deod+bdmod-2bdnod+ d”oe)
C,n+ld+2an-(n+H(n+2)(ma+na-a+d)(2na+2a+d)

(-arfb*’-dnP-deb+cd+a&+4a’cr+4acdn
(d-am+an-od C,(n)
O

In manchen Fallen kénnen einfache FormelnGjj(n) mit hypergeometrischen Termen
gefunden werden. Dies ist in den folgenden Fallen mégli€h¢x) und L¥)(x), B@(x)
undB®(x), P,(x) = P@A(x) undQ,(x) = P29 (x), P.(X) = P“A(x) undQ,(X) = PYP(x),
P.(X) = P@@(x) undQ,(x) = PBA)(x).
Der letzte Fall stellt einen Spezialfall der Jacobipolymashar, welcher uns fur

1 . .
a = f3 = A — = die sogenannten ultrasphérischen Polynome oder Gegapbauemme

liefert. Diese sind gegeben durch

A (Z)Qn (A-1/2,A-1/2)

= ——P :
R S T ®)
—Nn, N+ 21
— (Z)Qr] F " 1-x
= n 21 1 2
| A+3
-n/2,-(n-1)/2
O (n-biz) |
= n! 2 ¥
' l1-n-2
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4.6 Potenzdarstellungen klassischer OPS

Ziel des nachsten Abschnitts ist es Verbindungskoeffigiefiir den FalP,(x) = X" zu
finden. Dieser Fall ist von besonderem Interesse, da marelarviAnwendungen ein
gegebenes Polynom bzgl. eines gegebenen klassische@(i®®ntwickeln mochte.

Satz 4.17

SeiQ,(x) ein OPS mit dem hdchsten Koeffizienfiep = 1, welches durch die Eigen-
wertdifferentialgleichung mif(x) = ax® + bx+ T undt(x) = dx+ € gegeben sei. Dann
erfiillen die Koeffizientel€, (X) der Potenzdarstellung

n
X' =" Cr(MQy()
m=0
die Rekursionsgleichung

(n—m)(d + 2am)(d + 3a + 2am)(d + a+ 2am)(d + 2am+ 2a)°C,(n)
+ (de + bd + 2dbm+ 2antb + 2anb + 2ean — dbn)(d + 2am+ 2a)
(m+ 1)(d + 3a+ 2am)(d + a+ 2amC,,,,(n) — (m+ 2)(-4a%cn?
+ab n? + 2ab-'m— 4acmd — 8aZcm+ mb-d — ae? — d c + bed — 4a2c
— dacd + @b + brd)@m+an+a+ dym+ 1)d + 2amC,,,(n) = 0 (38)
IstT = 0, dann ist die Rekursion

(n—m)(d + 2am)(d + a+ 2amC_(n) + (m+ 1)(bm+&@m+ na+ d)C,,,(n) = 0 (39)

gliltig und wir erhaltergab + 0)

3,
(5

Cn(n) =

&) n (&), (%),

o) i ) “

Daher gelten die folgenden Potenzdarstellungen fir digskdahen OPS:

(1—X)n:2nr(a+n+l)z(a+ﬁ+2m+l)r(a+ﬁ+m+1)

m:Or(a+m+ Dia+B+n+m+2)

(=M P 0,

(@+B+2m+ DI+ +m+1)
Irg+m+LHI(@+B+n+m+2)

(L+X"=2T@E+n+1) > ()" (=), PP(x),
m=0

Ln/2]

n! (-n/2-al2+ 1) (-n- a)k( 1
(@), 2n (-n/2 - al2)k!
nl Ln/2]

n+a—-2k_,
- Z“Z K@

kca/ o (X)
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X = (1+a), Z;) Aron i;nc)x”)“m L@og =nt > (rr:f f:])(—l)”‘LEﬁ)(X),

m=0
Ln/2] Ln/2]
(=n/2) (—n/2 + 1/2) n!
X = Z kk!2”‘2k o2 = 2" Z K!(n — 2K)! A2,
k=0 k=0
(=2 & (=n) (@ + 1) (/2+3/2)
n _ m m m p(a)
T @ro, ;) n+2+a) @2+ 12 m "

(=) '@+ m+1)
mI'n+m+a+2)

(=2)" Z(Zm +a+1) BY(X).
m=0

Beweis:

Im vorherigen Abschnitt haben wir bereits drei Kreuzredéindie Verbindungskoef-
fizienten vonP,(x) und Q. (X) hergeleitet. Diese wenden wir nun auf den Spezialfall
P,(X) = x" an.

DaQ,,(x) ebenfalls ein klassisches OPS ist, erflllt es die Eigertffatentialgleichung

TIQ(X) + TIQ}H(X) + AQ(¥) = 0
mit 7(X) = ax + bx + T sowie die Ableitungsregel
T = @ Qe 1(¥) + B Q) + ¥, Quy1 (0.
Da wir das spezielle Verbindungsproblélix) = X" betrachten, erhalten wir wegen

TOP/(X) = (@¢+bx+onx"t
= aénX"! + bnx¥ ! + cnx¥t
= an¥!+bnxX +cn¥?
= anP,,(X) + bnP,(x) + tnP,_,(X)

die Ableitungsregel

o(X)P/(X) =anP

n+1

(X) + bnP,(x) + tnP_,(x). (41)

Wir erhalten also die neue Situatiep = 1 undb,, = ¢, = 0. Angewandt auf die erste
Kreuzregel erhalten wir

C,n+1) =3, ,C.,(n+b.C.(N)+Ty,,Cp..(N). (42)

e~ 1 e~ -~ :
Im Falle von (36) gilta, = 1 sowieb, = ¢, = 0 und wir erhalten

—

%Cm(n +1=a, ,C. () +5,Co()+Cp i Cory(N). (43)

Wenden wir unsere Erkenntnisse der neuen Ableitungsredelia dritte Kreuzregel
an, so erhalten wir

anG(n+ 1) +bnC (n) +cnG (n- 1) =@, ,C.. 1(N) +B,C.(N) + ¥, :Cprruq(N). (44)
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Zur Herleitung der Rekursionsformeln verwenden Wiathematica Dazu geben wir
zuerst die hergeleiteten Kreuzregeln ein.

In[86]:= crl = oa,,C,,I[n] +ob,C,In] + oc,,C,, [Nn] == C In+1];

" R " 1
cr2 = oa,q,C,,I[n] + 0ob,,C.[N] +0C,,,C,,IN] == mcm[n+1];

cr3 =oanC.[n+1] + obnC_[n] +ocnC_ [n-1] ==
00 1 Gy [N] + 0B, CrINT + 0%y 1 Gy [N] 5

cr4 =oanC_ [n+1] + obnC_[n] ==
o0a,, ; G,q1I[n]1 +0B,C,[N] +0¥y1C1 [N]
Elimination vonC_(n—-1) undC_(n+1) sowieC_(n) undC_(n+1) im FalleT = 0O liefert
uns die Rekursionen
In[87]:= rekl =Eliminate [{crl, cr2, cr3 }, {C, [n+1], C,[n-11}1[[1]1]
Qut[87] = og,,C, (N ==no0g,,C,,(n)+08,,C, ,(M—-ob, C.(N+

nob, C,(n) + ob, C (N —0G,,; C,.1(N) + N0G,,; C.1(N + 06,1 Crrpir (N
und

In[88]:=rek2 = EIi[ninate [{cA;rl , cr2,crd }, {C,In+11, G, [N1}I[[1]]
Qut [ 88] = oh, (- 0a0g, , N* - 0a0g, , N+ 0a,, ;) C(N) ==
obc;aanl C,(nn*-oaog, , oAqn C.(nn* +o0aog,,, c;qnfl Copya (M) N2
oaoa, , (;%1 C,..(mn?>-obog, ,C (Nn+ obc;a]w1 C, (mn-o08, 6%1 C.(nn-
oaog, ; (;bm C(mn+oa, (;bm C,(mn+oaog,, ()Aahrkl Crr(Mn—
0¥ i1 oAamf1 Cpa(mn-oaoa, 0A%+1 Ca(Mn+oa,, 0A%+1 Ca (M n+
08, 1 08, Cy(M) — 0B,,, ()Aa‘TFl C,(n) + 0ay, 4 (;t),n C.,(N) = 0Cy,q 0, 1 Crp g (M+
081 O¥me1 Cinya (M = O¥imyq OAamfl Crnea (M) + 0y, 4 0Acm+1 Crnea (M)

Nach Einsetzen der Koeffizienten und einem Shift wobei der ersten Rekursion er-
halten wir (38)

INn[89]:=rek3 =rekl /. m->m+1;

In[90]: = rek4 =
Mapl[ Factor ,
Collect [
Simplify  [Numerator [Together [rek3 [[1]]1 -rek3 [[2]11]111,
{CyI[n1, G, [n1, C,,[NT}11]
Qut [ 90] = (m-n) (2moa+ od) (2moa+ oa+ od) (2moa+ 3 oa+ od) C(n)
(2moa+ 2 oa+ od)? — (m+ 1) (2moa+ oa+ od) (2moa+ 3 oa+ od)
(2 oa ob? + 2 0a obm + 2 ob odm — nob od+ ob od+ 2noa oe+ od 0g C,,, ()
(2moa+ 2 oa+ od) — (m+ 1) (m+ 2) (2 moa+ od) (moa+ noa+ oa+ od)
(4 oc o& + 8moc o& + 4 oc 0 — n¥ ob” 0a— 2 mob? oa— ob? oa+ o€ oar
4moc od oa+ 4 oc od oar oc od — mob? od - ob? od— ob od 08 C, ()
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In[91]: = rek5 =
Map[Factor |,
Collect [
Simplify  [Numerator [Together [rek2 [[1]] -rek2 [[2]11111/.
oc » 0, {C,[n], C,,[N1}11]
Qut[91] = (m+1)(m-n-1) (moa+ noa+ od)
(mob+ oe) (moa ob+ od ob- oa0¢g C,,,(nN)-
(m-n-1) (m-n)(2moa+ od) (2moa+ oa+ od) (moa ob+ od ob- oa 0g C_(n)

und (39) nach Elimination von Vielfachen

I n[ 92] : = Map[Factor |,
Collect [
1/ PolynomialGCD [Coefficient [rek5 , {C,Inl, C,,[N1}1[[1]],
Coefficient [rek5 , {C,Inl, C,,;[N1}1[[2]1]1]rek5 ,
{Gyn1, G, [N1}11]
Qut[92] = (m-n)(2moa+ od) (2moa+ oa+ od) C_(n)—
(m+ 1) (moa+ noa+ od) (mob+ o0e) C,,,(n)

Um die Darstellung (40) zu verifizieren zeigen wir die Gldielt der Termverhaltnisse,
welche (39) und (40) liefern. Dazu formen wir (39) um und &dra

Cra(M _ (m—n)(d+ 2am)(d +a+ 2am)
C.(n  (m+Lbm+e@m+n+a+d)

In Mathematica setzen wir

e
In[93]:= Cm-= Pochhammer [ £, n] (§)A

Pochhammer[%, nj

Pochhammer [-n, m]Pochhammer [, m]Pochhammer |43, m]

Pochhammer[%, m] Pochhammer[%, m]m!

4a\ .
(5)m
gm(a\™(_ b\ (d) (ard) (e} (_
Qut [ 93] = (b) ( |a)d (26;)m(§fa)rr]n(b)n( n)m
M (2 () (557
und betrachten
_ Cm.m-m+1 .

In[94]: = T/ / FunctionExpand

(d+2am@ma+a+d)(m-n)
m+1(e+bmd+am+an

Qut [ 94] =

Die Termverhaltnisse sind also gleich. Somit ist die Gikigvon (40) gezeigt.
Die Potenzdarstellungen der klassischen OPS erhalterawir dus den zuvor hergelei-
teten Darstellungen. O

Mit den Resultaten aus Satz 4.17 kdnnen wir nun auch explizormeln fur die Ver-
bindungskoeffizienten der klassischen orthogonalen Bohaifinden.
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Satz 4.18
Die klassischen OPS haben folgende Verbindungskoeffeaent

'n+g+LHI'h+m+a+p6+ 1).
I'm+B+DI'(N+a+6+1)

P@H(x) = Z(Zm +y+B+1)
m=0

IM+y++1) (@=Yimpys
rM+m+y+g+2 (n-m! ™~

I'n+a+DHI'+m+a+5+1)

(@) — —_1)"—m
P00 = ) (-1 M@ a6+ 1) F(m+a+DI(+a+p+1)

m=0
I'm+a+d6+1) B-90),_n @)
rmM+m+a+d§+2) (n—m)! P (0,
rE | Emn-2k+B8k+a-BTN-k+a) @
(@) _
&= Fore -5 kz:; KC(n—k+ 8+ 1) Cn-2d),
5 (@B
(@) — n-mp (8
LO(x) = mZ;) oo,

BY(x) =

(D@ =By B+ DyBl2+ DN+ a+ Dy
B+2), mZ:;) N+ 2+B) B2+ U2 B-a+i-mm D om®

= JB+m+DHin+a+ 1D, IB-a+1)

B
mMIrn+m+B+2I(m—-n+B—-a+1) Br (X).

= Y (~D"@m+ B+ 1)
m=0

Beweis:
Wir suchen die Koeffiziente@_(n) der Verbindungsformel

P09 = > Cr(MQy(0).
m=0

Zusammen mit _
P00 = )" A

ez
sowie

X = ) Bu(Qu(®)

meZ

erhalten wir

P00 = D" > AMB()Qy(X).

jeZ meZ

Vertauschen der Summationsreihenfolge liefert

Co) = > AMB()).

ez
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Falls, wie z.B. im Falle der Gegenbauerpolynome,R{ix) undx! Darstellungen der
Form

P(X) = Z A, (X2

jez
und _
X =" B()Q)_om®
meZ

erfullt sind, so erhalten wir
D) = D A{MBy, 5 (N - 2j)
jez
mit .
P09 = > Dy(MQ o).
m=0

Weil der SummandF(j, m, n) := A;(N)B,(]) ein hypergeometrischer Term bzglm, n

ist, kbnnen wir mit dem Fasenmyer- oder Zeilbergeralgariik die gesuchten Rekur-
sionen furC_(n) bzglmundn herleiten. In allen Fallen erhalten wir Rekursionen erster
Ordnung, welche hypergeometrische Terme und somit diegafgmen Darstellungen
liefern. Wir wollen nun die Gultigkeit der Darstellungen &wuispiel der Laguerre- und

Besselpolynome zeigen. Dazu uberprtfen wir die TermvaIeAﬂ. Zur Bestim-

mung der Rekursionen a&s j, m, n verwenden wir die Implementierung des Zeilber-
geralgorithmussumRekursioaus denSpecialFunction®ackage.
Zuerst deklarieren wir n)
N+« —-n).
A(n) = —1_
i ( n )j!(a/+l)j
gemal Satz 4.17 und

. [1+B _am
Bm(J)—J!(j_m)( 1

gemaln (19). Dies liefert uns nach Anwendung des Zeilbelgmithmus

Pochhammer[-n, j ]

In[95]:= lhyp = Binomial [n+a, n] Pochhammera + 1, | 1
In[96]: = Ipot = j! Binomial [j +B,j -m (-1)"m;

I n[ 97] : = SumRekursion [lpot =lhyp , j, A[ml]

Qt[97]= M-nNAM-M-n—a+B+1LHAM+1)==0

Umformung liefert das Termverhaltnis

Am+1_ n-—m

A, -m+n+a-B-1

Betrachten wir nun

Pochhammer[a - 3, n -m]
In[98]: = Lag = mn-m ;

58



Lag/ . m->m+1

Lag
n-m

-m+n+a-4-1

so sehen wir, dass die Termverhaltnisse UbereinstimmeauB#olgt die Gultigkeit der
Darstellung.

Analog erhalten wir flir die Besselpolynome die Rekursion

Pochhammer[-n, j JPochhammer[n +a+1, j1(-1/2)7]

In[99]: = / | FunctionExpand

out[99] =

I n[ 100] : = bhyp = i i

In[101]: = bpot = (-2)7] @2m+ B+ 1)Pochharpmer[—1 , mGammés + m+ 1] ;
m! Gammdj + m+ B + 2]

I n[ 102] : = SumRekursion [bhyp = bpot , j, A[m]]

Qut[102]= (mMm-n(M+n+a+1)(M+B8+1) 2m+8+3) A(m+
mM+H2m++H(M+n+B+2)(M—-n—a+B+1)AMm+1)==0

mit dem Termverhaltnis

Any  (M=-m(M+n+a+D(M+B+12M+ 1) +L+1)
AL (M+D@m+B+DH(Mn+B+2)(M-n—a+B+1)

Mit
In[103]: = Bes =
((-1)"m (2m+ B + 1) Pochhammer [-n, m]Pochhammer[n + a+ 1, m]
Gammdp + m+ 11Gamm@B -a+1])/
(m!Gammdn + m+ B + 2]Gamm@m-n+pB-a+1]1);
In[104]: = Bes/ .Bne?; m+ 1/ / FunctionExpand
Qut [ 104] = M-nMm+n+a+1)(M+B+1H2M+1)+L+1)

_(m+ DECm+B+)(M+n+B+2)(M-n—-a++1)

folgt dann die Gleichheit der Termverhéltnisse und sonaitGiilltigkeit der Darstellung.
O

In einigen Anwendungen ist es von Interesse, wie sich dieefumy eines OPS in Rich-
tung eines Parameters durch das gegebene System selbsichtisélso z.B.: Wie &n-
dert sich das Jacobi-System, wenn sich der Parameirdert?

Dazu betrachten wir folgenden Satz:

Satz 4.19
Es gelten die folgenden Parameterdarstellungen flr denfeterableitungen der klas-
sischen OPS:

n-1

0 1
—_plah) — E pad)
oa " *) m:0a+,8+1+m+n(” )+

a+B+1+2m B+m+1D)
n-m (@+B+m+1), .,

P2 00),

n-1

0 1
—_ph) — § pad)
oB " *) m=0a+,8+1+m+n( n o 0F

59



a+p+1+2m (@a+m+1), .,

=H™ n—m (@+B+m+1),

P 00),

-1

C(a)( ) Z ( 2(1 + m) + 2 )Cr(:r)(x)

Ra+mC2a+1+2Mm 2a+m+n

S 21+ (D)™ M + M CO),
(Za +m+n)y(n—m)

n-1

0 1

@y = 2 ‘ N )

o = 2Lp_mm &

m=0
0 o 1
B@ — § B@
oa " ® La+n+m+ 1( n (0
|
- 1)n_mZm +a+1 n! B@)(x)).

n-m (@+m+1), m B

Beweis:
Wir betrachten die Verbindungsbeziehung

P (x) = Z C.(n;a, ,B)P,f)(x)
m=0

und den Differenzenquotienten

P@(x) — P (x)
a-p ’

so erhalten wir

P@(x) — PA(x) z”: C.(n;a,p) PO PO (x)

a-f ~ a-p " a-p
_ CG(ma,p) B) m(; @, B) B (x P,@(X)
= Ty W ;) oog PR
G, f) — 15 ConlM: . 8) )
oo R0+ ;0 5 PR,

Aufgrund der Stetigkeit der Polynomsyste®i€ (x) bzgl. « gilt dann die Gleichung

9 L i C(n CV,B) (@) (na'B) (@)
- —_P@)(x) = P (x)+ZI|m oy ————PF(X).

ﬁ—w ﬁ—>a/

Wir wollen die Herleitung nun am Beispiel der Laguerrepalgre zeigen. Gemal Satz
4.18 erhalten wir fur die Laguerrepolynome die Darstellung

(@ =PBym

(n-my

Cn(nya,B) =
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Mit Mathematiceerhalten wir dann durch Grenzwertbildung

Pochhammer[a -8, n - m] .

I n[ 105] : = verbkoeff = ;
(n-m!
| n[ 106] : = Limit [verbkoeff _Bll dlLindLEPWR B8]/ | FunctionExpand
a -—
Qut[106] = 0
I n[107] : = Limit [%, a - B]/ I FunctionExpand
a -
Qut [ 107] = 1
n—-m
Einsetzen in die zuvor hergeleitete Gleichung liefert uasrddie Darstellung fur die
Parameterableitung der Laguerrepolynome. O

4.7 Erzeugende Funktionen

Im letzten Abschnitt wollen wir erzeugende Funktionen et#tComputeralgebra fin-
den.

Als erstes Beispiel wollen wir die erzeugende Funktion deguerrepolynome herlei-
ten. Dazu definieren wir die erzeugende Funktion als Podémer

F@ = ) LY
k=0

mit den Laguerrepolynomen als Koeffizienten. Zur Herlaitaler erzeugenden Funk-
tionen verwenden wiMathematicaund dasSpecialFunction®ackage.

Zuerst transformieren wir die explizite Darstellung degluarrepolynome (19) mittels
des Zeilbergeralgorithmus in eine Rekursion

I n[108] : = RE1= SumRekursion [Binomial [N +a, n-K] (_Iil) k Xk, k, A[n1]

Qut[108] = M+a+DAN-2n-x+a+3)AN+1) +(+2)AN+2) ==

Diese Rekursion transformieren wir mitt&@&TODEin eine Differentialgleichung
I n[109] : = DE1= RETODEREL A, n, F, z]

Qut[109] = FF@(z-1%+(X+z+za-a-1)F@==0

welche wir mitDSolveldsen kdnnen.

In[ 110]: = Dgll1 = DSolve [DE1, F[z], z1// Simplify

Qut[110] = {[F@ - €71 (z- )¢y}

Nun missen wir noch, bestimmen. Dazu ermitteln wir den Startwert

(-1)k

m Xk /.n-0

0
In[111]: = startwL = ZBinomiaI [N+a, n-Kk]
k=0

Qut[111]=1

Zusammen mit dem Startwert erhalten wir jetzt

In[112]: = substl = Solve [Dgll [[1]1]1[[11]1[[2]] ==startwL , C[1]1]/.zZ2 -0
Qut[112] = {{c; » (-D* &)}
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Einsetzen vor, liefert dann die erzeugende Funktion der Laguerrepolynome

F@=em(1-2"

Als Néachstes wollen wir die exponentielle erzeugende Rankder Hermitepolynome
bestimmen. Wir betrachten also den Ansatz

- z"
H (X)—.
nZ::o Kl

Mit der Darstellung (20) der Hermitepolynome und dem Zetjeealgorithmus erhalten
wir dann die Rekursion

Pochhammer [-g, k] Pochhammer [-% k] (-%) "k (2x)°n
In[113] : = RE2= SumRekursion | r';'l . k, An1]
Qut[113]= 2A(N)-2xAN+ 1D+ (n+2)An+2)==0

An dieser Stelle wollen wir die Funktionsweise der FunkiREBETOREgenauer betrach-
ten. Um aus einer Rekursionsgleichung eine Differentediilung zu erhalten missen

wir die Substitution |

| OF (%)
| —m\-r
KAK+m) - ; (r)( m) e
durchfuhren, wobeiF (x) den Differentialoperator mit

OF (X) = XF'(X)

darstellt.
Auf analoge Weise kdnnen wir mittels der Substitution

X Y0 5 (N+ 1= P Ana
eine Differentialgleichung in eine Rekursion transforraie Siehe dazu [CompAlg].

Aus der obigen Substitutionsregel folgen die Spezialfalle

KAk+m) = —m? + Hl;gx)
KAK — 6OF(X
Ak) - %

Multiplizieren wir nun die Rekursion RE2 aus, so erhalten wi
2A(N) — 2xAN+ 1) + nNAIN+ 2) + 2A(n+ 2) = 0.

Substituieren wir nun gemal3 den definierten Regeln so erhalir

k- 200 4 (2" 2+ ) 22 o
S o - 22, F,Z(Z) =0

> 2zF(2)-2XxF(2) + F'(2 =0
>F(@2-2x-2F@2=0
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Vergleich mit dem Ergebnis voBDETORE bestétigt unser Resultat

In[114]:
Qut[114]

DE2= RETODERE2 A, n, F, z]
F@-2x-2F@ ==

Lésen dieser Differentialgleichung liefert

In[ 115]: = Dgl2 =DSolve [DE2 F[z], z]
Qut[115] = {{F@ - ¢®**% ¢,})
Auch hier missen wir wieder; bestimmen.

Pochhammer [-g k] Pochhammer [-% k] (-%) "k (2x)°n

0
I n[116] : = startwH =Z rl:l /.n>0
k=0 :

Qut[116] = 1

In[117]:= subst2 = Solve [Dgl2 [[11]1[[11]1[[2]] ==startwH , C[1]1]/.z2 -0
Qut[117] = {{c, » 1}}

Einsetzen vort, liefert dann die exponentielle erzeugende Funktion dentitepoly-

nome
F(2) = €227,

Die erzeugenden Funktionen der Bessel- und Jacobipolyweengen wir hier nicht
herleiten, da wir fiir diese Polynomsysteme auf3erst komepie Differentialgleichun-
gen erhalten, welche nicht ohne weiterfiihrende Uberlegaihgsbar sind.
Als letztes Beispiel wollen wir abschlie3end die Legendigpome betrachen, welche
den Spezialfallr = 8 = 0 der Jacobipolynome darstellen. Gemal3 (22) erhalten win da
die Darstellung
-n,n+1
P20 = £
1

Dies liefert die Rekursion

In[118] : = RE6= SumRekursion [Pochhammer[—n, kjPochhammer[n + 1, k] (1 - X)Ak ’

Pochhammer[1, k1k! 2
k, A[n]]

Qut[118]= (Nn+DHANM-2n+3HXxAN+D+(n+2)An+2)==0
und die Differentialgleichung
In[ 119]: = DE6= RETODERESG6, A n, F, z]
Qut[119]= z-XF@+(Z-2xz+1)F'(9 ==
Lésen dieser Differentialgleichung liefert
I n[120] : = Dgl3 = DSolve [DE6, F[z], z1// Simplify

c
Qut[120] = {{F(® » —2——

[120= f \/22—2xz+1}}

Als nachstes bestimmen way

0

L _ Pochhammer [-n, k]Pochhammer[n + 1, k] /1 - X\

In[121]: = startwLe = Z Pochhammer L, K1KI ( 5 ) k/.n-

0
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Qut[121]= 1

In[122]:
Qut[122]

subst3 = Solve [DgI3 [[1]11[[1]1]1[[2]] == startwLe , C[1]1/.z -0
{{c, » 1}

Einsetzen vor, liefert dann die erzeugende Funktion der Laguerrepolynome

1

F(2) =z ——.
@ V1-2xz+ 27
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5 Fazit

Ziel dieser Arbeit war es, die klassischen orthogonaleryiwhe als Losungen der
Eigenwertdifferentialgleichung herzuleiten sowie ihteutureigenschaften und Ver-
bindungsbeziehungen zu betrachten.

Wir haben gesehen, dass man sehr weit reichende Struldnseigaften wie z.B. Ab-
leitung und Stammfunktion mittels Rekursionen darstelann. Fir die Koeffizienten
der Rekursionen war es sogar moglich, geschlossene Fomiieéis Koeffizientenver-
gleich zu finden. Ein unverzichtbares Hilfsmittel fur dasfétallen der geschlossenen
Formeln warMathematica da es aufgrund der hohen Komplexitat der nétigen Rech-
nungen nur sehr schwer moéglich wéare, dies per Hand durcherili

Im weiteren hat sich herausgestellt, dass es sogar moglicexplizite Darstellungen
fur die klassischen OPS, die Momente der klassischen OP8ianderbindungsbezie-
hungen zu finden. Auch hier waren RekursionsgleichungeBalsts. In diesen Féllen
wiesen diese sogar hypergeometrische Termverhaltnigaendies bot sich die Mog-
lichkeit, mittels der hypergeometrischen Koeffizientenfel explizite Darstellungen zu
bestimmen. In einigen Fallen haben wir sogar gesehen, dasxh einfachere Darstel-
lungen gibt, welche aber schwer herzuleiten sind. Aus dieSeund haben wir uns
darauf beschrankt diese zu verifizieren, indem wir gezeabeh, dass die Termverhélt-
nisse ubereinstimmen.

Ingesamt haben wir gesehen, dass man mittels Methodenrdardin Algebra und
Computeralgebra die klassischen OPS vollstandig klags#iz und ihre interen und
externen Beziehungen bestimmen kann.
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