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1 Einleitung

Diese Bachelorarbeit basiert auf dem Skript „Computeralgebra und Orthogonale Poly-
nome “ zur gleichnamigen Vorlesung, die Prof. W. Koepf im Wintersemester 05/06 an
der Universität Kassel gelesen hat.

Wir werden uns in dieser Arbeit intensiv mit den Eigenschaften klassischer diskreter
orthogonaler Polynomfamilien beschäftigen. Einleitend dazu werden wir zunächst all-
gemeine Funktionensysteme betrachten, bei denen die Funktionenjn(x) bezüglich einer
Gewichtsfunktionw(x) im Intervall(a, b) paarweise orthogonal zueinander sind. Ein sol-
ches Funktionensystem(jn(x))n³0 werden wir als Orthogonalsystem (OS) bezeichnen.
Im ersten Schritt werden wir feststellen, dass eine lineareUnabhängigkeit dieser Funk-
tionenjn(x) eines solchen Systems existiert. Anschließend werden wir erkennen, dass
solche Systeme vollständig sind. Am Ende des Abschnittes werden wir das so genannte
Gram-Schmidtsche-Orthogonalisierungsverfahreneinführen. Dieser Algorithmus wird
uns dann zu einem gegebenen linear unabhängigen System( fn(x))n³0 sowohl ein OS, als
auch ein Orthonormalsystem (ONS) liefern, bei dem die einzelnen Funktionen zusätz-
lich zu der paarweisen Orthogonalität auch normiert sind.

Anschließend werden wir uns auf OS beschränken, die fürn ³ 0 aus Polynomen der
Formjn(x) = Pn(x) := knx

nk¢nx
n-1 + k¢¢n xn-2 + ¼ bestehen. Solche OS werden wir als

orthogonale Polynomsysteme (OPS) bezeichnen.
Eine solche Einschränkung erlaubt es uns, zentrale Strukturbeziehungen herzuleiten.
Somit haben wir schließlich die Möglichkeit, eine Dreitermrekursion der Form

Pn+1(x) = (Anx+ Bn)Pn(x) -CnPn-1(x)

zu beweisen. Wir werden erkennen, dass diese Dreitermrekursion für alle OPS gilt und
dass sich die KoeffizientenAn, Bn undCn explizit herleiten lassen. Zusätzlich stellt eine
solche Rekursion eine Beziehung zwischen den einzelnen Polynomen eines OPS sicher,
nämlich die, dass sich ein PolynomPn(x) eines OPS in Abhängigkeit der Vorgänger dar-
stellen lässt.

Im nächsten Kapitel werden wir dann eine weitere Einschränkung vornehmen. Wir wer-
den hier OPS betrachten, die Lösung der Differenzengleichung

Σ(x)ÑDy(x) + Τ(x)Dy(x) + Λny(x) = 0

sind. Dabei ist danny(x) = Pn(x), Σ(x) = ax2 + bx+ c undΤ(x) = dx+ e. Wir werden
beweisen, dass die KonstanteΛn die BeziehungΛn = -(an(n- 1) + dn) erfüllt. Die Lö-
sungen dieser Differenzengleichung werden klassische diskrete OPS genannt.
Zu den zentralen Eigenschaften dieser klassischen diskreten OPS zählt die Orthogona-
litätsbedingungXPn, Pm\ = 0 (n ¹ m), wobei wir uns auf Skalarprodukte der Form

XPn, Pm\ :=
bâ

x=a

Pn(x)Pm(x)w(x)
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beschränken werden. Die Gewichtsfunktionw(x) soll dabei fürx = a,¼, bpositiv sein.
Wir werden die klassischen diskreten OPS klassifizieren unduns näher mit den Eigen-
schaften der Charlier-, Meixner-, Krawtchouk- und Hahnpolynome beschäftigen.
Um genauere Klassifizierungen durchführen zu können, werden wir zunächst ein paar
wichtige Eigenschaften der Differenzenrechnung kennen lernen. Wir werden uns den so
genannten VorwärtsdifferenzenoperatorD f (x) = f (x+ 1) - f (x) und den Rückwärtsdif-
fernzenoperatorÑ f (x) = f (x) - f (x- 1) definieren. Hierfür werden wir beweisen, dass
derD-Operator eine partielle Summation

b

â
x=a

f (x) × Dg(x) = f (b+ 1) × g(b+ 1) - f (a) × g(a) -
b

â
x=a

g(x+ 1) × D f (x)

und eine Produktregel

D( f (x)g(x)) = g(x+ 1)D f (x) + f (x)Dg(x)

erfüllt.
Im darauf folgenden Abschnitt werden wir uns genauer mit derGewichtsfunktionw(x)
beschäftigen. Wir werden erkennen, dass die Gewichtsfunktion der so genannten Pear-
sonschen Differenzengleichung

D(Σ(x)w(x)) = Τ(x)w(x)

genügt. Mit der Einführung der Gewichtsfunktionenw(x) der Charlier-, Meixner-, Krawt-
chouk- und Hahnpolynome werden wir erkennen, dass diese mitverschiedenen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen aus der Stochastik, wie zum Beispiel die Binomialvertei-
lung, übereinstimmen.
Nach Überprüfung der Orthogonalität dieser klassischen diskreten OPS werden wir uns
schließlich ausführlich mit den hypergeometrischen Darstellungen dieser Polynomfa-
milien beschäftigen. Zunächst werden wir dazu die PolynomePn(x) als Reihe der Form

Pn(x) =
nâ

k=0

Ck(n)x
k

darstellen und für die ReihenkoeffizientenCk(n) eine Rekursion herleiten. Aus dieser
erhalten wir dann nach einigen Umformungen ein rationales Termverhältnis

Ck+1(n)
Ck(n)

=
(n- k)(ak+ d + an- a)

(k+ 1)(ak2 + kb+ kd+ e)
,

aus dem wir die hypergeometrischen Darstellungen der klassischen diskreten OPS her-
leiten können.
Anschließend werden wir uns mit verschiedenartigen Rekursionsgleichungen für die
klassischen diskreten OPS beschäftigen. Dazu werden wir als erstes für die oben er-
wähnte Dreitermrekursion vonPn(x) die zugehörigen KoeffizientenAn, Bn undCn be-
stimmen. Hieraus können dann weitere Rekursionsgleichungen, wie die Differenzenre-
gel und die Strukturformel, herleiten. Im darauf folgendenAbschnitt werden wir dann
mit der Frage beschäftigen, wie man Informationen eines Polynomsystem(Qm(x))m³0
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auf ein anderes Polynomsystem(Pn(x))n³0 übertragen kann. Dazu erhalten wir aus der
linearen Unabhängigkeit der Monome eine Beziehung der Form

Pn(x) =
n

â
k=0

Cm(n)Qm(x).

Dabei handelt es sich bei den KoeffizientenCm(n) um die Verbindungskoeffizienten zwi-
schen den PolynomenQm(x) undPn(x). Wir werden in diesem Abschnitt zunächst drei
Rekursionsgleichungen herleiten, die in Abhängigkeit derPolynomeQm(x) und Pn(x)
stehen. Diese Rekursionsgleichungen werden wir Kreuzregeln nennen. Nach Herlei-
tung der Verbindungskoeffizienten von der Verbindung der fallenden Faktoriellenxn

und den Charlier-, Meixner-, Krawtchouk- und Hahnpolynomen werden wir schließlich
Verbindungskoeffizienten zweier Polynome aus einem dieserPolynomfamilien bewei-
sen können.
Im darauf folgenden Abschnitt wollen wir Funktionen der Form

F(z) =
¥

â
k=0

Pk(x)
k!

zk

kennen lernen, die wir erzeugende Funktionen nennen werden. Wir werden dazu exem-
plarisch eine erzeugende Funktion für die Meixnerpolynomeherleiten.

Zum Schluss werden wir werden wir einen Algorithmus kennen lernen, der uns aus ei-
ner holonomen Rekursionsgleichung ein klassisches diskretes OPS liefert, sofern dieses
existiert. Außerdem werden wir diesen Algorithmus anhand eines Beispiels testen.

Alle Berechnungen, die mittelsMathematicadurchgeführt werden, befinden sich als
Mathematica-Notebooks auf der beigelegten CD.
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2 Orthogonale Funktionensysteme

2.1 Skalarprodukt

Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass zwei Vektorenv, w eines VektorraumsV
genau dann orthogonal zueinander sind, wenn ihr Skalarprodukt gleich Null ist. Wir
wollen diese Eigenschaft auf (integrierbare) Funktionen eines reellen Intervalls(a, b)
übertragen. Dazu fassen wir die integrierbaren FunktionenR[a, b] als einen unendlich-
dimensionalen Vektorraum auf. Nun können wir im Intervall(a, b) ein Skalarprodukt
definieren, das gegeben ist durch

X f , g\ := à
b

a
f (x)g(x)dΜ(x). (2.1)

Dabei stelltΜ(x) ein Wahrscheinlichkeitsmaß dar, welches uns zwei weitere Skalarpro-
dukte liefert:

(a) Kontinuierlicher Fall:

X f , g\ := à
b

a
w(x) f (x)g(x)dx. (2.2)

(b) Diskreter Fall:

X f , g\ := b

â
x=a

w(x) f (x)g(x). (2.3)

In beiden Fällen seiw(x) positiv und wird Gewichtsfunktion genannt.

2.2 Orthogonalsysteme

Definition 2.1 (Orthogonalsystem)
SeiX f , g\ ein Skalarprodukt auf dem Intervall(a, b). Sei weiterjn : (a, b) ® R (n Î N³0)
eine Familie von Funktionen.
Falls für diese Funktionenfamiliejn gilt Xjn,jm\ = 0 für n ¹ mundüjnü2 = Xjn,jn\ ¹ 0
für n Î N³0, so nennt man diese einOrthogonalsystem (OS)oder eine orthogonale
Familie.
Gilt zudemüjnü2 = 1 für n Î N³0, so heißt das SystemOrthonormalsystem (ONS).
Zusammenfassend gilt für ein solches ONS:

Xjn,jm\ = ∆nm =
ìïïíïï
î

0 falls n ¹ m

1 falls n = m
(2.4)

Im Folgenden betrachten wir einige Eigenschaften eines ONS(jn(x))n³0:
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Satz 2.1 (Lineare Unabhängigkeit)
Alle Funktionenjn eines ONS(jn(x))n³0 sind linear unabhängig.

Beweis:Zunächst betrachten wir eine Linearkombination aller Funktionenjk. Sei dazu
also

n

â
k=1

Λkjk = 0

gegeben. Wären die Funktionenjk linear abhängig, so gäbe es wenigstens einen Koef-
fizientenΛk ¹ 0.
Wendet man das Skalarprodukt auf diese Gleichung an, dann gilt für alle m= 1,¼, n:

Xjm,
n

â
k=1

Λkjk\ = 0 .

Es folgt aus der Linearität des Skalarprodukts für die linkeSeite der Gleichung

Xjm,
nâ

k=1

Λkjk\ =
nâ

k=1

ΛkXjm,jk\ = ΛmXjm,jm\ = 0 .

Weil Xjm,jk\ = 0 (für m ¹ k) und Xjm,jm\ ¹ 0 ist, folgt Λm = 0 und dam beliebig
gewählt war, sindj1,¼,jn linear unabhängig und damit folgt die Behauptung. 2

Satz 2.2 (Besselsche Ungleichung)
Die Fourierkoeffizienten

an := X f ,jn\
bzgl. eines ONS(jn(x))³0 erfüllen die sogenannteBesselsche Ungleichung

¥â
k=0

a2
k =

¥â
k=0

X f ,jn\ £ ü f ü2 . (2.5)

Beweis:Sein Î N beliebig.
Man betrachte nun

0 £ ü f - n

â
k=0

akjkü2

= X f - n

â
k=0

akjk, f -
n

â
j=0

a jj j\

= X f , f \ + X f ,-
nâ

j=0

a jj j\ + X f ,-
nâ

k=0

akjk\ + X
nâ

k=0

akjk,
nâ

j=0

a jj j\

= ü f ü2 - n

â
j=0

a jX f ,j j\ -
n

â
k=0

akX f ,jk\ +
n

â
k=0

ak

n

â
j=0

a jXjk,j j\
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= ü f ü2 - 2 ×
nâ

k=0

ak X f ,jk\
«¬¬¬¬­¬¬¬¬®

=ak

+
nâ

k=0

nâ
j=0

aka j Xjk,j j\
«¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬®

=0 für k¹ j

= ü f ü2 - 2 ×
nâ

k=0

a2
k +

nâ
k=0

a2
k

= ü f ü2 - n

â
k=0

a2
k .

Es folgt also
n

â
k=0

a2
k £ ü f ü2.

Dan beliebig gewählt war, folgt die Besselsche Ungleichung. 2

Man interessiert sich im Allgemeinen aber für eine Gleichung anstelle einer Unglei-
chung: Es soll also gelten:

¥â
k=0

a2
k = ü f ü2 .

Daher definieren wir im Folgenden, in welchen Fällen bei der Besselschen Ungleichung
Gleichheit auftritt.

Definition 2.2 (Vollständigkeit)
Ein ONS(jn(x))n³0 heißt vollständig, wenn für jedesf Î R[a, b] die sogenannteParse-
valsche Gleichung

¥

â
k=0

a2
k = ü f ü2 (2.6)

erfüllt ist.

Aus dieser Definition erhält man, dass man ein ONS nicht durchweitere Funktionen
„auffüllen“ kann, da sonst die Besselsche Ungleichung nicht mehr erfüllt wäre.

Satz 2.3 (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren)
Sei ( fn(x))n³0 eine linear unabhängige Familie von Funktionenfn Î R[a, b]. Dann lässt
sich diese durch den folgenden iterativen Algorithmus orthogonalisieren:

1. Setzeg0 := f0

2. Berechne iterativ:

gn := fn -
n-1

â
k=0

X fn, gk\Xgk, gg\ × gk .

In diesem Fall erhalten wir ein Orthogonalsystem OS(gn(x))n³0. Interessieren wir uns
jedoch für ein Orthonormalsystem ONS(jn(x))n³0 mit der Eigenschaft, dassXjn,jm\ =
1 für n ¹ m, so müssen wir das oben erhaltene OS noch normieren:

3. Normiere:
jn :=

gnügnü .
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2.3 Orthogonale Polynome

Im Folgenden werden wir gewichtete Skalarprodukte der Form

X f , g\ := b

â
x=a

w(x) f (x)g(x) (2.7)

betrachten. Außerdem werden wir OS untersuchen, die fürn Î N³0 aus Polynomen

jn(x) := Pn(x) = knx
n + k¢nx

n-1 + k¢¢n xn-2 +¼ (kn ¹ 0) (2.8)

bestehen, deren Grad genau gleichn ist. Ein derartiges Polynomsystem nennen wir or-
thogonales Polynomsystem (OPS).

Da unser OPS ein erweitertes OS ist, sind unsere Polynome paarweise orthogonal, d.h.
es gilt fürn, mÎ N³0:

XPn(x), Pm(x)\ =
bâ

x=a

w(x)Pn(x)Pm(x) =
ìïïíïï
î

hn ¹ 0 falls n = m

0 falls n ¹ m
. (2.9)

Ist hn = XPn(x), Pm(x)\ = ÅÅÅÅPm(x)
ÅÅÅÅ2 > 0, dann nennen wir das Skalarprodukt positiv defi-

nit. Wir fordern, dass das Skalarprodukt im Folgenden immerpositiv definit sei.

Im nächsten Abschnitt werden wir ein paar Eigenschaften betrachten, die alle OPS be-
sitzen.

Satz 2.4 (Linearkombination)
Sei (Pn(x))nÎN³0

ein OPS mit einem gewichteten Skalarprodukt der Form (2.7).Sei zu-
demq(x) ein Polynom vom Gradn. Dann lässt sichq(x) als Linearkombination

q(x) =
nâ

k=0

ckPk(x)

des gegebenen OPS darstellen, wobei die Koeffizientencj gegeben sind durch

cj =
1
h j

Xq(x), Pj(x)\ = 1
h j

b

â
x=a

w(x)q(x)Pj (x).

Beweis:Wir berechnen

Xq(x), Pj(x)\ = X
nâ

k=0

ckPk(x), Pj(x)\ =
nâ

k=0

ck XPk(x), Pj(x)\
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

=0,für k¹ j

= cjXPj(x), Pj(x)\ = cjh j .

Es folgt alsocj =
1
hj
Xq(x), Pj(x)\, was den Beweis abschließt. 2
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Satz 2.5 (Strukturbeziehungen)
Sei(Pn(x))nÎN³0

ein OPS bezüglich eines gewichteten Skalarprodukts.
Dann istPn(x) zu jedem Polynom kleineren Grades orthogonal.

Beweis:Jedes Polynomq(x) kleineren Grades (also deg(q, x) < n) lässt sich wegen des
zuvor bewiesenen Satzes linear darstellen durch

q(x) = c0P0(x) + c1P1(x) + ¼ + cn-1Pn-1(x)

mit konstanten Koeffizientenck.
Daraus folgt:

Xq(x), Pn(x)\ = X
n-1

â
k=0

ckPk(x), Pn(x)\ =
n-1

â
k=0

ckXPk(x), Pn(x)\ = 0 ,

da allePk(x) orthogonal zuPn(x) sind.
Also gilt die Behauptung. 2

Satz 2.6 (Rekursionsgleichung)
Jedes OPS (2.8) bzgl. eines gewichteten Skalarproduktes der Form (2.7) erfüllt eine
Rekursionsgleichung der Form

Pn+1(x) = (Anx+ Bn)Pn(x) -CnPn-1(x) (n ³ 0) (2.10)

mit den Konstanten

An =
kn+1

kn

, (2.11)

Bn = An Kk¢n+1

kn+1

-
k¢n
kn
O und (2.12)

Cn =
Anhn

An-1hn-1

. (2.13)

Beweis:Sei n ³ 1 und seiAn gemäß (2.11) bestimmt, alsoAn =
kn+1
kn

. Dann ist das
Polynom

Pn+1(x) - AnxPn(x)

vom Grad£ n. Wir finden also eine Darstellung für dieses Polynom der Form

Pn+1(x) - AnxPn(x) = c0P0(x) +¼ + cnPn(x). (2.14)

Dann folgt für k = 0,¼, n - 2 zusammen mit der Orthogonalität, Satz 2.5 und der
Eigenschaft des Skalarproduktes, dassX f , xg\ = Xx f , g\:

hkck = Xc0P0(x) +¼ + cnPn(x), Pk(x)\
= XPn+1(x) - AnxPn(x), Pk(x)\
= XPn+1(x), Pk(x)\ - AnXxPn(x), Pk(x)\
= XPn+1(x), Pk(x)\ - AnXPn(x), xPk(x)\
= -AnXPn(x), xPk(x)\
= 0.
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Wegenhk ¹ 0 folgt schließlichck = 0. Also gilt (2.10), denn setzen wirck = 0 für
k = 0,¼, n- 2 in die Gleichung (2.14) ein, folgt:

Pn+1(x) - AnxPn(x) = cn-1Pn-1(x) + cnPn(x)

Û Pn+1(x) = (Anx+ cn)Pn(x) + cn-1Pn-1(x).

Nun liefert ein Koeffizientenvergleich vonxn dieser Gleichung:

k¢n+1 = Ank
¢
n + cnkn

Û cn =
k¢n+1 - Ank

¢
n

kn

= An Kk¢n+1

kn+1

-
k¢n
kn
O .

Also gilt mit Bn := cn = An Jk¢n+1
kn+1
- k¢n

kn
N die Gleichung (2.12).

Um Gleichung (2.13) zu beweisen, betrachten wir erneut die Gleichung (2.10). Umstel-
len liefert

CnPn-1(x) = (Anx+ Bn)Pn(x) - Pn-1(x).

Es gilt also:

CnXPn-1(x), Pn-1(x)\ = Cnhn-1

= AnXPn-1(x), xPn(x)\ + BnXPn(x), Pn-1(x)\ - XPn+1(x), Pn-1(x)\
= AnXPn(x), kn-1x

n\
= An

kn-1

kn

XPn(x), Pn(x)\
= An

kn-1

kn

hn.

Somit folgtCn =
Anhn

An-1hn-1
und daraus Gleichung (2.13).

Setzen wirP-1(x) := 1, so bleibt die Rekursionsgleichung (2.10) auch fürn = 0 gültig.
2

Satz 2.7 (Satz von Farvard)
Ein PolynomsystemPn(x) ist orthogonal, wenn für dieses eine Dreitermrekursion der
Form

Pn+1(x) = (Anx+ Bn)Pn(x) -CnPn-1(x)

mit n ³ 0, P-1 = 0 undP0 = 1 gilt.
Das zugehörige Skalarprodukt ist genau dann positiv definit, wenn fürn ³ 1 gilt:

CnAnAn-1 > 0.

Beweis:O.B.d.A. seiQn(x) :=
Pn(x)

kn
. Dann istQn(x) ein Polynomsystem mit höchstem

Koeffizientenkn = 1.
Daraus folgern wir mit (2.10)

An = 1, Bn = -(k
¢
n - k¢n+1) =: bn und Cn =

hn

hn-1

=: cn.
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Wir erhalten damit die Gleichung

Qn(x) = (x- bn)Qn-1(x) - cnQn-2(x). (2.15)

Die Gewichtsfunktionw(x) sei genau so erklärt, dass fürn = 1, 2, 3,¼ gilt:

Nâ
x=0

w(x)Q0(x)Qn(x) =
Nâ

x=0

w(x)Qn(x) = 0. (2.16)

Des Weiteren sei w(x) so gewählt, dass

N

â
x=0

w(x)Q0(x) ×Q0(x) =
N

â
x=0

w(x) = Μ0 = c1.

Nun summieren wir nach Multiplikation mitw(x) über (2.15). Fürn = 1 erhalten wir
also

N

â
x=0

w(x)Q1(x) =
N

â
x=0

w(x) × I(x- b1)Q0(x) - c1Q-1(x)M

=
Nâ

x=0

w(x) × x- b1 ×
Nâ

x=0

w(x)Q0(x) - c1

Nâ
x=0

w(x)Q-1(x)

= Μ1 - b1 × Μ0

= 0.

Fürn = 2 gilt:

N

â
x=0

w(x)Q2(x) =
N

â
x=0

w(x) × x ×Q1(x) - b2 ×
N

â
x=0

w(x)Q1(x) - c2 ×
N

â
x=0

w(x)Q0(x)

=
N

â
x=0

w(x) × x ×Q1(x) - b2 × (Μ1 - b1 × Μ0) - c2 × Μ0

=
Nâ

x=0

w(x) × x2 ×Q0(x) - b1

Nâ
x=0

w(x) × x ×Q0(x)

-c1 ×
N

â
x=0

w(x) × x ×Q-1(x) - b2(Μ1 - b1Μ0) - c2Μ0

= Μ2 - b1 × Μ1 - b2 × (Μ1 - b1Μ0) - c2Μ0

= Μ2 - (b1 + b2)Μ1 + (b1 × b2 - c2)Μ0

= 0 .

Analog dazu lassen sich die Darstellungen auch fürn = 3, 4, 5,¼ herleiten.
Umformung von (2.15) und Shift vonn liefert uns nun

x ×Qn(x) = Qn+1(x) + bn+1Qn(x) + cn+1Qn-1(x). (2.17)
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Multiplizieren wir dann (2.17) mitw(x), liefert Summation mit (2.16)

Nâ
x=0

w(x) × x ×Qn(x) = 0, (n ³ 2).

Multiplizieren wir hingegen (2.17) mitw(x), dann liefert auch hier Summation mit
(2.16)

N

â
x=0

w(x) × x2 ×Qn(x) = 0, (n ³ 3).

Durch iterative Fortsetzung erhalten wir

Nâ
x=0

w(x) × xk ×Qn(x) = 0, (0£ k < n).

Hieraus folgt die Orthogonalität vonQn(x) bzgl. der Gewichtsfunktionw(x).

Bleibt die positive Definitheit des Skalarproduktes zu zeigen, wennCnAnAn-1 > 0 gilt,
d.h.

CnAnAn-1 > 0Û XPn, Pn\ =
Nâ

x=0

w(x)P2
n > 0.

Dazu setzen wir (2.11) und (2.13) inCnAnAn-1 ein und erhalten

CnAnAn-1 =
Anhn

An-1hn-1

kn+1

kn

kn

kn-1

=
kn+12hn

k2
nhn-1

.

Nun sindkn undkn+1 als höchste Koeffizienten vonPn(x) bzw. Pn+1 ungleich Null und
daher giltk2

n > 0 undk2
n+1 > 0.

„Þ“: Sei zunächst das Skalarprodukt zuPn(x) positiv definit. Dann giltXPn, Pn\ = hn > 0
undXPn-1, Pn-1\ = hn-1 > 0 für n ³ 1. Da zudemk2

n > 0 undk2
n-1 > 0 sind, gilt fürn ³ 1

CnAnAn-1 =
k2

n+1hn

k2
nhn-1

> 0.

„Ü“: Sei CnAnAn+1 > 0. Wir werden nun induktiv zeigen, dass das Skalarprodukt dann
positiv definit ist. Wegenh0 = 1 folgt für n = 1

C1A1A0 =
k2

2h1

k2
1

.

DaC1A1A0 > 0 gilt, muss auchh1 > 0 gelten.
Fürn = 2 folgt dann

C2A2A1 =
k2

3h2

k2
2h1

.

Wegenh1 > 0 undC2A2A1 > 0 sind, muss auchh2 > 0 gelten.
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Führt man dies iterativ fort, erhält man fürn ³ 1

CnAnAn-1 =
k2

n+1hn

k2
nhn-1

.

DaCnAnAn-1 > 0 undhn-1 > 0 folgt auch, dasshn > 0 gelten muss.

Es gilt also, dass das Skalarprodukt zuPn(x) (alsohn > 0) genau dann positiv definit ist,
wennCnAnAn-1 > 0 für n ³ 1 gilt. 2
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3 Klassische Diskrete Orthogonale Polynome

3.1 Differenzenrechnung

Wir wollen im Folgenden einige Eigenschaften der Differenzenrechnung einführen.

Definition 3.1 (Differenzenoperatoren)
Der sogenannteVorwärtsdifferenzenoperator definiert sich wie folgt:

D f (x) := f (x+ 1) - f (x). (3.1)

Analog lässt sich einRückwärtsdifferenzenoperator definieren:

Ñ f (x) := f (x) - f (x- 1). (3.2)

Satz 3.1 (Produktregel)
Für den Vorwärtsdifferenzenoperator gilt die folgende Produktregel:

D( f (x)g(x)) = g(x+ 1)D f (x) + f (x)Dg(x). (3.3)

Beweis:Es gilt:

D( f (x)g(x)) = f (x+ 1)g(x+ 1) - f (x)g(x)

= f (x+ 1)g(x+ 1) - f (x)g(x+ 1) + f (x)g(x+ 1) - f (x)g(x)

= g(x+ 1) × ( f (x+ 1) - f (x)) + f (x) × (g(x+ 1) - g(x))

= g(x+ 1)D f (x) + f (x)Dg(x).

2

Satz 3.2 (Partielle Summation)
Für den Vorwärtsdifferenzenoperator gilt die Regel der partiellen Summation:

b

â
x=a

f (x) × Dg(x) = f (b+ 1) × g(b+ 1) - f (a) × g(a) -
b

â
x=a

g(x+ 1) × D f (x). (3.4)

17



Beweis:Es gilt:

bâ
x=a

f (x) × Dg(x) =
bâ

x=a

f (x) × (g(x+ 1) - g(x)

= f (a) × (g(a+ 1) - g(a)) + f (a+ 1) × (g(a+ 2) - g(a+ 1))

+¼ + f (b- 1) × (g(b) - g(b- 1)) + f (b) × (g(b+ 1) - g(b))

= - f (a) × g(a) + ( f (a) - f (a+ 1)) × g(a+ 1)

+¼ + ( f (b- 1) - f (b)) × g(b) + f (b) × g(b+ 1)

= - f (a) × g(a) - g(a+ 1) × D f (a) - g(a+ 2) × D f (a+ 1)

+¼ + g(b) × D f (b- 1) + g(b+ 1) × f (b)

= - f (a) × g(a) -
b-1â
x=a

g(x+ 1) × D f (x)

+ f (b) × g(b+ 1) - f (b+ 1) × g(b+ 1) + f (b+ 1) × g(b+ 1)

= f (b+ 1) × g(b+ 1) - f (a) × g(a) -
b-1

â
x=a

g(x+ 1)

-g(b+ 1) × ( f (b+ 1) - f (b))
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

=D f (b)

= f (b+ 1) × g(b+ 1) - f (a) × g(a) -
b

â
x=a

g(x+ 1)D f (x) .

2

Satz 3.3
Zwischen dem Vorwärts- und Rückwärtsdifferenzenoperatorgilt folgende Beziehung:

D f (x) = Ñ f (x+ 1). (3.5)

Beweis:Betrachtet man die rechte und die linke Seite von (3.5), danngilt:

D f (x) = f (x+ 1) - f (x) und

Ñ f (x+ 1) = f (x+ 1) - f (x+ 1- 1)

= f (x+ 1) - f (x).

Es gilt alsoD f (x) = Ñ f (x+ 1), wie behauptet. 2

Definition 3.2 (Pochhammer-Symbol)
Seik Î N³0 undn Î N³0. Dann wird

(k)n := k × (k+ 1)µ(k+ n- 1)
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

n Faktoren

(3.6)

als dasPochhammer-Symbolbezeichnet.
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Definition 3.3 (Fallende Faktorielle)
Seik Î N³0 undn Î N³0. Dann gilt für die so genanntenfallenden Faktoriellen:

kn := k × (k- 1)µ(k- n+ 1)
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

n Faktoren

(3.7)

und

kn :=
1

k × (k- 1)µ(k- n+ 1)
.

Wir wollen nun zeigen, dass sich die fallenden Faktoriellenund das Pochhammer-
Symbol, das auch als steigende Faktorielle bezeichnet werden kann, mit Hilfe der Dif-
ferenzenoperatoren reduzieren lassen.

Satz 3.4
Seik Î N³0 undn Î N³0, dann gilt für das Pochhammer-Symbol:

Ñk (k)n = n × (k)n-1 . (3.8)

Beweis:Da (k)n = k × (k+ 1)µ(k+ n- 1) ein Polynmom vom Gradn darstellt, gilt:

Ñk (k)n = (k)n - (k- 1)n
= k × (k+ 1)µ(k+ n- 1) - (k- 1) × (k)µ(k+ n- 2)

= k × (k+ 1)µ(k+ n- 2)
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

=(k)n-1

× (k+ n- 1- (k- 1)
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

=n

)

= n × (k)n-1 .

2

Analog lässt sich folgender Satz für die fallenden Faktoriellen beweisen:

Satz 3.5
Seik Î N³0 undn Î n³0, dann gilt für die fallenden Faktoriellen:

Dkk
n = n × kn-1 . (3.9)

Beweis:Auchkn = k × (k-1)µ(k-n+1) stellt ein Polynom vom Gradn dar, also folgt:

Dkk
n = (k+ 1)n - kn

= (k+ 1) × k × (k- 1)µ(k- n+ 2) - k × (k- 1)µ(k- n+ 2) × (k- n+ 1)

= k × (k- 1)µ(k- n- 2)
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

=kn-1

× (k+ 1- (k- n+ 1))
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

=n

= n × kn-1 .

2

Definition 3.4 (Diskretes orthogonales Polynomsystem)
Eine PolynomfamiliePn(x) (mit deg(Pn(x), x) = n undPn(x) = knx

n+k¢nx
n-1+k¢¢n xn-2+¼)

heißt klassisches diskretes orthogonales Polynomsystem(im Folgenden: diskretes
OPS), wenn es Lösung der folgenden Differenzengleichung ist:

Σ(x)DÑy(x) + Τ(x)Dy(x) + Λny(x) = 0. (3.10)
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Dabei gilt
D f (x) := f (x+ 1) - f (x)

und
Ñ f (x) := f (x) - f (x- 1).

FürΣ(x), Τ(x) undΛn gilt zudem:

• für n = 1 ist Τ(x) = dx+ eein lineares Polynom

• für n = 2 istΣ(x) = ax2 + bx+ c ein Polynom vom Grad£ 2

• durch Koeffizientenvergleich der höchsten Koeffizienten erhält man die Bezie-
hung:

Λn = -(an(n- 1) + dn) . (3.11)

3.2 Differenzengleichungen klassischer diskreter orthogonaler Po-
lynomfamilien

In diesem Abschnitt wollen wir Differenzengleichungen zu verschiedenen diskreten or-
thogonalen Polynomfamilien finden.
Dazu betrachten wir zunächst erneut die Gleichung (3.10). WegenDÑ = D - Ñ gilt:

0 = Σ(x)DÑy(x) + Τ(x)Dy(x) + Λny(x)

= Σ(x)(Dy(x) - Ñy(x)) + Τ(x)Dy(x) + Λny(x)

= (Σ(x) + Τ(x))Dy(x) - Σ(x)Ñy(x) + Λny(x) .

Man kann also erkennen, dass nicht nur das PolynomΣ(x) vom Grad 2 als Koeffizient
der höchsten Differenz bedeutsam ist, sondern auchΣ(x) + Τ(x).
Die Differenzengleichung können wir auch auch durch Shiftoperation ausdrücken. Es
gilt also:

-Λny(x) = (Σ(x) + Τ(x))Dy(x) - Σ(x)Ñy(x) + Λny(x)

= (Σ(x) + Τ(x))(y(x+ 1) - y(x)) - Σ(x)(y(x) - y(x- 1))

= (Σ(x) + Τ(x))y(x+ 1) - (Σ(x) + Τ(x) + Σ(x))y(x) + Σ(x)y(x- 1)

= (Σ(x) + Τ(x))y(x+ 1) - (2Σ(x) + Τ(x))y(x) + Σ(x)y(x- 1) .

Nun wollen wir die resultierenden Polynomsysteme - bis auf lineare Transformation
- klassifizieren. In der folgende Fallunterscheidung werden wir alle Polynomsysteme
als klassische diskrete orthogonale Polynome bezeichnen.Dabei handelt es sich bei
allen Systemen, bis auf die fallenden Faktoriellen, um OPS.Einige dieser Systeme sind
endlich:
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Σ(x) Σ(x) + Τ(x) Pn(x) Familie

1 1 Αx+ Β + 1 (-1)nCn(-x- 1+Α
Β ; -

1
Α ) verschobene Charlierpol.

2 x 0 xn fallende Faktorielle

3 x Μ ( Μ ¹ 0 ) Cn(x; Μ) Charlierpolynome

4 x Μ(Γ + x) Mn(x; Γ,Μ) Meixnerpolynome

5 x p
1-p(N - x) Kn(x; p, N) Krawtchoukpolynome

6 x(N + 1+ Β - x) (x+ Α + 1)(N - x) Qn(x; Α,Β, N) Hahnpolynome

Tabelle 1: Differenzengleichungen der klassischen diskreten orthogonalen Polynome

3.3 Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wir wollen nun Definitionen aus der Stochastik kennen lernen. Im weiteren Verlauf der
Arbeit werden wir dann sehen, dass die OPS eng verbunden sindmit einigen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen.
Bevor wir dazu kommen, wollen wir uns an die Definition des Binomialkoeffizienten
und die Eigenschaften erinnern:

Definition 3.5 (Binomialkoeffizient)
Seienk, nÎ N³0 und es geltek £ n. Dann gilt

Kn
k
O := n!

k!(n- k)!
, (3.12)

wobeiInkM Binomialkoeffizient genannt und „n überk“ gesprochen wird.

Satz 3.6 (Eigenschaften des Binomialkoeffizienten)
Für den Binomialkoeffizienten gelten unter anderem die folgenden Beziehungen:

(a) In0M = InnM = 1

(b) In1M = n

(c) In+1
k M = I n

k-1M + InkM
(d) InkM = n

k × In-1
k-1M

(e) Úk
i=0 Iai M × I b

k-iM = Ia+b
k M

Beweis:

(a) Es gilt nach Definition zum einen

Kn
0
O = n!

0!(n- 0)!
=

n!
n!
= 1

und zum anderen gilt

Kn
n
O = n!

n!(n- n)!
=

n!
n!
= 1.
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(b) Betrachten wir wieder die Definition, dann gilt

Kn
1
O = n!

1!(n- 1)!
=

n × (n- 1)µ2 × 1
(n- 1)µ2 × 1

= n.

(c) Wir betrachten für diese Beziehung die rechte Seite der Gleichung, dann gilt nach
Definition

K n
k- 1
O + Kn

k
O = n!

(k- 1)!(n- (k- 1))!
+

n!
k!(n- k)!

=
k × n!

k × (k- 1)!(n- (k- 1))!
+

(n- k+ 1) × n!
(n- k+ 1) × k!(n- k)!

=
k × n! + (n- k+ 1) × n!

k!(n- (k- 1))!

=
(n+ 1) × n!

k!(n- (k- 1))!

=
(n+ 1)!

k!((n+ 1) - k)!

= Kn+ 1
k
O.

(d) Es gilt

Kn
k
O = n(n- 1)¼(n- k+ 1)

k!

=
n
k
×
(n- 1)¼((n- 1) - (k- 1) + 1)

(k- 1)!

=
n
k
× Kn- 1

k- 1
O .

(e) Wir betrachten das Polynomf (x) = (1 + x)a+b mit a, bÎ N. Dann gilt nach dem
binomischen Lehrsatz einerseits

(1+ x)a+b =
a+b

â
k=0

Ka+ b
k
Oxk

und andererseits gilt

(1+ x)a+b = (1+ x)a × (1+ x)b =
æçççç
è

a

â
i=0

Ka
i
Oxi
ö÷÷÷÷
ø
×
æççççç
è

b

â
j=0

Kb
j
Oxj
ö÷÷÷÷÷
ø

=
a+bâ
k=0

æççççç
è

kâ
i=0

Ka
i
OxiK b

k- i
Oxk-i
ö÷÷÷÷÷
ø

=
a+bâ
k=0

æççççç
è

kâ
i=0

Ka
i
OK b

k- i
Oxk
ö÷÷÷÷÷
ø

.
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Aus diesen beiden Gleichungen erhält man also

a+b

â
k=0

Ka+ b
k
Oxk =

a+b

â
k=0

æççççç
è

k

â
i=0

Ka
i
OK b

k- i
Oxk
ö÷÷÷÷÷
ø

.

Mittels Koeffizientenvergleich erhalten wir schließlich

k

â
i=0

Ka
i
OK b

k- i
O = Ka+ b

k
O .

2

Nun werden wir den Begriff des Wahrscheinlichkeitsraumes,des Erwartungswertes und
der Varianz definieren.

Definition 3.6 (Wahrscheinlichkeitsraum)
Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar(W, P), wobeiW ¹ Æ eine endli-
che Menge undP eine auf den Teilmengen vonW definierte reellwertige Funktion mit
folgenden Eigenschaften ist:

(1) Nichtnegativität: P(A) ³ 0, für A Í W

(2) Normiertheit: P(W) = 1

(3) Additivität: P(A+ B) = P(A) + P(B), falls AÈ B = Æ

P heißt Wahrscheinlichkeitsverteilung oder auch Wahrscheinlichkeitsmaß aufW.
P(A) wird die Wahrscheinlichkeit des EreignissesA genannt.

Definition 3.7 (Erwartungswert)
Für eine ZufallsvariableX : W ® R auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum
(W, P) heißt die Zahl

E(X) :=â
ΩÎW

X(Ω) × P({Ω}) (3.13)

derErwartungswert vonX.

Der Erwartungswert liefert einen Mittelwert für die ZufallsvariableX. Hierfür gewich-
tet man die WerteX(Ω) mit den WahrscheinlichkeitenP(Ω) und erhält schließlich den
Mittelwert (3.13).

Definition 3.8 (Varianz)
Für eine ZufallsvariableX : W ® R auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum
(W, P) heißt

V(X) := E(X - EX)2 (3.14)

die Varianz von X.

Nimmt X die verschiedenen Wertex1,¼, xn an, so folgt für die Varianz

V(X) =
nâ

j=1

(xj - EX)2 × P(X = xj ) (3.15)
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Satz 3.7 (Eigenschaft der Varianz)
Für die Varianz einer ZufallsvariablenX : W ® R auf einem endlichen Wahrscheinlich-
keitsraum(W, P) gilt die folgende Beziehung:

V(X) = E(X2) - (EX)2 .

Beweis:Um diese Gleichung zu beweisen, betrachten wir (3.14). Durch Umformung
erhalten wir dann:

V(X) = E(X - EX)2

= E(X2) - 2EX × EX + (EX)2

= E(X2) - (EX)2 .

2

Während der Erwartungswert eine Maßzahl für den Schwerpunkt einer Verteilung ist,
ist die Varianz eine Maßzahl für die Streuung um diesen Schwerpunkt.

Wir wollen nun verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilungen kennen lernen und ein-
sehen, in welchen Situationen die einzelnen Verteilungen angewendet werden.
In der Stochastik sind so genannte Urnenmodelle bekannt. Indieser Urne befinden sich
N Kugeln mit unterschiedlichen Farben. Es werden nun Kugeln aus dieser Urne gezo-
gen, wobei es sein kann, dass z.B. die Kugeln nach dem Ziehen wieder zurück in die
Urne gelegt werden sollen. Uns interessieren jetzt diese verschiedenen Fälle, denn für
jeden Fall gibt es eine eigene Wahrscheinlichkeitsverteilung, die dazu dient, die Wahr-
scheinlichkeiten verschiedener Ereignisse zu repräsentieren.

3.3.1 Hypergeometrische Verteilung

Stellen wir uns nun vor, dass sich in der UrneN = r + s Kugeln befinden, wobeir die
Anzahl der roten Kugeln unds die Anzahl der schwarzen Kugeln ist. Es soll nunn-mal
ohne Zurücklegen und ohne Berücksichtigung der Reihenfolge gezogen werden. Inter-
essiert man sich nun für die Wahrscheinlichkeit, dass sich eine gewisse Anzahl an roten
(oder auch schwarzen) Kugeln unter denn gezogenen Kugeln befindet, so können wir
diese mit Hilfe der hypergeometrischen Wahrscheinlichkeitsverteilung berechnen.

Sei

X :=
nâ

j=1

1{A j}

eine Zählvariable mitA j := {(a j ,¼, an) Î W : a j £ r}. Dann beschreibt diese Zählva-
riable z.B. die Anzahl der roten Kugelnk beimn-maligen Ziehen ohne Zurücklegen aus
einer Urne mitr roten unds schwarzen Kugeln.

Definition 3.9
Die Verteilung von einem wie oben beschriebenenX heißt hypergeometrische Vertei-
lung mit den Parameternn, r, s.
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Dann erhalten wir für X die Wahrscheinlichkeitsverteilung

P(X = k) =
IrkM × I s

n-kMIr+s
n M (k = 0,¼, n). (3.16)

Wir können also mit der hypergeometrischen Verteilung die Wahrscheinlichkeit dafür
berechnen, dass beimn-maligen Ziehen ohne Zurücklegenk rote Kugeln gezogen wer-
den.

An dieser Stelle wollen wir exemplarisch den Erwartungswert der der hypergeometri-
schen Verteilung berechnen. Für diesen gilt mit (3.13)

E(X) =
nâ

j=0

j × P(X = j) =
nâ

j=0

j ×
IrjMI s

n- jMIr+s
n M .

Wir können nun diese Gleichung mit den Eigenschaften des Binomialkoeffizienten um-
formen und erhalten

E(X) =
nâ

j=1

j ×
IrjMI s

n- jM
Ir+s

n M
=

1

Ir+s
n M

nâ
j=0

j × Kr
j
OK s

n- j
O

=
1

r+s
n Ir+s-1

n-1 M
n

â
j=1

j ×
r
j
Kr - 1

j - 1
OK s

n- j
O

=
r

r+s
n Ir+s-1

n-1 M
n

â
j=1

Kr - 1
j - 1
OK s

n- 1- ( j - 1)
O

=
r

r+s
n Ir+s-1

n-1 M
nâ

i=1

Kr - 1
i
OK s

n- 1- i)
O

=
r

r+s
n Ir+s-1

n-1 MK
r - 1+ s
n- 1)

O
=

r
r+s
n

= n ×
r

r + s
.

Somit erhalten wir schließlich:
Erwartungswert:

E(X) = n ×
r

r + s
(3.17)

Varianz:

V(X) = n ×
r

r + s
× K1- r

r + s
O × K1- n- 1

r + s- 1
O (3.18)
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3.3.2 Binomialverteilung

Nun interessiert uns der Fall, dassn Kugeln aus der Urne gezogen werden, wobei nach
jedem Zug die Kugel wieder zurück in die Urne gelegt wird. Wieder soll hier die Anzahl
der gezogenen roten Kugeln von Bedeutung sein. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit
dafür, dassk rote Kugeln gezogen werden? Diese Frage beantwortet uns dieso genannte
Binomialverteilung:

Definition 3.10
Eine ZufallsvariableX besitzt eine Binomialverteilung mit den Parameternn undp (mit
n, pÎ N und0 < p < 1), falls gilt:

P(X = k) = Kn
k
O × pk × (1- p)n-k (k = 0, 1,¼, n). (3.19)

Erwartungswert:
E(X) = n × p (3.20)

Varianz:
V(X) = n × p × (1- p) (3.21)

3.3.3 Poisson-Verteilung

In manchen Fällen führt die Binomialverteilung nicht zum Erfolg, d.h. sie liefert keine
oder eine ungenaue Wahrscheinlichkeit. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn die Wahr-
scheinlichkeiten sehr klein sind. Um jedoch trotzdem eine eindeutige Aussage über die
Wahrscheinlichkeitsverteilung treffen zu können, brauchen wir eine andere Methode.
Diese wird Poisson-Verteilung genannt:

Definition 3.11
Eine ZufallsvariableX besitzt eine Poisson-Verteilung mit dem ParameterΛ > 0, falls
gilt:

P(X = k) = e-Λ ×
Λk

k!
(k = 0, 1, 2,¼). (3.22)

Erwartungswert:
E(X) = Λ (3.23)

Varianz:
V(X) = E(X) = Λ (3.24)

3.3.4 Pascalsche Verteilung

In der letzten Verteilung betrachten wir die so genannte Pascalsche Verteilung. Diese
wird angewendet, wenn man mehrere Experimente macht und eine Aussage über die
Anzahl der Misserfolgek machen möchte.
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Definition 3.12
Eine ZufallsvariableX besitzt eine Pascalsche Verteilung (oder: negative Binomialver-
teilung) mit den Parameternr und p (r Î N, 0 < p < 1), falls ihre Verteilung gegeben
ist durch:

P(X = k) = Kk+ r - 1
k
O × pr × (1- p)k (k Î N0). (3.25)

Erwartungswert:

E(X) = r ×
1- p

p
(3.26)

Varianz:

V(X) = E(X) = r ×
1- p

p2 (3.27)

3.4 Gewichtsfunktion

Ein diskretes OPS besitzt eine diskrete GewichtsfunktiondΜ(x) = w(x)|xÎZ. Diese ge-
nügt der so genanntenPearsonschen Differenzengleichung

D(Σ(x)w(x)) = Τ(x)w(x). (3.28)

Betrachtet man die Pearsonsche Differenzengleichung (3.28) genauer, so folgt:

D(Σ(x)w(x)) = Τ(x)w(x)

Û w(x+ 1)Σ(x+ 1) - Σ(x)w(x) = Τ(x)w(x)

Û
w(x+ 1)

w(x)
=
Τ(x) + Σ(x)
Σ(x+ 1)

. (3.29)

Wir erhalten also das Termverhältnis (3.29). Nun ist dasSkalarprodukt gegeben durch

X f , g\ = à f (x)g(x)dΜ(x) =â
xÎZ

w(x) f (x)g(x) . (3.30)

Beispiel 1
Wir betrachten die Gewichtsfunktionw(x) = 1 für x = 0,¼, N - 1. Sie ist also an
N Gitterpunkten erklärt. Mit dem Gram-Schmidtschen-Orthogonalisierungsverfahren,
welches in Satz 2.3 eingeführt wurde, kann man nun die Polynome bestimmen.
Das folgendeMathematica-Output liefert uns fürN = 5 die zugehörigen orthogonalen
und orthonormalen Polynome.

Zunächst wird das Skalarprodukt definiert:

In[1]:= Skalarprodukt [f _, g_,w_,N_] :=
N-1

â
x=0

w* f * g

Die folgende Funktion liefert ein OS:
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In[2]:= Clear [GramSchmidtOS ];

GramSchmidtOS [f _,w_,N_] :=

Module A{fliste , gliste = {}, t },

fliste = Table [f ,{n, 0,N- 1}];

AppendTo[gliste , fliste [[1]]];

For Ai = 2, i <= N, i + +,

t =

fliste [[i ]]-

i -1

â
k=1

Skalarprodukt [fliste [[i ]], gliste [[k]],w,N]

Skalarprodukt [gliste [[k]], gliste [[k]],w,N]
*

gliste [[k]]//Together ;

AppendTo[gliste , t ]E;
gliste

E
In[3]:= OS= GramSchmidtOS [xˆn , 1, 5]

Out[3]= 91, x- 2, x2 - 4 x+ 2,
1
5
I5 x3 - 30x2 + 43x- 6M,

1
35
I35x4 - 280x3 + 685x2 - 500x+ 12M=

Wir erkennen, dass die Polynome paarweise orthogonal sind,z.B.:

In[4]:= Skalarprodukt [OS[[1]],OS[[2]], 1, 5]

Out[4]= 0

Allerdings sind sie die Polynome nicht normiert:

In[5]:= Skalarprodukt [OS[[1]],OS[[1]], 1, 5]

Out[5]= 5

Diese Funktion berechnet schließlich ein ONS:

In[6]:= Clear [GramSchmidtONS];

GramSchmidtONS[f _,w_,N_] :=

Module A{g = GramSchmidtOS [f ,w,N],Φ = {}, t },

For Ai = 1, i £ Length [g], i + +,

t =
g[[i ]]0

Skalarprodukt [g[[i ]], g[[i ]],w,N]
;

AppendTo[Φ, t ]E;
Φ

E
In[7]:= ONS= GramSchmidtONS[xˆn , 1, 5]
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Out[7]= 9 10
5

,
x- 20

10
,
x2 - 4 x+ 20

14
,

5 x3 - 30x2 + 43x- 6

6
0

10
,
35x4 - 280x3 + 685x2 - 500x+ 12

12
0

70
=

Auch hier sind die Polynome wieder paarweise orthogonal, z.B.:

In[8]:= Skalarprodukt [ONS[[1]],ONS[[2]], 1, 5]

Out[8]= 0

Hier sind sie auch normiert:

In[9]:= Skalarprodukt [ONS[[1]],ONS[[1]], 1, 5]

Out[9]= 1

Wir erhalten in diesem Beispiel (bis auf Standardisierung)die so genannten diskreten
Chebyshevpolynome, welche zuΣ(x) = x(N - x) undΣ(x) + Τ(x) = (x+ 1)(N - 1- x)
gehören.
Eine konstante Gewichtsfunktion liefert immer einen Spezialfall der Hahnpolynome
Qn(x; Α,Β, N).

Abschließend folgt eine Übersicht der Gewichtsfunktionenverschiedener Polynomfa-
milien mit Definitionsbereich.

Pn(x) Familie w(x) Def.Bereich Bedingungen

Cn(x; Μ) Charlierpol. e-ΜΜx

x! N³0 Μ > 0

Mn(x; Γ,Μ) Meixnerpol. Μx(Γ)x
x! N³0 Γ > 0, 0 < Μ < 1

Kn(x; p, N) Krawtchoukpol. INxMpx(1- p)N-x {0, 1,¼, N} 0 < p < 1

Qn(x; Α,Β, N) Hahnpol. IΑ+x
x MIΒ+N-x

N-x M {0, 1,¼, N} Α > -1,Β > -1

Tabelle 2: Gewichtsfunktionen der klassischen diskreten orthogonalen Polynome

Betrachtet man zum Beispiel die Charlierpolynome mit (3.29), so erhält man aus

w(x+ 1)
w(x)

=
Σ(x) + Τ(x)
Σ(x+ 1)

=
Μ

x+ 1

die Gewichtsfunktion

w(x) = C
Μx

x!

Dabei wählt manC = e-Μ aus historischen Gründen und erhältw(x) = e-Μ Μ
x

x! , welches
die Poisson-Verteilung (3.22) darstellt.

Wir betrachten nun die Gewichtsfunktionen der anderen OPS genauer und wollen sehen,
welche Verbindung zwischen ihnen und den anderen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
besteht.
Betrachten wir die Meixnerpolynome mitw(x) = Μx(Γ)x

x! , so ist erkennbar, dass dies ge-
nau die Pascalverteilung (3.25) ist. Die Gewichtsfunktionw(x) = INxMpx(1 - p)N-x der
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Krawtchoukpolynome stellt genau die Binomialverteilung (3.19) dar und für die Hahn-
polynome gilt die hypergeometrische Verteilung (3.16), denn vergleicht man diese mit
w(x) = IΑ+x

x MIΒ+N-x
N-x M, so kann man erkennen, dass sie gleich sind.

Die Nebenbedingung der Tabelle ist wichtig, da sie für die Konvergenz der klassischen
diskreten OPS verantwortlich ist.

3.5 Orthogonalität

Wir wollen nun zeigen, dass die in der Tabelle 2 gegebenen Bedingungen wirklich die
Orthogonalität der diskreten orthogonalen Polynomfamilien liefert.
Dazu betrachten wir erneut die Pearsonsche Differenzengleichung (3.28). Ersetzt man
in dieser Gleichung nuny(x) durchPn(x), dann folgt:

D(Σ(x)w(x)ÑPn(x)) = -Λnw(x)Pn(x) (3.31)

Multiplikation dieser zun gehörigen Gleichung mitPm(x) liefert:

D(Σ(x)w(x)ÑPn(x)) × Pm(x) + Λnw(x)Pn(x) × Pm(x) = 0. (3.32)

Analog erhalten wir durch Multiplikation zu der zum gehörigen Gleichung mitPn(x)
und anschließendem Gleichsetzung mit (3.32):

D(Σ(x)w(x)ÑPm(x)) × Pn(x) + Λmw(x)Pm(x) × Pn(x)

= D(Σ(x)w(x)ÑPn(x)) × Pm(x) + Λnw(x)Pn(x) × Pm(x)

Û (Λm - Λn)w(x)Pm(x) × Pn(x)

= D(Σ(x)w(x)ÑPn(x)) × Pm(x) - D(Σ(x)w(x)ÑPm(x)) × Pn(x) .

Nach Summierung über die letzte Gleichung im Intervallx = a,¼, b folgt:

(Λm- Λn) ×
bâ

x=a

w(x)Pm(x)Pn(x)

=
b

â
x=a

D(Σ(x)w(x)ÑPn(x)) × Pm(x) -
b

â
x=a

D(Σ(x)w(x)ÑPm(x)) × Pn(x) . (3.33)
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Wird die partielle Summation (3.4) auf diese Gleichung angewendet, so erhalten wir:

(Λm- Λn) ×
bâ

x=a

w(x)Pm(x)Pn(x)

= AΣ(x)w(x)ÑPn(x)Pm(x)Ex=b+1

x=a
-

b

â
x=a

Σ(x+ 1)w(x+ 1) ÑPn(x+ 1)
«¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬®

=DPn(x)

DPm(x)

- AΣ(x)w(x)ÑPm(x)Pn(x)Ex=b+1

x=a
+

b

â
x=a

Σ(x+ 1)w(x+ 1) ÑPm(x+ 1)
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

=DPm(x)

DPn(x)

= AΣ(x)w(x)ÑPn(x)Pm(x)Ex=b+1

x=a
-

bâ
x=a

Σ(x+ 1)w(x+ 1)DPn(x)DPm(x)

- AΣ(x)w(x)ÑPm(x)Pn(x)Ex=b+1

x=a
+

bâ
x=a

Σ(x+ 1)w(x+ 1)DPm(x)DPn(x)

= AΣ(x)w(x)(ÑPn(x)Pm(x) - ÑPm(x)Pn(x))Ex=b+1

x=a
.

Die OPS bzgl. eines Skalarproduktes der Form (2.7) sind orthogonal, wenn folgende
Randbedingung erfüllt ist

lim
x®a

xnΣ(x)w(x) = lim
x®b

xnΣ(x)w(x) = 0 (n Î N³0). (3.34)

Wir wollen nun zeigen, dass die Polynomfamilien aus Tabelle2 tatsächlich orthogonal
sind. Dazu muss die Randbedingung (3.34) erfüllt sein. Außerdem werden wir zeigen,
dass die Nebenbedingung der Tabelle nötig ist, damit die Gewichtsfunktionw(x) positiv
definit ist.

Charlierpolynome Cn(x; Μ):
Zunächst betrachten wir die Charlierpolynome mitΣ(x) = x, w(x) = e-Μ×Μx

x! und ihrem
DefinitionsbereichN³0. Für die Gewichtsfunktionw(x) muss für die Charlierpolynome
die NebenbedingungΜ > 0 gelten.

Wir zeigen zunächst, dass die Randbedingung (3.34) unter gegebener Nebenbedingung
(Μ > 0) erfüllt ist. Dann gilt füra = 0:

anΣ(a)w(x) =
0n+1Μ0

eΜ0!
= 0 .

Desweiteren gilt

lim
x®¥

xn+1Μx

eΜx!
= 0,

da wirx! mit der Stirlingschen Formel darstellen können alsx! @
0
(2Πx) ×I xeMx und somit

erhalten wir
1
eΜ

lim
x®¥

xn+1Μxex0
2Πx × xx

= 0,
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da
0

2Πx × xx sehr viel schneller gegen¥ konvergiert, alsxn+1Μxex.

Nun wollen wir noch zeigen, dass die Nebenbedingung für einepositiv definite Ge-
wichtsfunktion nötig ist:
Sei zunächstΜ > 0 gegeben, dann gilt

w(x) =
e-ΜΜx

x!
> 0,

für allex Î N³0. Sei nunΜ = 0, dann gilt fürw(x):

w(x) =
e-ΜΜx

x!
= 0,

d.h. im FalleΜ = 0 ist die Gewichtsfunktionw(x) nicht positiv definit.
Betrachten wir nun den FallΜ < 0. Dann gilt:

w(x) =
e-ΜΜx

x!
=

e|Μ|Μx

x!
.

Für die Gewichtsfunktionw(x) gilt dann also

w(x)
ìïïíïï
î

> 0 für x gerade

< 0 für x ungerade

Also wäre die Gewichtsfunktion nicht positiv definit im Definitionsbereich fürx.
Somit haben wir also gezeigt, dass die Charlierpolynome paarweise orhtogonal sind und
die Gewichtsfunktion positiv definit ist bei gegebener Nebenbedingung.

Meixnerpolynome Mn(x; Γ,Μ):
Betrachten wir nun die Meixnerpolynome mitΣ(x) = x, w(x) = Μ

x(Γ)x
x! , Definitionsbereich

N³0 und NebenbedingungΓ > 0, 0 < Μ < 1.
Wir zeigen wieder als erstes, dass unter gegebener Nebenbedingung (Γ > 0, 0< Μ < 1)
die Randbedingung (3.34) erfüllt ist.
Füra = 0 gilt dann:

anΣ(a)w(a) = 0n+1 ×
Μ0(Γ)0

0!
= 0.

Weiter gilt:

lim
x®¥

xn+1Μx(Γ)x
x!

= lim
x®¥
Μx ×

xn+1(Γ)x
x!

= 0,

weil Μx mit 0 < Μ < 1 für x® ¥ gegen 0 konvergiert.

Wir zeigen nun, dass die Nebenbedingung nötig ist. Sei zunächst die Nebenbedingung
mit Γ > 0 und 0< Μ < 1 erfüllt. Dann gilt für die Gewichtsfunktion

w(x) =
Μx(Γ)x

x!
> 0,
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für allex Î N³0.
Sei nunΓ £ 0. Dann gilt für die Gewichtsfunktion

w(x) =
Μx(Γ)x

x!
= 0,

da(Γ)x = 0 für Γ £ 0. Somit istw(x) im Fall Γ £ 0 undÄÄÄÄΓÄÄÄÄ £ x nicht positiv definit.

Sei nunΜ = 0, dann gilt fürw(x) ebenfalls

w(x) =
Μx(Γ)x

x!
= 0

und damit ist die Gewichtsfunktionw(x) im FalleΜ = 0 nicht positiv definit.

Krawtchoukpolynome Kn(x; p, N):
Nun wollen wir zeigen, dass die Krawtchoukpolynome die Randbedingung (3.34) er-
füllen. Für die Krawtchoukpolynome giltΣ(x) = x undw(x) = INxMpx(1- p)N-x mit dem
Definitionsbereich{0, 1,¼, N} und der Nebenbedingung 0< p < 1.
Wir betrachten also füra = 0

anΣ(a)w(a) = 0

und fürb = N + 1

bnΣ(b)w(b) = (N + 1)n+1 × K N
N + 1
Op(N + 1)(1- p)-1 = 0,

daI N
N+1M = 0 gilt.

Nun wollen wir noch zeigen, dass die Gewichtsfunktionw(x) nur dann positiv definit
ist, wenn die Nebenbedingung0< p < 1 gilt. Sei dazu zunächstp < 0, dann gilt für die
Gewichtsfunktion:

w(x)
ìïïíïï
î

> 0 für x gerade

< 0 für x ungerade

Sei nunp > 1. Dann gilt:

w(x)
ìïïíïï
î

> 0 für N - x gerade

< 0 für N - x ungerade

Für p = 0 (bzw.p = 1) gilt dannw(x) = 0.
Somit ist die Gewichtsfunktion nicht positiv definit, wenn die Nebenbedingung nicht
erfüllt ist.

HahnpolynomeQn(x; Α,Β, N):
Wir betrachten nun die Hahnpolynome mitΣ(x) = x(N+1+Β-x) undw(x) = IΑ+x

x MIΒ+N-x
N-x M.
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Die Hahnpolynome besitzen den Definitionsbereich{0, 1,¼, N} und die Nebenbedin-
gungenΑ,Β > -1.
Sei zunächsta = 0, dann gilt für die Randbedingung

anΣ(a)w(a) = 0.

Sei nunb = N + 1, dann gilt

bnΣ(b)w(b) = (N + 1)n+1 × Β × KΑ + N + 1
N + 1

OKΒ - 1
-1
O = 0,

daIΒ-1
-1 M = 0 gilt.

Wir wollen nun wieder zeigen, dass die Gewichtsfunktionw(x) nicht positiv definit ist,
wenn die Nebenbedingung nicht erfüllt ist.
Wir betrachten den Fall, dassΑ £ -1 (bzw.Β £ -1) gilt. Dann ist die Gewichtsfunktion
w(x) teilweise nicht definiert für den Definitionsbereich{0, 1,¼, N}, daIΑ+x

x M für x < |Α|
(bzw. IΒ+N-x

N-x M für x < |Α| - N) nicht definiert ist.

Somit haben wir nun die Orthogonalität der Polynomfamilienbewiesen und die positive
Definitheit der Gewichtsfunktionw(x) sichergestellt.

Bemerkung 1
Aus der Orthogonalität folgt, dass eine Rekursion der Form (2.10) gilt. Im folgenden
Abschnitt wird zudem gezeigt, dass eine hypergeometrischeDarstellung existiert.

3.6 Hypergeometrische Darstellung

Definition 3.13 (Hypergeometrische Reihe)
Die Potenzreihe

pFq

æçççççççççç
è

a1,¼, ap

z

b1,¼, bq

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

=
¥â

k=0

Akz
k, (3.35)

deren SummandenAkz
k das rationale Termverhältnis

Ak+1z
k+1

Akz
k =

(k+ a1)µ(k+ ap)

(k+ b1)µ(k+ bq)

z
k+ 1

(3.36)

besitzen, nennt manhypergeometrische Reihe.
Den SummandenAkz

k einer hypergeometrischen Reihe nennt man hypergeometrischen
Term. Für die Koeffizienten der hypergeometrsichen Reihe erhalten wir die Formel

pFq

æçççççççççç
è

a1,¼, ap

z

b1,¼, bq

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

=
¥â

k=0

(a1)kµ(ap)k
(b1)kµ(bq)k

zk

k!
. (3.37)
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Satz 3.8
O.B.d.A. seiPn(x) ein monisches klassisches diskretes OPS, welches durch eine Diffe-
renzengleichung der Form (3.10) mitΣ(x) = ax2+bx+ c undΤ(x) = dx+egegeben sei.
Seien weiterCk(n) die Reihenkoeffizienten der folgenden Reihe

Pn(x) =
n

â
k=0

Ck(n)x
k. (3.38)

Diese KoeffizientenCk(n) erfüllen dann folgende Rekursionsgleichung

(an+ ak- a+ d)(n- k)Ck(n)

+(k+ 1)(an2 - 2ak2 - an- ak+ nd- 2dk- bk- d - e)Ck+1(n)

-(k+ 1)(k+ 2)(ak2 + 2ak+ dk+ bk+ a+ d + b+ c+ e)Ck+2(n) = 0. (3.39)

Beweis:Wir geben zunächst unsere Differenzengleichung (3.10) ein

In[10]:= NewCoefficient [p_, x_, n_] := Coefficient [Expand [p/xˆn ], x, 0]

In[11]:= Σ[x_] := a xˆ2 + b x + c;

Τ[x_] := d x + e;

In[12]:= DE= (Σ[x + 1] + Τ[x + 1])P[n, x + 2] - (2Σ[x + 1] + Τ[x + 1]-

Λ[n])P[n, x + 1] + Σ[x + 1]P[n, x]

Out[12]= Ia (x+ 1)2 + b (x+ 1) + cM P(n, x) + Ia (x+ 1)2 + b (x+ 1) + d (x+ 1) + c+ eM P(n, x+ 2)-

P(n, x+ 1) Ie+ d (x+ 1) + 2 Ia (x+ 1)2 + b (x+ 1) + cM - Λ(n)M
Nun ersetzen wir in der Differenzengleichung die P[n,x] entsprechend durch C[k] fF[x,k]

In[13]:= EQ1= Expand [DE]/.P[n, x_] ® Ck[n]fF [x, k]

Out[13]= a fF(x, k)Ck(n) x
2 - 2 a fF(x+ 1, k) Ck(n) x

2 + a fF(x+ 2, k)Ck(n) x
2+

2 a fF(x, k)Ck(n) x+ b fF(x, k) Ck(n) x- 4 a fF(x+ 1, k) Ck(n) x- 2 b fF(x+ 1, k) Ck(n) x-

d fF(x+ 1, k) Ck(n) x+ 2 a fF(x+ 2, k) Ck(n) x+ b fF(x+ 2, k) Ck(n) x+

d fF(x+ 2, k) Ck(n) x+ a fF(x, k) Ck(n) + b fF(x, k)Ck(n) + c fF(x, k)Ck(n)-

2 a fF(x+ 1, k)Ck(n) - 2 b fF(x+ 1, k) Ck(n) - 2 c fF(x+ 1, k) Ck(n)-

d fF(x+ 1, k) Ck(n) - e fF(x+ 1, k) Ck(n) + a fF(x+ 2, k)Ck(n) + b fF(x+ 2, k) Ck(n)+

c fF(x+ 2, k) Ck(n) + d fF(x+ 2, k) Ck(n) + e fF(x+ 2, k)Ck(n) + fF(x+ 1, k) Λ(n)Ck(n)

Nun soll die Gleichung keine Funktionsterme mehr der Formf F[x + j, k] enthalten,

daher ersetzen wirf F[x+ j, k] durchÚ j
l=0 I jl M(k- l + 1)l f F[x, k- l ]:

In[14]:= EQ2= EQ1/.fF [x + j_ ., k_]/; j > 0 ¦

Sum[Binomial [j , l ]Pochhammer[k - l + 1, l ]fF [x, k - l ],{l , 0, j }]
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Out[14]= a fF(x, k) Ck(n) x
2 - 2 a (k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n) x

2+

a ((k- 1) k fF(x, k- 2) + 2 k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n) x
2 + 2 a fF(x, k) Ck(n) x+

b fF(x, k) Ck(n) x- 4 a (k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n) x- 2 b (k fF(x, k- 1)+

fF(x, k))Ck(n) x- d (k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n) x+

2 a ((k- 1) k fF(x, k- 2) + 2 k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n) x+

b ((k- 1) k fF(x, k- 2) + 2 k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n) x+

d ((k- 1) k fF(x, k- 2) + 2 k fF(x, k- 1) + fF(x, k)) Ck(n) x+ a fF(x, k) Ck(n)+

b fF(x, k) Ck(n) + c fF(x, k) Ck(n) - 2 a (k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n)-

2 b (k fF(x, k- 1) + fF(x, k)) Ck(n) - 2 c (k fF(x, k- 1) + fF(x, k)) Ck(n)-

d (k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n) - e (k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n)+

a ((k- 1) k fF(x, k- 2) + 2 k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n) + b ((k- 1) k fF(x, k- 2)+

2 k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n) + c ((k- 1) k fF(x, k- 2) + 2 k fF(x, k- 1)+

fF(x, k))Ck(n) + d ((k- 1) k fF(x, k- 2) + 2 k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n)+

e ((k- 1) k fF(x, k- 2) + 2 k fF(x, k- 1) + fF(x, k)) Ck(n) + (k fF(x, k- 1)+

fF(x, k)) Λ(n)Ck(n)

Um nun die Rekursionsgleichung zu erhalten, müssen wir Koeffizientenvergleich bzgl.
x durchführen.
Desweiteren müssen wir für die Koeffizienten vonx1 die Ersetzungsregelf F[x, k] ®
f f [x, k+ 1] + k f F[x, k] einmal und für die Koeffizienten vonx2 müssen wir die Erset-
zungsregel zweimal anwenden.

In[15]:= Summand1= Coefficient [EQ2, x, 0]

Out[15]= a fF(x, k) Ck(n) + b fF(x, k)Ck(n) + c fF(x, k)Ck(n) - 2 a (k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n)-

2 b (k fF(x, k- 1) + fF(x, k)) Ck(n) - 2 c (k fF(x, k- 1) + fF(x, k)) Ck(n)-

d (k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n) - e (k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n)+

a ((k- 1) k fF(x, k- 2) + 2 k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n)+

b ((k- 1) k fF(x, k- 2) + 2 k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n)+

c ((k- 1) k fF(x, k- 2) + 2 k fF(x, k- 1) + fF(x, k)) Ck(n)+

d ((k- 1) k fF(x, k- 2) + 2 k fF(x, k- 1) + fF(x, k)) Ck(n) + e ((k- 1) k fF(x, k- 2)+

2 k fF(x, k- 1) + fF(x, k))Ck(n) + (k fF(x, k- 1) + fF(x, k)) Λ(n)Ck(n)

In[16]:= Summand2= Coefficient [EQ2, x, 1]/.fF [x, k_] ® fF [x, k+1]+kfF [x, k]
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Out[16]= 2 a (k fF(x, k) + fF(x, k+ 1))Ck(n) + b (k fF(x, k) + fF(x, k+ 1))Ck(n)-

4 a (k fF(x, k) + k ((k- 1) fF(x, k- 1) + fF(x, k)) + fF(x, k+ 1)) Ck(n)-

2 b (k fF(x, k) + k ((k- 1) fF(x, k- 1) + fF(x, k)) + fF(x, k+ 1))Ck(n)-

d (k fF(x, k) + k ((k- 1) fF(x, k- 1) + fF(x, k)) + fF(x, k+ 1))Ck(n)+

2 a ((k- 1) k ((k- 2) fF(x, k- 2) + fF(x, k- 1)) + k fF(x, k)+

2 k ((k- 1) fF(x, k- 1) + fF(x, k)) + fF(x, k+ 1))Ck(n)+

b ((k- 1) k ((k- 2) fF(x, k- 2) + fF(x, k- 1)) + k fF(x, k) + 2 k ((k- 1) fF(x, k- 1)+

fF(x, k)) + fF(x, k+ 1))Ck(n) + d ((k- 1) k ((k- 2) fF(x, k- 2) + fF(x, k- 1))+

k fF(x, k) + 2 k ((k- 1) fF(x, k- 1) + fF(x, k)) + fF(x, k+ 1))Ck(n)

In[17]:= Summand3= Coefficient [EQ2, x, 2]/.fF [x, k_] ® fF [x, k + 1]

+k fF [x, k]/.fF [x, k_] ® fF [x, k + 1] + k fF [x, k]

Out[17]= a ((k+ 1) fF(x, k+ 1) + k (k fF(x, k) + fF(x, k+ 1)) + fF(x, k+ 2))Ck(n)-

2 a ((k+ 1) fF(x, k+ 1) + k (k fF(x, k) + fF(x, k+ 1))+

k (k fF(x, k) + (k- 1) ((k- 1) fF(x, k- 1) + fF(x, k)) + fF(x, k+ 1)) + fF(x, k+ 2)) Ck(n)+

a ((k- 1) k ((k- 1) fF(x, k- 1) + (k- 2) ((k- 2) fF(x, k- 2) + fF(x, k- 1)) + fF(x, k))+

(k+ 1) fF(x, k+ 1) + k (k fF(x, k) + fF(x, k+ 1))+

2 k (k fF(x, k) + (k- 1) ((k- 1) fF(x, k- 1) + fF(x, k)) + fF(x, k+ 1)) + fF(x, k+ 2))Ck(n)

Nun erhalten wir eine Gleichung bzgl.f F[x, k] undCk(n).

In[18]:= EQ3= Collect [Summand1+ Summand2+ Summand3, fF [x, _],Factor ]

Out[18]= (k- 1) k Ia k2 - 2 a k+ b k+ d k+ a- b+ c- d + eM fF(x, k- 2) Ck(n)+

fF(x, k) Ia k2 - a k+ d k+ Λ(n)MCk(n)+

k fF(x, k- 1) I2 a k2 - 3 a k+ b k+ 2 d k+ a- b- d + e+ Λ(n)MCk(n)

Uns interessieren aber nur die Koeffizienten vonCk(n), also müssen wir zunächst Ko-
effizientenvergleich bzgl. derf F[x, k- i] durchführen und entsprechend eine Indexver-
schiebung vonk mit k® k+ i vornehmen.

In[19]:= RESummand1= Coefficient [EQ3, fF [x, k - 2]]/.k ® k + 2

Out[19]= (k+ 1) (k+ 2) Ia (k+ 2)2 - 2 a (k+ 2) + b (k+ 2) + d (k+ 2) + a- b+ c- d + eM Ck+2(n)

In[20]:= RESummand2= Coefficient [EQ3, fF [x, k - 1]]/.k ® k + 1

Out[20]= (k+ 1) I2 a (k+ 1)2 - 3 a (k+ 1) + b (k+ 1) + 2 d (k+ 1) + a- b- d + e+ Λ(n)MCk+1(n)

In[21]:= RESummand3= Coefficient [EQ3, fF [x, k]]

Out[21]= Ia k2 - a k+ d k+ Λ(n)MCk(n)

Dann erhalten wir schließlich unsere zu beweisende Rekursionsgleichung:

In[22]:= SolRE = RESummand1+ RESummand2+ RESummand3

Out[22]= Ia k2 - a k+ d k+ Λ(n)MCk(n)+

(k+ 1) I2 a (k+ 1)2 - 3 a (k+ 1) + b (k+ 1) + 2 d (k+ 1) + a- b- d + e+ Λ(n)MCk+1(n)+

(k+ 1) (k+ 2) Ia (k+ 2)2 - 2 a (k+ 2) + b (k+ 2) + d (k+ 2) + a- b+ c- d + eM Ck+2(n)

2
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Satz 3.9
O.B.d.A. seiPn(x) wieder ein monisches klassisches diskretes OPS, welches durch eine
Differenzengleichung der Form (3.10) gegeben sei. Nun seiΣ(x) = ax2+bx (alsoc = 0)
und Τ(x) = dx + e. Seien weiterCk(n) die Reihenkoeffizienten der folgenden Reihe
(3.38).
Dann reduziert sich wegenc = 0 die Rekursionsgleichung (3.39) auf

(n- k)(ak- d + an- a)Ck(n) - (k+ 1)(ak2 + kb+ kd+ e)Ck+1(n) = 0 (3.40)

Beweis:Für c = 0 reduziert sich die Rekursionsgleichung (3.39) nicht direkt zu (3.40).
Wir wenden nun den sogenannten Petkovšek-van Hoeij-Algorithmus auf die Gleichung

(an+ ak- a+ d)(n- k)Ck(n)

+(k+ 1)(an2 - 2ak2 - an- ak+ nd- 2dk- bk- d - e)Ck+1(n)

-(k+ 1)(k+ 2)(ak2 + 2ak+ dk+ bk+ a+ d + b+ e)Ck+2(n) = 0,

also (3.39) mitc = 0 anwenden. Dieser Algorithmus findet alle hypergeometrischen
Terme einer Rekursionsgleichung.
Wir verwenden eine bereits implementiere Version dieses Algorithmus1: Zunächst muss
das Package geladen werden:

In[23]:= Needs[”Hyper‘” ]

Wir geben nun die Gleichung (3.41) ein und wenden die MethodeHyper auf sie an:

In[24]:= term = (a * n + a * k - a + d) * (n - k) * C[k] +

(k + 1) * (a nˆ2 - 2 a kˆ2 - a n - a k + n d - 2 d k -

b k - d - e) * C[k + 1] -

(k + 1) (k + 2) (a kˆ2 + 2 a k + d k + b k + a + d + b + e)

C[k + 2]

Out[24]= (n- k) (k a+ n a- a+ d) ck+

(k+ 1) I - 2 a k2 - a k- b k- 2 d k+ a n2 - d - e- a n+ d nM ck+1-

(k+ 1) (k+ 2) Ia k2 + 2 a k+ b k+ d k+ a+ b+ d + eM ck+2

In[25]:= Hyper[term, C[k]]

Out[25]= 9 - (k- n) (k a+ n a- a+ d)

(k+ 1) (a k2 + b k+ d k+ e)
=

Wir erhalten also den hypergeometrischen Term

Ck+1(n)
Ck(n)

=
(n- k)(ak+ d + an- a)

(k+ 1)(ak2 + kb+ kd+ e)
(3.41)

Durch Umformung von (3.41) erhalten wir dann die Rekursionsgleichung

(n- k)(ak- d + an- a)Ck(n) - (k+ 1)(ak2 + kb+ kd+ e)Ck+1(n) = 0,

was genau (3.40) darstellt. 2

1Der Algorithmus ist als Mathematica-PackageHyperunter http://www.math.upenn.edu/ wilf/progs.html
erhältlich.
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Satz 3.10 (Hypergeometrische Darstellungen der klassischen diskreten OPS)
Man erhält mit den Rekursionsgleichungen (3.39) und (3.40)für die klassisch diskreten
orthogonalen Polynome folgende hypergeometrische Darstellungen:

Qn(x; Α,Β, N) = 3F2

æçççççççççç
è

-n,-x, n+ 1+ Α + Β

1

Α + 1,-N

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

, (3.42)

Kn(x; p, N) = (-1)n KN
n
O pn

2F1

æçççççççççç
è

-n,-x
1
p

-N

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

, (3.43)

Mn(x; Γ,Μ) = (Γ)n 2F1

æçççççççççç
è

-n,-x

1- 1
Μ

Γ

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

, (3.44)

Cn(x; Μ) = 2F0

æçççççççççç
è

-n,-x

-1
Μ

-

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

. (3.45)

Beweis:Betrachtet man die Tabelle 1, so erkennt man, dass keinΣ(x) = ax2 + bx+ c
einen konstanten Summanden besitzt, d.h. in allen Fällen gilt c = 0. Zur Berechnung
der hypergeometrischen Darstellung verwendet man also in allen Fällen die Rekursi-
onsgleichung (3.40).
Wir können also in allen Fällen den hypergeometrischen Term(3.41) verwenden, um zu
zeigen, dass die hypergeometrischen Darstellungen (3.42)-(3.45) wahr sind.

Zur Berechnung der hypergeometrischen Darstellungen betrachtet man das folgende
Termverhältnis:

In[26]:= term =
(n - k) (a k + d + a n - a)
(k + 1 )(a k2 + k b + k d + e)

;

Weiterhin sei angemerkt, dass wir wegenxn = (-1)k(-x)k bei allen hypergeometrischen
Darstellungen ein-x in der oberen Reihe erhalten.

HahnpolynomeQn(x; Α,Β, N):
Für die Hahnpolynome giltΣ(x) = x(N+1+Β- x) undΣ(x) + Τ(x) = (x+Α+1)(N- x).
Man erhält:a = -1, b = N + Β + 1, c = 0, d = -2- Α - Β unde= ΑN + N.
Setzt man dies nun ein und faktorisiert, erhält man:

In[27]:= term/. a® -1 /. b ® (N + Β + 1) /. d ® -2 - Α - Β /.

e ® Α N + N//Factor

Out[27]= -
(k- n) (k+ n+ Α + Β + 1)
(k+ 1) (k- N) (k+ Α + 1)
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Damit erhalten wir die hypergeometrische Darstellung

Qn(x; Α,Β, N) =3 F2

æçççççççççç
è

-n,-x, n+ 1+ Α + Β

1

Α + 1,-N

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Krawtchoukpolynome Kn(x; p, N):
Für die Krawtchoukpolynome giltΣ(x) = x undΣ(x) + Τ(x) = p

1-p(N - x).

Man erhält:a = 0, b = 1, c = 0, d = - p
p-1 - 1 unde = Np

p-1. Durch Einsetzen in das
Termverhältnis und anschließendem Faktorisieren erhält man:

In[28]:= term/. a® 0 /. b ® 1 /. d ® -
p

p - 1
- 1 /. e ®

N p
p - 1

//

Factor

Out[28]= -
(k- n) (2 p- 1)
(k+ 1) (k- N) p

Daraus folgt für die Krawtchoukpolynome die hypergeometrische Darstellung

Kn(x; p, N) = (-1)n KN
n
O pn

2F1

æçççççççççç
è

-n,-x
1
p

-N

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

,

wobei(-1)nINnMpn ein historischer Standardisierungsfaktor darstellt.

Meixnerpolynome Mn(x; Γ,Μ):
Bei den Meixnerpolynomen giltΣ(x) = x undΣ(x) + Τ(x) = Μ(Γ + x).
Man erhält darausa = 0, b= 1, c= 0, d = Μ - 1 unde= ΓΜ. Dies führt zu:

In[29]:= term/. a® 0 /. b ® 1 /. d ® Μ - 1 /. e ® Γ Μ//

Factor

Out[29]= -
(k- n) (Μ - 1)
(k+ 1) (k+ Γ) Μ

Somit erhält man für die Meixnerpolynome die folgende hypergeometrische Darstel-
lung:

Mn(x; Γ,Μ) = (Γ)n 2F1

æçççççççççç
è

-n,-x

1- 1
Μ

Γ

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Dabei ist(Γ)n ebenfalls ein historischer Standardisierungsfaktor.

Charlierpolynome Cn(x; Μ):
Für die Charlierpolynome betrachtet manΣ(x) = x undΣ(x) + Τ(x) = Μ mit mu¹ 0.
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Daraus erhält mana = 0, b = 1, c = 0, d = -1, e = Μ. Einsetzen und faktorisieren
liefert:

In[30]:= term/. a® 0 /. b ® 1 /. d ® - 1 /. e ® Μ//

Factor

Out[30]=
k- n
(k+ 1) Μ

Somit besitzen die Charlierpolynome die hypergeometrische Darstellung

Cn(x; Μ) =2 F0

æçççççççççç
è

-n,-x

-1
Μ

-

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

2

3.7 Struktureigenschaften

Nun sollen die Rekursionskoeffizienten generisch bestimmtwerden. Dazu betrachte fol-
genden Satz:

Definition 3.14 (Binomische Formeln)
Seiena, bÎ R undn Î N. Dann gelten folgende Beziehungen:

(a+ b)n =
n

â
k=0

Kn
k
Oan-kbk und

(a- b)n =
nâ

k=0

Kn
k
O(-1)kan-kbk.

Satz 3.11 (Dreitermrekursion)
Pn(x) sei ein klassisches diskretes OPS, welches durch die Differenzengleichung (3.10)
mit Σ(x) = ax2 + bx+ c undΤ(x) = dx+ e gegeben sei. Dann gilt eine Rekursion der
Form (2.10)

Pn+1(x) = (Anx+ Bn)Pn(x) -CnPn-1(x) (n ³ 0),

wobei

An =
kn+1

kn

,

Bn =
n(d + 2b)(d + an- a) + e(d - 2a)
(2an- 2a+ d)(d + 2an)

×
kn+1

kn

und

Cn = -((n- 1)(d + an- a)(and- db- ad+ a2n2 - 2a2n+ 4ca+ a2 + 2ea- b2)

-dbe+ d2c+ ae2) ×
(an+ d - 2a)n

(d - a+ 2an)(d + 2an- 3a)(2an- 2a+ d)2
×

kn+1

kn

.

Beweis:Wir müssen im Folgenden nur zeigen, dass die KoeffizientenAn, Bn undCn

gültig sind für unsere Rekursionsgleichung, denn wir habenbereits in Satz 2.6 gezeigt,
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dass für jedes OPS eine Rekursion der Form (2.10) gilt.

Die KoeffizientenAn, Bn undCn lassen sich mittels Koeffizientenvergleich herleiten. Da-
zu betrachtet man von einem Polynom der Form (2.8) die drei höchsten Koeffizienten,
setzt diese in die Differenzengleichung (3.10) ein und führt schließlich einen Koeffizi-
entenvergleich durch. Dabei lässt sich fast automatisch die Richtigkeit der Beziehung
für Λn (3.11) beweisen.
Zunächst definieren wir uns je eine Funktion, die den VorwärtsdifferenzenoperatorD
bzw. den RückwärtsdifferenzenoperatorÑ berechnet:

In[31]:= Delta [y_, x_] := ( y/.x ® (x + 1)) - y

In[32]:= Nabla [y_, x_] := y - (y/.x ® (x - 1))

Im Folgenden seienΣ = ax2+bx+c undΤ = dx+e. Dann können wir uns ein Polynom
der Form (2.8) definieren:

In[33]:= p = kn xn + kn-1xn-1 + kn-2 xn-2;

Man erhält schließlich die Differenzengleichung:

In[34]:= glg = Σ Delta [Nabla [p, x], x] + Τ Delta [p, x] + Λ p

Out[34]= Λ Ikn-2 xn-2 + kn-1 xn-1 + kn xnM+
Ia x2 + b x+ cM Ikn-2 (x- 1)n-2 + kn-1 (x- 1)n-1 + kn (x- 1)n - 2 xn-2 kn-2+

(x+ 1)n-2 kn-2 - 2 xn-1 kn-1 + (x+ 1)n-1 kn-1 - 2 xn kn + (x+ 1)n knM+
(e+ d x) I - kn-2 xn-2 - kn-1 xn-1 - kn xn + (x+ 1)n-2 kn-2 + (x+ 1)n-1 kn-1 + (x+ 1)n knM

Im Folgenden werden in der Differenzengleichung alle auftretenden(x+ 1)n, (x+ 1)n-1,
(x + 1)n-2, xn, xn-1, xn-2, (x - 1)n, (x - 1)n-1 und (x - 1)n-2 gemäß der binomischen
Formeln aus Definition 3.14 ersetzt. Dabei betrachten wir wieder nur die drei höchsten
Koeffizienten:

In[35]:= glg2 = glg /.(x - 1)ˆn ® xn - n x n-1 +
1

2
(n - 1) n x n-2/.

(x - 1)n-1
® xn-1

- (n - 1) xn-2
+

1

2
(n - 2) (n - 1) xn-3/.

(x - 1)n-2 ® xn-2 - (n - 2) xn-3 +
1

2
(n - 3) (n - 2) xn-4/.

(x + 1)n
® xn

+ n x n-1
+

1

2
(n - 1) n x n-2 /.

(x + 1)n-1 ® xn-1 + (n - 1) xn-2 +
1

2
(n - 2) (n - 1) xn-3 /.

(x + 1)n-2
® xn-2

+ (n - 2) xn-3
+

1

2
(n - 3) (n - 2) xn-4//Expand ;

Dividieren wir durchxn-4 und multiplizieren wir aus, so erhalten wir eine Gleichung,
bei der wir den Koeffizientenvergleich durchführen können:

In[36]:= glg3 = Together Aglg2 /xn-4E;
Wir legen uns nun eine Koeffizientenliste bzgl.x an:

In[37]:= Coeff = CoefficientList [glg3 , x]
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Out[37]= 9c kn-2 n2 +
1
2

e kn-2 n2 - 5 c kn-2 n-
5
2

e kn-2 n+ 6 c kn-2 + 3 e kn-2,

b kn-2 n2 +
1
2

d kn-2 n2 + c kn-1 n2 +
1
2

e kn-1 n2 - 5 b kn-2 n-
5
2

d kn-2 n+

e kn-2 n- 3 c kn-1 n-
3
2

e kn-1 n+ 6 b kn-2 + 3 d kn-2 - 2 e kn-2 + 2 c kn-1 + e kn-1,

a kn-2 n2 + b kn-1 n2 +
1
2

d kn-1 n2 + c kn n2 +
1
2

e kn n2 - 5 a kn-2 n+ d kn-2 n-

3 b kn-1 n-
3
2

d kn-1 n+ e kn-1 n- c kn n-
1
2

e kn n+ 6 a kn-2 - 2 d kn-2 + Λ kn-2+

2 b kn-1 + d kn-1 - e kn-1, a kn-1 n2 + b kn n2 +
1
2

d kn n2 - 3 a kn-1 n+ d kn-1 n-

b kn n-
1
2

d kn n+ e kn n+ 2 a kn-1 - d kn-1 + Λ kn-1, a kn n2 - a kn n+ d kn n+ Λ kn=
Zunächst erhält man durch Koeffizientenvergleich unserΛn:

In[38]:= sub1 = Solve [Coeff [[5]] == 0, Λ][[1]]

Out[38]= 9Λ ® -a n2 + a n- d n=
Multipliziert man (3.11) aus, so erhält man Gleichheit fürΛ und damit ist diese Bezie-
hung gezeigt.
Nach Einsetzen vonΛ und eines erneuten Koeffizientenvergleichs erhalten wirkn-1:

In[39]:= sub2 = Map[Factor ,(Solve [Coeff [[4]] == 0, kn-1]/.sub1 [[1]])[[1]],{2}]

Out[39]= 9kn-1 ®
n (2 n b- 2 b- d + 2 e+ d n) kn

2 (2 n a- 2 a+ d)
=

Durch erneutes Einsetzen vonΛ und nun auchkn-1, erhalten wir durch Koeffizientenver-
gleichkn+1:

In[40]:= sub3 = Map[Factor , (Solve [Coeff [[3]] == 0,

kn-2]/.{ sub1 [[1]], sub2 [[1]]})[[1]],{2}]//Together

Out[40]= 9kn-2 ® I(n- 1) n I4 n2 b2 - 12n b2 + 8 b2 + 4 d n2 b+ 8 d b- 12e b- 12d n b+ 8 e n b+

2 d2 + 4 e2 + d2 n2 - 8 a c+ 4 c d- 4 a e- 4 d e- 3 d2 n+ 8 a c n+

4 a e n+ 4 d e nM knM�(8 (2 n a- 3 a+ d) (2 n a- 2 a+ d))=
Wir werden jetzt die Richtigkeit der KoeffizientenAn, Bn und Cn zeigen, indem wir
unserer erhaltenenkn-1 undkn+1 in die Gleichung (3.96) einsetzen.

In[41]:= Pn = p/.{sub2 [[1]], sub3 [[1]]};

Pn+1 = Pn/.n ® n + 1;

Pn-1 = Pn/.n ® n - 1;

In[42]:= rekglg = (An x + Bn)Pn - CnPn-1 - Pn+1;

Hier wird nun durchxn-3 dividiert und anschließend faktorisiert. Das Ergebnis interes-
siert uns an dieser Stelle nicht.

In[43]:= rekglg2 = rekglg /xn-3//Factor ;
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Uns interessieren eher die Koeffizienten dieser Rekursionsgleichung. Wir legen uns also
eine Koeffizientenliste bzgl.x an. Auch hier ist die Ausgabe aus Platzgründen unter-
drückt.

In[44]:= coeff2 = CoefficientList [rekglg2 , x]//Together ;

Koeffizientenvergleich liefert zunächstAn:

In[45]:= sub4 = Solve [coeff2 [[5]] == 0,An][[1]]

Out[45]= 9An ®
kn+1

kn

=
Setzen wir nunAn in die Koeffizientenliste ein und machen erneuten Koeffizientenver-
gleich, so erhalten wirBn

In[46]:= sub5 = Map[Factor ,Solve [coeff2 [[4]] == 0,Bn]/.sub4 [[1]],{3}][[1]][[1]]

Out[46]= Bn ®
(n d2 + a n2 d + e d- a n d+ 2 b n d+ 2 a b n2 - 2 a e- 2 a b n) kn+1

(d + 2 a n) (2 n a- 2 a+ d) kn

Durch Einsetzen vonAn undBn erhalten wir nun durch erneuten Koeffizientenvergleich
unserCn:

In[47]:= sub6 = Map[Factor , Solve [coeff2 [[3]] == 0,Cn]/.{sub4 [[1]],

sub5 [[1]]},{3}][[1]][[1]]//FullSimplify

Out[47]= Cn ® I(d + a (n- 2)) n Id n (2 b+ d)2 - 8 a2 (2 c+ e) (n- 1)2 - d I4 b2 + 4 (d - e) b+

d (4 c+ d)M + a In2 d2 + d2 + 4 b (n- 1)2 d + 16c d+ 8 e d- 2 (8 c+ d + 4 e) n d- 4 e2+

4 b2 (n- 1)2MM kn+1M�I4 (d + 2 a (n- 1))2 (d + a (2 n- 3)) (d + a (2 n- 1)) kn-1M
Als Beweis dazu, dass diese Koeffizienten tatsächlich den Koeffizienten aus dem Satz
entsprechen, müssten nur noch die Koeffizienten aus dem Satzeingegeben werden und
verglichen werden. Wir werden dies an dieser Stelle fürBn(x) durchführen.An entspricht
offensichtlich demAn aus dem Satz.

In[48]:= BE=
n (d + 2 b) (d + a n - a) + e (d - 2a)

(2 a n - 2a + d) (d + 2 a n)

kn+1

kn

;

In[49]:= (Bn/.sub5 ) - BE//Together

Out[49]= 0

2

Satz 3.12 (Rekursionsgleichung)
Ein PolynomsystemPn(x) erfülle eine Dreitermrekursion der Form (2.10). Dann erfüllt
es auch eine Rekursion der Form

xPn(x) = anPn+1(x) + bnPn(x) + cnPn-1(x) (3.46)

mit den Koeffizienten

an =
1
An

, bn = -
Bn

An

, cn =
Cn

An

.
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Beweis:Wir betrachten die Dreitermrekursion (2.10) fürPn(x). Mit elementaren Umfor-
mungen erhalten wir dann:

Pn+1(x) = (Anx+ Bn)Pn(x) -CnPn-1(x)

Û -AnxPn(x) = -Pn+1(x) + BnPn(x) -CnPn-1(x)

Û xPn(x) =
1
An

Pn+1(x) -
Bn

An

Pn(x) +
Cn

An

Pn-1(x)

Û xPn(x) = anPn+1(x) + bnPn(x) + cnPn-1(x)

mit den Koeffizienten

an =
1
An

, bn = -
Bn

An

, cn =
Cn

An

.

2

Satz 3.13 (Differenzenregel)
Sei Pn(x) ein klassisches diskretes OPS, das Lösung der Differenzenregel (3.10) ist.
Dann erfülltPn(x) eine Differenzenregel der Form

Σ(x)ÑPn(x) = ΑnPn+1(x) + ΒnPn(x) + ΓnPn-1(x) (n Î N³0). (3.47)

Beweis:Wir wollen nun zunächst zeigen, dass eine Differenzenregelder Form

Σ(x)ÑPn(x) = (Α̃nx+ Β̃n)Pn(x) + Γ̃nPn-1(x) (3.48)

mit n Î N³0 erfüllt ist.
Wir setzen dazuPn(x) = knx

n+k¢nx
n-1+k¢¢n xn-2+¼ ein und vergleichen die Koeffizienten

vonxn+1. Dann erhalten wir
Α̃n = an. (3.49)

Aus der Pearsonschen Differenzengleichung (3.28) ergibt sich, dassPn(x) orthogonal
bzgl. der Gewichtsfunktionw(x) ist. Multiplizieren wir die Differenzengleichung (3.10)
mit w(x), so erhalten wir also die selbstadjungierte Form (3.31)

D(w(x)Σ(x)ÑPn(x)) + Λnw(x)Pn(x) = 0.

Wir wollen nun zeigen, dass hieraus die Beziehung

bâ
x=a

w(x)Σ(x)ÑPn(x) f (x) = 0 (3.50)

für jedes Polynomf (x) vom Grad£ n- 2 folgt. Sei dazuF(x) die diskrete Stammfunk-
tion von f (x), d.h. es giltÚDF(x) = f (x). Dann folgt mit partieller Summation

bâ
x=a

w(x)Σ(x)ÑPn(x) f (x) = [w(x)Σ(x)ÑPn(x)F(x)]
b+1
a -

bâ
x=a

F(x+ 1) × D(Σ(x)ÑPn(x))

= Λn

bâ
x=a

w(x)Pn(x)F(x+ 1) = 0.
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Die letzte Gleichung folgt aus der Orthogonalität vonPn(x) undF(x+ 1).
Wegen (3.49) ist jetzt aber der Grad des PolynomsΣ(x)ÑPn(x) - Α̃nx £ n. Man kann
diese Beziehung also schreiben als

Σ(x)ÑPn(x) - Α̃nxPn(x) =
n

â
j=0

ejPn(x), (3.51)

wobei aber mit (3.50) hieraus folgt, dassej = 0 für 0£ j £ n- 2 gilt.
Damit haben wir bewiesen, dass eine Differenzenregel der Form (3.48) erfüllt ist. Eine
Anwendung von (3.46) liefert uns dann (3.47). 2

Satz 3.14 (Koeffizienten der Differenzenregel)
Eine Differenzenregel der Form (3.47) besitzt die Koeffizienten

Αn = an
kn

kn+1

, (3.52)

Βn = -
n(d + an- a)(2and- ad- db+ 2ea- 2a2n+ 2a2n2)

(d + 2a(n- 1))(d + 2an)
(3.53)

und

Γn = ((n- 1)(d + an- a)(and- db- ad+ a2n2 - 2a2n+ 4ca+ a2 + 2ea- b2)

-dbe+ d2c+ ae2)

×
(d + an- a)(an+ d - 2a)n

(d - a2an)(d + 2an- 3a)(2an- 2a+ d2)
×

kn

kn-1

(3.54)

Beweis:Wir können die Koeffizienten wieder mittels Koeffizientenvergleich bestim-
men. 2

Satz 3.15
SeiPn(x) = knx

n + k¢nx
n-1 +¼ (n Î N³0) ein klassiches diskretes OPS, welches Lösung

der Differenzengleichung der Form (3.10) mit quatratischem PolynomΣ(x) und linea-
rem PolynomΤ(x) ist. Dann ist das Polynomsystem(DPn+1(x))n³0 wieder ein klassisches
diskretes OPS.
Für dieses System gilt dann eine Rekursionsgleichung der Form

xDPn(x) = Α
*
nDPn+1(x) + Β

*
nDPn(x) + Γ

*
nDPn-1(x) (3.55)

mit den Koeffizienten

Α*n =
n

n+ 1
kn

kn+1

,

Β*n =
-n(d + 2a+ 2b)(d + an- a) - d(e- a- b)

(2an- 2a+ d)(d + 2an)
,

Γ*n = -((n- 1)(d + an- a)(and- db- ad+ a2n2 - 2a2n+ 4ca+ a2 + 2ea- b2)

-dbe+ d2c+ ae2)

×
(d + an- a)n

(d - a+ 2an)(d + 2an- 3a)(2an- 2a+ d)2
×

kn

kn-1

.
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Beweis:Anwendung desD-Operators auf die Differenzengleichung (3.10) liefert uns
mit y(x) := DPn(x)

0 = (Σ(x+ 1) - DΣ(x))DÑy(x) + (Τ(x+ 1) + DΣ(x))Dy(x) + (Λn + DΤ(x))y(x)

= (ax2 + bx+ c)DÑy(x) + ((d + 2a)x+ d + e+ a+ b)Dy(x) + (Λn + d)y(x).

Da somity(x) := DPn(x) eine Differenzengleichung der Form

(a¢x2 + b¢x+ c¢)DÑy(x) + (d¢x+ e¢)Dy(x) + Λ¢ny(x) = 0

mit a¢ = a, b¢ = b, c¢ = c, d¢ = 2a+d, e¢ = a+b+d+eundΛ¢n = Λn+d erfüllt, existiert
auch eine Rekursionsgleichung fürDPn(x) der Form

xDPn(x) = Α
*
nDPn+1(x) + Β

*
nDPn(x) + Γ

*
nDPn-1(x).

Dabei erhält man die KoeffizientenΑ*n, Β
*
n undΓ*n, indem wir die Koeffizientenan, bn

und cn der Rekursionsgleichung (3.46) in Abhängigkeit vona¢, b¢, c¢, d¢, e¢ und Λ¢n
berechnen. 2

Satz 3.16
SeiD(Pn(x)) ein klassisches diskretes OPS, dann stellt auchPn(x) ein klassisches diskre-
tes OPS dar.

Beweis:Für das klassische diskrete OPSD(Pn(x)) gilt nach Satz 3.15 eine Differenzen-
gleichung der Form

Σ(x)DÑDPn(x) + Τ(x)DDPn(x) + ΛnDPn(x) = 0

mit Σ(x) = ax2 + bx+ c, Τ(x) = (d + 2a)x+ d + e+ a+ b undΛn = Λn + d. Sei weiter
Qn(x) ein klassisches diskretes OPS, das eine Differenzenregel der Form (3.10)

Σ(x)DÑQn(x) + Τ(x)Qn(x) + ΛnQn(x) = 0

erfüllt. Definieren wir

Qn(x) := -
1

Λn

IΣ(x)DÑPn(x) + ΤDPn(x)M ,

so liefert Anwedung desD-Operators

-ΛnDQn(x) = (Σ(x+ 1) - DΣ(x))DÑDPn(x) + (Τ(x) + DΣ(x))DDPn(x) + dDPn(x)

= Σ(x)DÑDPn(x) + Τ(x)DDPn(x) + dDPn(x)

= -ΛnDPn(x) .

Somit mussQn(x) = Pn(x) gelten, woraus folgt, dass auchPn(x) ein klassisches diskretes
OPS darstellt. 2

Satz 3.17 (Strukturformel)
SeiPn(x) = knx

n+k¢nx
n-1+¼ (n Î N³0) ein klassiches diskretes OPS, welches Lösung der

Differenzengleichung (3.10) mit quatratischem PolynomΣ(x) und linearem Polynom
Τ(x) ist. Dann erfülltPn(x) die Strukturformel

Pn(x) = ânDPn+1(x) + b̂nDPn(x) + ĉnDPn-1(x). (3.56)
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Beweis:Um für ein klassisches diskretes OPS eine Strukturregel zu finden, wenden wir
zunächst denD-Operator auf die Gleichung (3.47) an und erhalten

D(Σ(x)ÑPn(x)) = ΑnDPn+1(x) + ΒnDPn(x) + ΓnPn-1(x).

Anwendung der Produktregel für denD-Operator und Verwendung der Beziehung (3.5)
liefert uns schließlich

DΣ(x) × DPn(x) + Σ(x) × DÑPn(x) = ΑnDPn+1(x) + ΒnDPn(x) + ΓnPn-1(x).

Nutzen wir nun die Gleichung (3.55), umxDPn(x) zu ersetzen, so erhalten wir eine
Rekursionsgleichung der Form

Σ(x)DÑPn(x) = a¢nDPn+1(x) + b¢nDPn(x) + c¢nDPn-1(x). (3.57)

Um nun die Strukturformel zu erhalten, substituieren wir (3.57) in die Differenzenglei-
chung (3.10) und erhalten

a¢nDPn+1(x) + b¢nDPn(x) + c¢nDPn-1(x) + Τ(x)DPn(x) + ΛnPn(x) = 0.

Ersetzen wir nun wiederxDPn(x) in dieser Gleichung und lösen nachPn(x) auf, so erhal-
ten wir die Strukturformel

Pn(x) = ânDPn+1(x) + b̂nDPn(x) + ĉnDPn-1(x).

2

Satz 3.18 (Koeffizienten der Strukurformel)
Eine Strukturformel der Form (3.56) besitzt folgende Koeffizienten

ân =
1

n+ 1
×

kn

kn+1

,

b̂n =
-2an(d + an) - db+ ad- d2 + 2ea

(2an- 2a+ d)(d + 2an)

und

ĉn = ((n- 1)(d + an- a)(and- db- ad+ a2n2 - 2a2n+ 4ca+ a2 + 2ea- b2)

-dbe+ d2c+ ae2)

×
an

(d - a+ 2an)(d + 2an- 3a)(2an- 2a+ d)2
kn

kn-1

.

Beweis:Führen wir die im Beweis von Satz 3.17 beschriebenen Schritte aus, so erhalten
wir letzlich mittels Koeffizientenvergleich die erwähntenKoeffizienten. 2

Satz 3.19 (Diskrete Stammfunktionen klassischer diskreter OPS)
SeiPn(x) = knx

n+ k¢nx
n-1+¼ (n Î N³0) ein klassisches diskretes OPS, welches die Dif-

ferenzengleichung (3.10) mit einem quadratischen PolynomeΣ(x) und einem linearen
PolynomΤ(x) erfüllt. Dann hat die diskrete Stammfunktion vonPn(x) die Darstellung:

bâ
x=a

Pn(x) = ânPn+1(x) + b̂nPn(x) + ĉnPn-1(x) . (3.58)
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Für die klassischen diskreten OPS ergibt sich dann

bâ
x=a

Cn(x; Μ) = -
Μ

n+ 1
Cn+1(x; Μ) ,

bâ
x=a

Kn(x; p, N) = Kn+1(x; p, N) - pKn(x; p, N) ,

b

â
x=a

Mn(x; Γ,Μ) =
Μ

(Μ - 1)(n+ 1)
Mn+1(x; Γ,Μ) -

Μ

Μ - 1
Mn(x; Γ,Μ) ,

b

â
x=a

Hn(x; Α,Β, N) =
n+ Α + Β + 1

(2n+ Α + Β + 1)(2n+ Α + Β + 2)
Hn+1(x; Α,Β, N)

-
2n2 + 2n+ 2nΑ + 2nΒ + Α - ΑN + ΒN + ΑΒ + Β + Β2

(2n+ Α + Β)(2n+ Α + Β + 2)
Hn(x; Α,Β, N)

+
(n+ Α)(n+ Β)(n- N)(n+ Α + Β + N)
(n+ Α + Β)(2n+ Α + Β)(2n+ Α + Β + 1)

Hn-1(x; Α,Β, N) .

Beweis:Wenden wir die Summation auf die Strukturformel (3.56) an, so erhalten wir
wegenÚb

x=aDPn(x) = Pn(x) die diskrete Stammfunktion.
Durch Einsetzen der jeweiligena, b, c, d, eder klassischen diskreten OPS in die Koeffi-
zientengleichungen für ˆan, b̂n und ĉn erhalten wir dann die diskreten Stammfunktionen
der Systeme. 2

3.8 Verbindungskoeffizienten

In manchen Fällen möchte man Informationen und Ergebnisse eines Polynomsystems
(Qm(x))m³0 auf ein anderes Polynomsystem(Pn(x))n³0 übertragen. Wir gehen zunächst
davon aus, dass sowohlPn(x) als auchQn(x) vom Gradn sind. Dann gilt wegen der
linearen Unabhängigkeit die folgende Beziehung:

Pn(x) =
n

â
m=0

Cm(n)Qm(x). (3.59)

Unser Ziel wird es in diesem Abschnitt sein, die Koeffizienten Cm(n) (n Î N³0, m =
0,¼, n), welche Verbindungskoeffzienten zwischen den PolynomsystemenPn(x) und
Qm(x) heißen, weitgehend zu bestimmen.
Der Einfachheithalber nehmen wir nun an, dassCm(n) nur für ganzzahligem, ndefiniert
sei und dassCm(n) = 0 außerhalb derm´ n-Region läge.
Wir werden zunächst versuchen,Cm(n) durch eine Rekursionsgleichung zu beschreiben.
Da Cm(n) von zwei Parameternn und m abhängt, gilt eine gemischte Rekursionsglei-
chung. Diese soll möglichst in eine reine Rekursionsgleichung umgewandelt werden,
die nur Shifts bzgl. einem der beiden Parameter beinhaltet.
Wir werden uns auf monische SystemeP̃n(x) und Q̃m(x) beschränken, denn sind̃Cm(n)
die Verbindungskoeffizienten voñPn(x) undQ̃m(x) und sindkn undkm die führenden Ko-
effizienten vonPn(x) undQm(x), so gilt für die VerbindungskoeffzientenCm(n) offenbar
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die folgende Beziehung

Cm(n) =
kn

km

C̃m(n).

Wir nehmen nun an, dassPn(x) ein durch (3.10) gegebenes OPS sei mitΣ(x) = ax2 +
bx+ c undΤ(x) = dx+ e und dassQm(x) ebenfalls ein durch (3.10) gegebenes OPS sei
mit Σ(x) = ax2 + bx+ c undΤ(x) = dx+ e. Dann erfüllen beide OPS eine Rekursion der
Form

xPn(x) = anPn+1(x) + bnPn(x) + cnPn-1(x) (3.60)

und

xQm(x) = amQm+1(x) + bmQm(x) + cmQm-1(x), (3.61)

wobei die Koeffizienten wie folgt berechnet werden

an =
1
An

, bn = -
Bn

An

, cn =
An

Cn

(3.62)

und

am =
1

Am

, bm = -
Bm

Am

, cm =
Am

Cm

. (3.63)

Die Koeffizientenan, bn, cn, am, bm undcm seien explizit gegeben.

Im Folgenden wollen wir voneinander unabhängige Rekursionsgleichungen für die Ver-
bindungskoeffizientenCm(m) herleiten. Diese werden wir Kreuzregeln nennen.
Zunächst betrachten wir die fürCm(n) definierte Gleichung und die fürPn(x) undQm(x)
definierten Rekursionsgleichungen. Dann erhält man

xPn(x) = anPn+1 + bnPn(x) + cnPn-1(x)

=
n

â
m=0

(anCm(n+ 1)Qm(x) + bnCm(n)Qm(x) + cnCm(n- 1)Qm(x))

=
n

â
m=0

Cm(n)xQm(x)

=
n

â
m=0

Cm(n)(amQm+1(x) + bmQm(x) + cmQm-1(x)).

Durch entsprechende Indexverschiebung können wir die Koeffizienten vergleichen und
erhalten die sogenannte
1. Kreuzregel:

anCm(n+ 1) + bnCm(n) + cnCm(n- 1) = am-1Cm-1(n) + bmCm(n) + cm+1Cm+1(n). (3.64)

Betrachten wir nun

xDPn(x) = Α
*
nDPn+1(x) + Β

*
nDPn(x) + Γ

*
nDPn-1(x) und

xDQm(x) = Ᾱ
*
nDQm+1(x) + Β̄

*
nDQm(x) + Γ̄

*
nDQm-1(x) ,
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so erhalten wir

xDPn(x) = Α
*
nDPn+1(x) + Β

*
nDPn(x) + Γ

*
nDPn-1(x)

=
nâ

m=0

(Α*nCm(n+ 1)DQm(x) + Β
*
nCm(n)DQm(x) + Γ

*
nCm(n- 1)DQm(x))

=
n

â
m=0

Cm(n)xDQm(x)

=
nâ

m=0

Cm(n)(Ᾱ
*
nDQm+1(x) + Β̄

*
nDQm(x) + Γ̄

*
nDQm-1(x)).

Durch Indexverschiebung erhalten wir dann wieder die
2. Kreuzregel:

Α*nCm(n+ 1) + Β*nCm(n) + Γ
*
nCm(n- 1) = Α*m-1Cm-1(n) + Β

*

mCm(n) + Γ
*
m+1Cm+1(n) (3.65)

Auf analoge Weise erhält man dann mittels der Strukturformel die
3. Kreuzregel:

ânCm(n+ 1) + b̂nCm(n) + ĉnCm(n- 1) = âm-1Cm-1(n) + b̂mCm(n) + ĉm+1Cm+1(n). (3.66)

Nun möchten wir die Kreuzregeln noch ein wenig spezifizieren, da sich herausstellt,
dass (3.64) und (3.65) linear abhängig zueinander sind.
Dazu betrachten wir die beiden Differenzenregeln

Σ(x)ÑPn(x) = ΑnPn+1(x) + ΒnPn(x) + ΓnPn-1(x) und

Σ̄(x)ÑQm(x) = ᾹmQm+1(x) + Β̄mQm(x) + Γ̄mQm-1(x)

und fordern, dass̄Σ(x) = Σ(x) gilt, so erhalten wir

Σ(x)ÑPn(x) = ΑnPn+1(x) + ΒnPn(x) + ΓnPn-1(x)

=
n

â
m=0

(ΑnCm(n+ 1)Qm(x) + ΒnCm(n)Qm(x) + ΓnCm-1(n)Qm(x))

=
nâ

m=0

Cm(n)Σ(x)ÑQm(x)

=
n

â
m=0

Cm(n)(ᾹmQm+1(x) + Β̄mQm(x) + Γ̄mQm-1(x) .

Durch Indexverschiebung erhalten wir dann eine weitere Kreuzregel:
4. Kreuzregel:

ΑnCm(n+ 1) + ΒnCm(n) + ΓnCm(n- 1) = Ᾱm-1Cm-1(n) + Β̄mCm(n) + Γ̄m+1Cm+1(n) . (3.67)

Mit dieser letzten Erkenntnis können wir dann den folgendenSatz beweisen:
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Satz 3.20
SeiPn(x) ein klassisches diskretes OPS, das die Differenzengleichung (3.10) mitΣ(x) =
ax2 + bx+ c undΤ(x) = dx+ e erfüllt und seiQn(x) ein weiteres klassisches diskretes
OPS, das die Differenzengleichung (3.10) mitΣ̄(x) = Σ(x) und Τ̄(x) = d̄x+ ē erfüllt.
Dann gilt eine Beziehung der Form (3.59), wobeiCm(n) folgende Rekursionsgleichung

0 = (d̄ + 2am+ 2a)2(d̄ + 3a+ 2am)(d̄ + a+ 2am)(d̄ + 2am)(-m+ n)

×(an- a+ d + am)Cm(n) - (d̄ + 2am+ 2a)(d̄ + 3a+ 2am)(d̄ + a+ 2am)(m+ 1)

×(-ad̄d+ an2d̄2 + 2ead̄ - 2a2ēm2 + bd̄2m- 2na3m2 - 2a3nm- a2nd̄ + a2n2d̄

-and̄2 - 2ēad̄m+ 4ea2m+ bad̄m2 + 2a3m2n2 + ad̄bm+ 2a2md̄n2 - 4a3m2

-2ad̄2m2 - 4a2d̄m3 + dnd̄2 - 2a2m2d - a2md̄ - d̄2ma- 2a2ēm+ 2a3mn2 + andd̄

-2a3m2 - 2a2ēn2 - d̄2d - d̄bd- 2a3m4 - 2a2md+ 2d̄mand+ 2a2m2nd+ 4a2em2

+4aem̄d - 2aēnd+ 2a2ndm- 2a2md̄n- 3amd̄d- d̄m2ad- 2d̄bmd- 2am2bd

-2ambd- 5d̄m2a2 + 2ēa2n- d̄ēd- d̄2md+ ed̄2 + dnd̄ + an2bd̄ - anb̄d)Cm+1(n)

+(m+ 1)(d̄ + 2am)(d̄ + am+ a+ an)(m+ 2) × (4a2cm2 + 2a2ēm2 - bd̄2m- b2am2

+2ēam- bad̄m2 + 4d̄cam+ 2a2d̄ + 4a3m- 2ad̄bm+ 4a3m3 - d̄b2m+ ad̄2m2

+2a2d̄m3 + 6a2md̄ + 2d̄2ma+ 4a2ēm+ 6a3m2 + 4d̄ca- 2b2am+ 8a2cm

+2a2ē- b2a+ a3m4 + a3 + 4a2c- d̄b2 - bad̄ + d̄2c+ ad̄2 - bd̄2 + aē2

-d̄bē+ 2ēad̄ + 6d̄m2a2) × (-am- 2a- d̄ + an+ d) ×Cm+2(n)

bzgl. m mit AnfangswertenCn(n) = 1 undCm+1(n) º 0 erfüllt ist. Außerdem gilt die
folgende Rekursionsgleichung

0 = (d + 2an+ 2a)(n+ 2)(-n2ab2 - d2bn- dbe+ 2a2n2e+ 4n2a2c+ 2dn3a2 + d2an2

-db2n+ a3n4 + d2c+ ae2dan2b+ 2dane+ 4dcna)(n+ a)(an- a+ d + am)

×(-am- d̄ + an+ d)Cm(n) - (d + 2an)(d - a+ 2an)(d + a+ 2an)(n+ 2)

×(-2ead̄ - 2na3m2 + edd̄ + 2a3nm+ amd2 - am2d2 + d2nd̄ - 2ea2m

+an2dd̄ - 2a3m2n2 - 2a2md̄n2 - d2bn- a2m2d - andb+ 2a2n2e+ 2a3mn2

+3a2nd+ 7a2n2d + andd̄ + 2ead- d̄md2 + 4dn3a2 - 4a2ēn2

-ēd2 + 2a2ne+ d2d̄ + 2d2an2 + 2d̄bd+ 2a3n4 + ad2 - bd2 - dan2b

+a2md+ 2dane+ 4a3n3 + 2a3n2 - 2d̄mand- 2a2m2nd+ 2a2em2 + 2aem̄d

-4aēnd- 2aēd+ 2a2ndm- 2a2md̄n- amd̄d- am2bd+ ambd- 4ēa2n

+2dbnd̄ + 2an2bd̄ + 2anb̄d + 3and2)Cm(n+ 1) + (d + 2an)2(d + 2an+ 2a)

(d - a+ 2an)(d + a+ 2an)(-m+ n+ 2)(d̄ + am+ a+ an)Cm(n+ 2)

bzgl.n.

Beweis:Wir geben zunächst unsere Kreuzregeln (3.64), (3.65) und (3.67) ein. Dabei
sind die Koeffizienten noch unbestimmt.
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In[50]:= kreuz1 = a[n] * Cm[n + 1] + b[n] * Cm[n] + c[n] * Cm[n - 1] ==

oa[m- 1] * Cm-1[n] + ob[m] * Cm[n] + oc[m+ 1] * Cm+1[n];

kreuz2 = Αs[n] * Cm[n + 1] + Βs[n] * Cm[n] + Γs[n] * Cm[n - 1] ==

oΑs[m- 1] * Cm-1[n] + oΒs[m] * Cm[n] + oΓs[m+ 1] * Cm+1[n];

kreuz3 = Α[n] * Cm[n + 1] + Β[n] * Cm[n] + Γ[n] * Cm[n - 1] ==

oΑ[m- 1] * Cm-1[n] + oΒ[m] * Cm[n] + oΓ[m+ 1] * Cm+1[n];

Um nun die Rekursionsgleichung bzgl.mherzuleiten, eliminieren wir aus den Kreuzre-
gelnCm(n+ 1) undCm(n- 1) und erhalten:

In[51]:= rek1 = Eliminate [{kreuz1 , kreuz2 , kreuz3 },{Cm[n + 1],Cm[n - 1]}]

Out[51]= -c(n) oΑs(m- 1) Α(n)Cm-1(n) + c(n) oΑ(m- 1) Αs(n) Cm-1(n)+

a(n) oΑs(m- 1) Γ(n)Cm-1(n) - a(n) oΑ(m- 1) Γs(n) Cm-1(n)-

c(n) oΒs(m) Α(n)Cm(n) + c(n) oΒ(m) Αs(n)Cm(n) - c(n) Αs(n) Β(n) Cm(n)+

c(n) Α(n) Βs(n)Cm(n) + a(n) oΒs(m) Γ(n)Cm(n) + b(n) Αs(n) Γ(n)Cm(n)-

ob(m) Αs(n) Γ(n)Cm(n) - a(n) Βs(n) Γ(n)Cm(n) - a(n) oΒ(m) Γs(n)Cm(n)-

b(n) Α(n) Γs(n) Cm(n) + ob(m) Α(n) Γs(n)Cm(n) + a(n) Β(n) Γs(n)Cm(n)-

c(n) oΓs(m+ 1) Α(n)Cm+1(n) + c(n) oΓ(m+ 1) Αs(n)Cm+1(n)+

a(n) oΓs(m+ 1) Γ(n)Cm+1(n) - oc(m+ 1) Αs(n) Γ(n)Cm+1(n)-

a(n) oΓ(m+ 1) Γs(n)Cm+1(n) + oc(m+ 1) Α(n) Γs(n) Cm+1(n) ==

oa(m- 1) (Αs(n) Γ(n) - Α(n) Γs(n))Cm-1(n)

Analog eliminieren wirCm-1(n) undCm+1(n), um die Rekursionsgleichung bzgl.n zu
erhalten:

In[52]:= rek2 = Eliminate [{kreuz1 , kreuz2 , kreuz3 },{Cm+1[n],Cm-1[n]}]

Out[52]= -oc(m+ 1) oΑs(m- 1) Γ(n)Cm(n- 1) + oa(m- 1) oΓs(m+ 1) Γ(n)Cm(n- 1)+

oc(m+ 1) oΑ(m- 1) Γs(n)Cm(n- 1) - oa(m- 1) oΓ(m+ 1) Γs(n)Cm(n- 1)+

oc(m+ 1) oΑs(m- 1) oΒ(m) Cm(n) - oc(m+ 1) oΑ(m- 1) oΒs(m) Cm(n)+

b(n) oΑs(m- 1) oΓ(m+ 1)Cm(n) - ob(m) oΑs(m- 1) oΓ(m+ 1) Cm(n)+

oa(m- 1) oΒs(m) oΓ(m+ 1) Cm(n) - b(n) oΑ(m- 1) oΓs(m+ 1) Cm(n)+

ob(m) oΑ(m- 1) oΓs(m+ 1)Cm(n) - oa(m- 1) oΒ(m) oΓs(m+ 1) Cm(n)-

oc(m+ 1) oΑs(m- 1) Β(n)Cm(n) + oa(m- 1) oΓs(m+ 1) Β(n) Cm(n)+

oc(m+ 1) oΑ(m- 1) Βs(n)Cm(n) - oa(m- 1) oΓ(m+ 1) Βs(n) Cm(n)+

a(n) oΑs(m- 1) oΓ(m+ 1)Cm(n+ 1) - a(n) oΑ(m- 1) oΓs(m+ 1) Cm(n+ 1)-

oc(m+ 1) oΑs(m- 1) Α(n)Cm(n+ 1) + oa(m- 1) oΓs(m+ 1) Α(n) Cm(n+ 1)+

oc(m+ 1) oΑ(m- 1) Αs(n)Cm(n+ 1) - oa(m- 1) oΓ(m+ 1) Αs(n) Cm(n+ 1) ==

c(n) (oΑ(m- 1) oΓs(m+ 1) - oΑs(m- 1) oΓ(m+ 1))Cm(n- 1)
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Nach Eingabe der Koeffizienten führen wir in unserer Rekursionsgleichung bzgl.m
einen Shiftm® m+ 1 durch:

In[53]:= rek3 = rek1 /.m® m+ 1;

Genauso shiften wir die Rekursionsgleichung bzgl.n mit n® n+ 1:

In[54]:= rek4 = rek2 /.n ® n + 1;

Die Mathematica-Outputs sind an dieser Stelle aus Platzgründen unterdrückt.

Um jetzt die zu beweisenden Rekursionsgleichungen zu erhalten, müssen wir noch die
beiden oben erhaltenen Rekursionsgleichungen faktorisieren, zusammenfassen und die
gemeinsamen Vielfachen eliminieren. Dies ist aufgrund desUmfangs der Gleichungen
an dieser Stelle weggelassen, ist aber mit Hilfe eines Computeralgebrasystems einfach
durch zu führen. 2

Satz 3.21
SeiQm(x) ein klassisches diskretes OPS, welches mitΣ(x) = ax2+bx+c undΤ(x) = dx+e
die Differenzengleichung (3.10) erfüllt. Dann gilt für dieReihenkoeffizientenCm(n) der
Reihe bezüglich der fallenden Faktoriellen

xn =
n

â
m=0

Cm(n)Qm(x) (3.68)

die Rekursionsgleichung

0 = (2ma+ a+ d)(2ma+ 3a+ d)(2maa+ 2a+ d)2(2ma+ d)(n-m)Cm(n)

+(2ma+ a+ d)(2ma+ 3a+ d)(2ma+ 2a+ d)(m+ 1)(2m2na2 - 2m2a2 +m2ad

+2m2ad + 2mna2 + 2mnad - 2ma2 -mad + 2mab+md
2
+ 2mdb+ nad

+2nae- nbb- ad + db+ de)Cm+1(n)

+(m+ 1)(2ma+ d)(m4a3 + 2m3a2d + 6m2a+ 6m2a2d + 4m2a2c+ 2m2a2e

+m2ad
2
-m2abd -m2ab

2
+ 4ma3 + 6ma2d + 8ma2c+ 4ma2e

+2mad
2
- 2madb+ 4madc+ 2made- 2mab

2
-md

2
b-mdb

2

+a3 + 2a2d + 4a2c+ 2a2e+ ad
2
- adb+ 4adc+ 2ade

-ae2 - d
2
b+ d

2
c- db

2
- dbe)(m+ 2)(ma+ na+ a+ d)Cm+2 . (3.69)

Ist c = 0, dann gilt die Rekursionsgleichung

0 = (d + a+ 2am)(d + 2am)(-n+m)Cm(n) (3.70)

-(an+ d + am)(m+ 1)(am2 +md +mb+ e)Cm+1(n) .

Beweis:Wir haben zu Beginn des Abschnittes bereits drei essentiellverschiedene Kreuz-
regeln hergeleitet. Um nun den Beweis durchführen zu können, modifizieren wir die
Methode hier. Nach Voraussetzung erfülltQm(x) die Differenzengleichung

Σ(x)DÑQm(x) + Τ(x)DQm(x) + ΛmQm(x) = 0
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mit Σ(x) = ax2 + bx+ c. Außerdem erfüllt erfülltQm(x) eine Differenzenregel der Form

(Σ(x) + Τ(x)DQm(x) = ΑmQm+1(x)(Βm- Λm)Qm(x) + ΓmQm-1(x) .

Andererseits erfülltPn(x) = xn wegen

(Σ(x) + Τ(x)DPn(x) = (ax2 + (b+ d)x+ c+ e)n × xn-1 (3.71)

= an × x2xn-1 + n(b+ d)xxn-1 + n(c+ e)xn-1

= na(xn+1 + (2n- 1)xn + (n- 1)2xn-1) + n(b+ d)(xn + (n- 1)xn-1)

+n(c+ e)xn-1

= anPn+1(x) + n(a(2n- 1) + b+ d)Pn(x)

+n((n- 1)(a(n- 1) + b+ d) + c+ e)Pn-1(x) (3.72)

jede Differenzenregel dieser Form. In Unserer Situation erhalten wir also die 1. Kreuz-
regel (3.64) mitan = 1, bn = cn = 0

Cm(n+ 1) = am-1Cm-1(n) + bmCm(n) + cm+1Cm+1(n) (3.73)

und die 3. Kreuzregel (3.66) mit ˆan =
1

n+1 undb̂n = ĉn = 0

1
n+ 1

Cm(n+ 1) = âm-1Cm-1(n) + b̂mCm(n) + ĉm+1Cm+1(n) . (3.74)

Mit (3.72) erhalten wir dann noch eine dritte Kreuzregel

anCm(n+ 1) + n(a(2n- 1) + b+ d)Cm(n) + n((n- 1)(a(n- 1) + b+ d) + c+ e)Cm(n- 1)

= Αm-1Cm-1(n) + ΒmCm(n) + Γm+1Cm+1(n) . (3.75)

In[55]:= kreuz1 = Cm[n + 1] == oa[m- 1] * Cm-1[n] + ob[m] * Cm[n] +

oc[m+ 1] * Cm+1[n];

kreuz2 =
1

n + 1
* Cm[n + 1] == oahut [m- 1] * Cm-1[n] + obhut [m] * Cm[n] +

ochut [m+ 1] * Cm+1[n];

kreuz3 =
_
a * n * Cm[n + 1] + n * I_

a * (2n - 1) +
_
b +

_
dM * Cm[n] +

n * I(n - 1)I_a * (n - 1) +
_
b +

_
dM + _

c +
_
eM * Cm[n - 1] ==

oΑ[m- 1] * Cm-1[n] + oΒ[m] * Cm[n] + oΓ[m+ 1] * Cm+1[n];

Nach der Eingabe der Kreuzregeln, eliminieren wir die VariablenCm(n+1) undCm(n-1)
mit Hilfe der drei Kreuzregeln.

In[56]:= rek1 = Eliminate [

{kreuz1 , kreuz2 , kreuz3 },{Cm[n + 1],Cm[n - 1]}][[1]]

Out[56]= oa(m- 1) Cm-1(n) == n oahut(m- 1) Cm-1(n) + oahut(m- 1)Cm-1(n)-

ob(m) Cm(n) + n obhut(m) Cm(n) + obhut(m) Cm(n)-

oc(m+ 1) Cm+1(n) + n ochut(m+ 1) Cm+1(n) + ochut(m+ 1) Cm+1(n)
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An dieser Stelle können wir nun die Koeffizientenam-1, bm, cm+1, âm-1, b̂m, ĉm+1, Αm-1,
Βm undΓm+1 eingeben (dabei erhalten wir schließlich nur Terme in Abhängigkeit vona,
b, c, d unde). Anschließend shiften wirm.

In[57]:= rek2 = rek1 /.m® m+ 1;

Somit erhalten wir schließlich unsere Gleichung (3.69):

In[58]:= rek3 = Map[Factor ,Collect [

Simplify [Numerator [Together [rek2 [[1]] - rek2 [[2]]]]],

{Cm[n],Cm+1[n],Cm+2[n]}]]

Out[58]= (m- n) I2 m_a+
_
dM I2 m_a+ _a+

_
dM I2 m_a+ 3 _a+

_
dM Cm(n) I2 m_a+ 2 _a+

_
dM2+

(m+ 1) I2 m_a+ _a+
_
dM I2 m_a+ 3 _a+

_
dM

I2 n (_a)2 m2 + 2 (_a)2 m2 - 2 _a
_
b m2 -

_a
_
d m2 + 2 n (_a)2 m+ 2 (_a)2 m-

I_dM2 m- 2 _a
_
b m+ 2 n _a

_
d m+ _a

_
d m- 2

_
b

_
d m+ n I_dM2 + n _a

_
d+

_a
_
d + n

_
b

_
d -

_
b

_
d - 2 n _a _e-

_
d _eM Cm+1(n) I2 m_a+ 2 _a+

_
dM-

(m+ 1) (m+ 2) I2 m_a+
_
dM Im_a+ n _a+ _a+

_
dM

I(_a)3 m4 + 4 (_a)3 m3 + 2 (_a)2
_
d m3 + 6 (_a)3 m2 -

_a I_bM2 m2 +
_a I_dM2 m2 + 4 (_a)2 _c m2+

6 (_a)2
_
d m2 -

_a
_
b

_
d m2 + 2 (_a)2 _e m2 + 4 (_a)3 m- 2 _a I_bM2 m+ 2 _a I_dM2 m-

_
b I_dM2 m+ 8 (_a)2 _c m+ 6 (_a)2

_
d m- I_bM2 _

d m- 2 _a
_
b

_
d m+ 4 _a _c

_
d m+

4 (_a)2 _e m+ 2 _a
_
d _e m+ (_a)3 - _a I_bM2 + _a I_dM2 - _

b I_dM2 + _c I_dM2 + _a (_e)2 + 4 (_a)2 _c+

2 (_a)2
_
d - I_bM2 _

d - _a
_
b

_
d + 4 _a _c

_
d + 2 (_a)2 _e+ 2 _a

_
d _e-

_
b

_
d _eM Cm+2(n)

Im Fallec = 0 hat die Rekursionsgleichung immer noch drei Terme. Aber wir finden für
c = 0 eine weitere Kreuzregel. Betrachten wir die Differenzenregel (3.47), so erhalten
wir

Σ(x)ÑQm(x) = ΑmQm+1(x) + ΒmQm(x) + ΓmQm-1(x) .

Nutzen wir nun aus, dassc = 0 gilt, so erhalten wir fürPn(x) = xn mit einfachen
Umformungen die Differenzenregel

Σ(x)ÑPn(x) = anPn+1(x) + n(an+ b)Pn(x) .

Es gilt also eine vierte Kreuzregel

anCm(n+ 1) + n(an+ b)Cm(n) = Αm-1Cm-1(n) + ΒmCm(n) + Γm+1Cm+1(n) . (3.76)

In[59]:= kreuz4 =
_
a * n * Cm[n + 1] + n * I_a * n +

_
bM * Cm[n] ==

oΑ[m- 1] * Cm-1[n] + oΒ[m] * Cm[n] + oΓ[m+ 1] * Cm+1[n];

Wir erhalten eine Rekursionsgleichung, indem wir aus den vier KreuzregelnCm(n+ 1),
Cm+1(n) undC,(n- 1) eliminieren:

In[60]:= rek4 = Eliminate [{kreuz1 , kreuz2 , kreuz3 , kreuz4 },

{Cm[n + 1],Cm+1[n],Cm[n - 1]}][[1]]
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Out[60]= oa(m- 1) I - ochut(m+ 1) _a n2 - ochut(m+ 1) _a n+ oΓ(m+ 1)M Cm-1(n) ==

ochut(m+ 1) _a Cm(n) n
3 - oahut(m- 1) oc(m+ 1) _a Cm-1(n) n

2-

obhut(m) oc(m+ 1) _a Cm(n) n
2 - oc(m+ 1) _a Cm(n) n

2+

ob(m) ochut(m+ 1) _a Cm(n) n
2 + ochut(m+ 1) _a Cm(n) n

2+

ochut(m+ 1)
_
b Cm(n) n

2 - oahut(m- 1) oc(m+ 1) _a Cm-1(n) n-

ochut(m+ 1) oΑ(m- 1) Cm-1(n) n+ oahut(m- 1) oΓ(m+ 1)Cm-1(n) n-

obhut(m) oc(m+ 1) _a Cm(n) n+ ob(m) ochut(m+ 1) _a Cm(n) n-

oc(m+ 1)
_
b Cm(n) n+ ochut(m+ 1)

_
b Cm(n) n- ochut(m+ 1) oΒ(m)Cm(n) n+

obhut(m) oΓ(m+ 1)Cm(n) n+ oc(m+ 1) oΑ(m- 1)Cm-1(n)-

ochut(m+ 1) oΑ(m- 1) Cm-1(n) + oahut(m- 1) oΓ(m+ 1)Cm-1(n)+

oc(m+ 1) oΒ(m) Cm(n) - ochut(m+ 1) oΒ(m)Cm(n)-

ob(m) oΓ(m+ 1)Cm(n) + obhut(m) oΓ(m+ 1)Cm(n)

Nach Eingabe der Koeffizienten shiften wirm wieder um 1:

In[61]:= rek5 = rek4 /.m® m+ 1;

Wir erhalten dann durch Faktorisieren und Zusammenfassen:

In[62]:= rek6 =

Map[Factor ,

Collect [

Simplify [Numerator [Together [rek5 [[1]] - rek5 [[2]]]]],

{Cm[n],Cm+1[n]}]]

Out[62]= (m+ 2) (m- n) I2 m_a+
_
dM I2 m_a+ _a+

_
dM Im_a+ n _a+ _a+

_
dM

I(_a)3 m4 + 4 (_a)3 m3 + 2 (_a)2
_
d m3 + 6 (_a)3 m2 -

_a I_bM2 m2 +
_a I_dM2 m2 + 4 (_a)2 _c m2+

6 (_a)2
_
d m2 -

_a
_
b

_
d m2 + 2 (_a)2 _e m2 + 4 (_a)3 m- 2 _a I_bM2 m+ 2 _a I_dM2 m-

_
b I_dM2 m+ 8 (_a)2 _c m+ 6 (_a)2

_
d m- I_bM2 _

d m- 2 _a
_
b

_
d m+ 4 _a _c

_
d m+

4 (_a)2 _e m+ 2 _a
_
d _e m+ (_a)3 - _a I_bM2 + _a I_dM2 - _

b I_dM2 + _c I_dM2 + _a (_e)2+

4 (_a)2 _c + 2 (_a)2
_
d - I_bM2 _

d - _a
_
b

_
d + 4 _a _c

_
d + 2 (_a)2 _e+ 2 _a

_
d _e-

_
b

_
d _eM

Cm(n) - (m+ 1) (m+ 2) Im_a+ n _a+ _a+
_
dM

I(_a)2 m3 - n (_a)2 m2 +
_a

_
b m2 + 2 _a

_
d m2 + 2 n2 (

_a)2 m+ I_dM2 m+

n _a
_
b m- 2 n _a

_
d m+

_
b

_
d m+ _a _e m- n I_dM2 + n2 _a

_
d + n _a _e+

_
d _eM

I(_a)3 m4 + 4 (_a)3 m3 + 2 (_a)2
_
d m3 + 6 (_a)3 m2 -

_a I_bM2 m2 +
_a I_dM2 m2 + 4 (_a)2 _c m2+

6 (_a)2
_
d m2 -

_a
_
b

_
d m2 + 2 (_a)2 _e m2 + 4 (_a)3 m- 2 _a I_bM2 m+ 2 _a I_dM2 m-

_
b I_dM2 m+ 8 (_a)2 _c m+ 6 (_a)2

_
d m- I_bM2 _

d m- 2 _a
_
b

_
d m+ 4 _a _c

_
d m+

4 (_a)2 _e m+ 2 _a
_
d _e m+ (_a)3 - _a I_bM2 + _a I_dM2 - _

b I_dM2 + _c I_dM2 + _a (_e)2 + 4 (_a)2 _c+

2 (_a)2
_
d - I_bM2 _

d - _a
_
b

_
d + 4 _a _c

_
d + 2 (_a)2 _e+ 2 _a

_
d _e-

_
b

_
d _eM Cm+1(n)

Schließlich erhalten wir durch Eliminierung der Vielfachen die Gleichung (3.71):
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In[63]:= Map[Factor ,

Collect [

1/PolynomialGCD [Coefficient [rek6 ,{Cm[n],Cm+1[n]}][[1]],

Coefficient [rek6 ,{Cm[n],Cm+1[n]}][[2]]]rek6 ,

{Cm[n],Cm+1[n]}]]

Out[63]= (m- n) I2 m_a+
_
dM I2 m_a+ _a+

_
dM Cm(n)-

(m+ 1) I(_a)2 m3 - n (_a)2 m2 +
_a

_
b m2 + 2 _a

_
d m2 + 2 n2 (

_a)2 m+ I_dM2 m+ n _a
_
b m-

2 n _a
_
d m+

_
b

_
d m+ _a _e m- n I_dM2 + n2 _a

_
d + n _a _e+

_
d _eM Cm+1(n)

2

Satz 3.22 (Darstellung der fallenden Faktoriellen)
Die fallenden Faktoriellen haben bzgl. der klassischen diskreten OPS die folgenden
Darstellungen:

xn =
nâ

m=0

Μn(-n)m
m!

Cm(x; Μ), (3.77)

xn =
n

â
m=0

(-1)n(Γ)n(
Μ
Μ-1)

n(-n)m
(Γ)mm!

Mm(x; Γ,Μ), (3.78)

xn =
nâ

m=0

(-1)n(-N)npn-m(-n)m
(-N)m

Km(x; p, N) (3.79)

und

xn =
n

â
m=0

(1+ Α)n(-N)n(-1)n

(Α + Β + 2)n

(Α + Β + 1+ 2m)
(Α + Β + 1)

(-n)m(1+ Α + Β)m
(n+ 2+ Α + Β)mm!

Qm(x; Α,Β, N).

(3.80)

Beweis:Wir wissen, dass die Darstellung der fallenden Faktoriellen die Form (3.68)
besitzt. Um nunCm(n) zu erhalten, betrachten wir das Termverhältnis

Cm+1(n)
Cm(n)

=
(d + a+ 2am)(d + 2am)(-n+ n)

(an+ d + am)(m+ 1)(am2 +mb+md + e)
, (3.81)

welches wir durch Umformung der Gleichung (3.71) erhalten.Wir werden exemplarisch
die Darstellung der CharlierpolynomeCm(x,Μ) herleiten, die anderen Polynome können
auf analoge Weise bewiesen werden.
Für die Charlierpolynome gilt mita = c = 0, b = 1, d = -1 unde= Μ

Cm+1(n)
Cm(n)

= -
(m- n)
(m+ 1)Μ

.

Mit 3.13 erhalten wir dann

Cm(n) =
Μn(-n)m

m!
.

2
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Satz 3.23 (Verbindungskoeffizienten der klassischen diskreten OPS)
Für die Charlierpolynome erhalten wir die folgende Verbindungsbeziehung:

Cn(x; Μ) =
n

â
m=0

(-1)n
Νm

Μn (Ν - Μ)
n-m(-n)m

m!
Cm(x; Ν). (3.82)

Folgende Verbindungsbeziehungen gelten für die Meixnerpolynome:

Mn(x; Γ,Μ) =
n

â
m=0

(Γ - ∆)n(-n)m
(∆ - n+ 1- Γ)mm!

Mm(x; ∆,Μ) (3.83)

und

Mn(x; Γ,Μ) =
n

â
m=0

(
Ν - Μ

Μ(Ν - 1)
)n(Γ)n

(-n)m
(Γ)mm!

(-
Ν(Μ - 1)
Ν - Μ

)mMm(x; Γ, Ν). (3.84)

Für die Krawtchoukpolynome erhalten wir die folgenden beiden Verbindungsbeziehun-
gen:

Kn(x; p, N) =
nâ

m=0

(p- q)n-m(-N)n(-n)m(-1)m

n!(-N)m
Km(x; q, N) (3.85)

und

Kn(x; p, N) =
n

â
m=0

pn-m(M - N)n(-n)m
n!(N -M - n+ 1)m

Km(x; p, M). (3.86)

Letztlich erhalten wir schließlich für die Hahnpolynome die Verbindungsdarstellungen

Qn(x; Α,Α, N =
(Α + 1

2)n(2Γ + 1)n
(Γ + 1

2)n(2Α + 1)n
×

[k/2]

â
k=0

(-n/2)k(-(n- 1)/2)k(Α - Γ)k(3/4- Γ/2- n/2)k(-Γ - n- 1/2)k
(-Γ - n/2)k(-Γ/2- n/2- 1/4)k(-n- Α + 1/2)k(-Γ - n/2+ 1/2)kk!

Qn-2k(x; Γ,Γ, N),

(3.87)

Qn(x; Α,Β, N) =
nâ

m=0

(Β - ∆)n(-1)n

(2+ Α + ∆)n
×

(Α + ∆ + 1+ 2m)
(Α + ∆ + 1)

×
(-n)m(1+ Α + ∆)m(n+ 1+ Α + Β)m(-1)m

(Α + 2+ n+ ∆)m(1- Β + ∆ - n)mm!
Qm(x; Α, ∆, N) (3.88)

und

Qn(x; Α,Β, N) =
n

â
m=0

(Α - Γ)n(Β + 1)n
(Α + 1)n(2+ Β + Γ)n)

×

(Β + Γ + 1+ 2m)
(Β + Γ + 1)

×
(-n)m(1+ Β + Γ)m(Γ + 1)m)(n+ 1+ Α + Β)m(-1)m

(Β + 1)m(Β + Γ + n+ 2)m(Γ - Α - n+ 1)mm!
Qm(x; Γ,Β, N).

(3.89)

59



Beweis:Gesucht sind die VerbindungskoeffizientenCm(n) der Reihe

Pn(x) =
nâ

m=0

Cm(n)Qm(x) .

Wir erhalten zusammen mit

Pn(x) =
¥â
j=0

A j(n)x
n und xn =

¥â
m=0

Bm( j)Qm(x)

die Darstellung

Pn(x) =
¥

â
j=0

¥

â
m=0

A j(n)Bm( j)Qm(x) .

Vertauschen wir die Summationsreihenfolge, so erhalten wir die Beziehung

Cm(n) =
¥

â
j=0

A j(n)Bm( j) .

Nun stellt der SummandF( j, m, n) := A j(n)Bm( j) einen hypergeometrischen Term bzgl.
j, m, n dar, also können wir den Zeilbergeralgorithmus1 anwenden und somit die ge-
suchte Rekursion fürCm(n) bzgl. n und m herleiten. Damit erhalten wir Rekursionen
erster Ordnung und somit mittels des erhaltenen hypergeometrischen Terms die gesuch-
te Darstellung zeigen.
Nun wollen wir exemplarisch die Darstellung für die Charlierpolynome zeigen. Dazu
deklarieren wir mit Satz 3.10

A j(n) :=
(-n) j

j!

und mit Satz 3.22

Bm( j) :=
Μ j (- j)m

m!
.

Wir wollen den Zeilbergeralgorithmus anwenden. Dazu müssen wir zunächst das Mathematika-
Package „SpecialFunctions“ laden. Nach Laden des Packages„Special Functions“ ge-
ben wirA j (n) undBm( j) ein:

In[64]:= A =
Pochhammer[-n, j ]

j!
* J - 1

Μ
Nj

;

In[65]:= B =
Νj * Pochhammer[-j ,m]

m!
;

Mit Anwendung des Zeilbergeralgorithmus erhalten wir die Rekursionsgleichung:

In[66]:= SumRekursion [A* B, j ,S[m]]

Out[66]= (m- n) Ν S(m) - (m+ 1) (Μ + Ν) S(m+ 1) == 0

Aus dieser Rekursionsgleichung erhalten wir das Termverhältnis:

(m- n)Ν
(m+ 1) × (Μ + Ν)

.

1Nachzulesen in [CompAlg], S. 423ff.
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Betrachten wir nun den Verbindungskoeffizienten der Charlierpolynome

In[67]:= Charlier = (-1)ˆn
Νm

Μn * (Ν - Μ)
n-m*

Pochhammer[-n,m]

m!

Out[67]=
(-1)n Μ-n Νm (Ν - Μ)n-m (-n)m

m!

und bilden das Termverhältnis

In[68]:=
Charlier /.m® m+ 1

Charlier
//FullSimplify

Out[68]=
(m- n) Ν

(m+ 1) (Ν - Μ)

so können wir erkennen, dass die Termverhältnisse gleich sind.

Auf ähnliche Weise können auch die Verbindungskoeffizienten hergeleitet werden.2

3.9 Erzeugende Funktion

In diesem Abschnitt wollen wir erzeugende Funktionen für die klassischen diskreten
OPS betrachten. Die erzeugende Funktion der Polynomfamlien definiert sich durch die
Potenzreihe

F(z) :=
¥

â
k=0

Pk(x)
k!

zk (3.90)

deren Koeffizienten die Polynome der klassischen diskretenOPS sind. Mittels der Drei-
termrekursion für das PolynomPn(x) lässt sich dann eine Differenzengleichung fürF(z)
finden. Löst man diese, so erhält man die erzeugende FunktionF(z).

Wir wollen nun die erzeugenden Funktionen der einzelnen Polynomfamilien kennenler-
nen.

Meixnerpolynome Mn(x; Γ,Μ):
Um die erzeugende Funktion für die Meixnerpolynome zu erhalten, betrachten wir die
Gleichung (3.90)

F(z) :=
¥

â
k=0

Mk(x; Γ,Μ)
k!

zk,

wobei wir aus (3.44) fürMk(x; Γ,Μ)mit (3.37) die Darstellung

Mk(x; Γ,Μ) =2 F1

æçççççççççç
è

-k,-x

1- 1
Μ

Γ

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

=
¥

â
j=0

(-k) j(-x) j
(Γ) j

×
J1- 1

ΜN j
j!

erhalten. Unsere erzeugende FunktionF(z) hat also die Form

F(z) =
¥â

k=0

¥â
j=0

(-k) j(-x) j
(Γ) j

×
J1- 1

Μ N j
j!

×
zk

k!
. (3.91)
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Um diese Formel auflösen zu können, wenden wir den so genannten Fasenmyeralgo-
rithmus2 an.

In[69]:= term =
Pochhammer[-k, j ] * Pochhammer[-x, j ]

Pochhammer[Γ, j ]
*

I1 - 1
Μ
Mj

j!
*

zˆk

k!

Out[69]=
zk I1- 1

Μ M j (-k) j (-x) j
j! k! (Γ) j

In[70]:= FasenmyerRE [term ,{k, 1},{j , 1}]

Out[70]= ( j - x) z (Μ - 1) S( j) + ( j + 1) ( j + Γ) Μ S( j + 1) == 0

Wir erhalten also fürSj das Termverhältnis

Sj+1

Sj

= -
( j - x)z(Μ - 1)
( j + 1)( j + Γ)Μ

(3.92)

und somit reduziert sich (3.91) auf

F(z) =
¥

â
j=0

(-x) j
(Γ) j j!

× K(1- 1
Μ
)zO j

= 1F1

æççççççççççç
è

-x

J1-ΜΜ N z
Γ

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Somit erhalten wir insgesamt

F(z) =
¥

â
k=0

Mn(x; Γ,Μ)
k!

zk = ez ×1 F1

æççççççççççç
è

-x

J1-ΜΜ N z
Γ

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

, (3.93)

wobeiez ein historisch gegebener Standardisierungsfaktor darstellt.

Analog erhalten wir für die Charlierpolynome und die Krawtchoukpolynome die erzeu-
gene Funktion.Charlierpolynome Cn(x; Μ):
Für die erzeugende Funktion der Charlierpolynome gilt die folgende Beziehung

F(z) =
¥â

k=0

Ck(x; Μ)

k!
× zk = ez(1-

t
Μ
)x. (3.94)

Krawtchoukpolynome Kn(x; p, N):
Für die Krawtchoukpolynome erhalten wir für die erzeugenden Funktion

F(z) =
Nâ

k=0

Kn(x; p, N)
k!

zk =

éêêêêêêêêêêêêêêêêë

ez ×1 F1

æçççççççççç
è

-x
-z
p

-N

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

ùúúúúúúúúúúúúúúúúûN

. (3.95)

2Kann auf S. 395 von [CompAlg] nachgelesen werden.
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3.10 OPS als Lösungen holonomer Rekursionsgleichungen

Wir wollen zum Abschluss nun noch einen Algorithmus kennen lernen, der uns um-
gekehrt aus einer holonomen Dreitermrekursion ein klassisches diskretes OPS liefert,
sofern es existiert.

Satz 3.24 (Algorithmus)
Der folgende Algorithmus entscheidet, ob eine gegebene holonome Dreitermrekursion
ein klassisches diskretes OPS als Lösung hat und gibt die Daten der Lösung zurück.

1. Eingabe: eine holonome Dreitermrekursion

qn(x)Pn+2(x) + rnPn+1(x) + snPn(x) = 0 (3.96)

2. Verschiebung: Verschiebe den Index um

max{n Î N³0|n ist eine Nullstelle vonqn-1(x) oder sn(x)} + 1} , (3.97)

falls notwendig.

3. Umschreiben: Man bringt die Rekursionsgleichung in folgende Form

Pn+1(x) = tn(x)Pn(x) + unPn-1(x) (tn(x), un(x) Î Q(n, x)) .

Ist nuntn(x) kein Polynom vom Grd1 in x oder istun(x) bzgl.x nicht konstant, so
gibt es keine klassische diskrete OPS-Lösung. (Beende den Algorithmus.)

4. Lineare Transformation: Wir schreiben die Rekursionsgleichung unter der li-
nearen Transformationx# x-g

f mit unbestimmten Konstantenf undg auf.

5. Standardisierung: SeienAn, Bn undCn gegeben durch

Pn+1(x) = (Anx+ Bn)Pn(x) -CnPn-1(x) (An, Bn, Cn Î Q(n), An ¹ 0). (3.98)

Dann definiert manvn, wn Î Q[n]mit ggt(vn, wn) = 1 gemäß

kn+1

kn

= An =
vn

wn

.

6. Normalisierung: Setze

B̃n :=
Bn

An

Î Q(n) und C̃n :=
Cn

AnAn-1

Î Q(n).

Nun kürzt man diese rationalen Funktionen. Ist der Grad vom Zähler oder Nenner
von B̃n größer als2 oder ist der Grad vom Zähler oder Nenner vonC̃n größer als
4, so existiert keine klassische diskrete OPS-Lösung. (Beende den Algorithmus.)
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7. Polynomidentitäten: Setze

B̃n =
n(d + 2b)(d + an- a) + e(d - 2a)
(2an- 2a+ d)(d + 2an)

und

C̃n = -((n- 1)(d + an- a)(and- db- ad+ a2n2 - 2a2n+ 4ca+ a2 + 2ea- b2)

-dbe+ d2c+ ae2) ×
(an+ d - 2a)n)

(d - a+ 2an)(d + 2an- 3a)(2an- 2a+ d)2
.

Dabei sinda, b, c, dundenoch unbestimmt. Diese Identitäten werden durch Mul-
tiplikation mit dem Hauptnenner in Polynomform gebracht.

8. Koeffizientenvergleich: Vergleicht man die Koeffizienten der Potenzen vonn
in den beiden Gleichungen, so liefert dies ein nicht-lineares Gleichungssystem in
den Unbestimmtena, b, c, d, e, fundg.
Gibt es keine Lösung oder nur eine Lösung mitd = 0 des Gleichungssystems, so
existiert keine klassische diskrete OPS-Lösung. (Beende den Algorithmus.)

9. Ausgabe: Gib das klassische diskrete OPS aus, das der sich ergebendenDiffe-
renzengleichung (3.10) gemäß der Tabellen 1 und 2 entspricht.

Beweis:

Es sei eine Rekursion der Form (3.96) gegeben. Angenommen, wederqn-1(x) nochsn(x)
besitzen nicht-negative ganzzahlige Nullstellen bzgl.n, da andernfalls diese Rekursi-
onsgleichung nicht dazu benutzt werden kann,Pn(x) iterativ beginnend mitP0(x) (und
P-1(x) º= 0) für allen ³ -1 zu berechnen oder wertlos in der Rückwärtsrichtung ist.
Man setzt nun

N :=
ìïïíïï
î

0, falls qn-1(x) undsn(x) keine nicht-negative Nullstelle besitzt

max{n Î N³0|n ist eine Nullstelle vonqn-1(x) odersn(x)} + 1, sonst
(3.99)

Nun betrachtet manpn(x) := Pn+N(x) stattPn(x). (Man substituiert also an dieser Stelle
in (3.96)n# n+ N und ersetztPn(x) durchpn-N(x).)
Der Einfachheithalber nimmt man aber hier für den Beweis an,dass die Rekursion
(3.96) mit
qn(x), rn(x), sn(x) Î Q[n, x] erfüllt ist.
Es ist eine Lösung der Form (2.8)

Pn(x) = knx
n + k¢nx

n-1 +¼ (n Î N³0, kn ¹ 0)

gesucht. Dazu dividiert man (3.96) durchqn(x) und ersetztn durchn - 1. Man erhält
also eine Rekursionsgleichung der Form

Pn+1(x) = tn(x)Pn(x) + un(x)Pn-1(x) (tn(x), un(x) Î Q(n, x)). (3.100)

Es existiert aber wegen Satz 2.6 für jede linear transformierte FamiliePn(x) eines klas-
sischen diskreten OPS eine Rekursionsgleichung der Form (2.10)

Pn+1(x) = (Anx+ Bn)Pn(x) -CnPn-1(x) (An, Bn,Cn Î Q(n), An ¹ 0). (3.101)
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Somit müssen (3.100) und (3.101) übereinstimmem. DaPn(x)/Pn-1(x) /Î Q(n, x) liegt,
kann man folgern, dasstn(x) = Anx+ Bn undun(x) = -Cn gilt. Dies zeigt den 3. Teil des
Satzes.
Es sind nun aber Lösungen der Form (2.8) gesucht. Koeffizientenvergleich in (3.101)
nachxn+1 liefert dazu

kn+1

kn

= An =
vn

wn

, (3.102)

wobeivn, wn Î Q[n] gilt. Das gegebeneAn =
vn
wn
Î Q(n) erzeugt also ein Termverhältnis

kn+1
kn

. Desweiteren liefert uns (3.102) ein hypergeometrischen Term kn, der bis auf No-
mierungskonstantek0 = P0(x) eindeutig gegeben ist. Zudem stellt (3.102) sicher, dass
kn für alle n Î N ausk0 gegeben sind, da die Nullstellen vonwn eine Teilmenge der
Nullstellen vonqn-1(x) darstellen.
Indem wir nun eine Rekursionsgleichung für das zugehörige monische OPS̃Pn(x) =

Pn(x)
kn

erzeugen, wird die Abhängigkeit vonkn eliminiert. Für P̃n(x) erhalten wir also aus
(3.102) die Gleichung

P̃n+1(x) = Kx+ Bn

An
O P̃n(x) -

Cn

AnAn-1

P̃n-1(x) = Ix+ B̃nM P̃n(x) - C̃nP̃n-1(x), (3.103)

wobei also

B̃n =
Bn

An

Î Q(n) und C̃n =
Cn

AnAn-1

Î Q(n).

Aus Satz 3.11 erhalten wir also fürB̃n undC̃n

B̃n =
2bn(a(n- 1) + d) + e(d - 2a)
(2a(n- 1) + d)(2an+ d

(3.104)

und

C̃n =
-n(a(n- 2) + d)

(a(2n- 1) + d)(a(2n- 3) + d)
Kc+ b(n- 1) + e

(2a(n- 1) + d)2
((ae- bd)ab(n- 1))O .

(3.105)
Diese sind unabhängig vonkn, was den 5. und 6. Teil des Satzes beweist.
In den Schritten 7 und 8 des Satzes werden nur arithmetische Umformungen gemacht.
Hier bleibt nichts zu beweisen. 2

Beispiel 2
Wir betrachten die Rekursionsgleichung

pn+2(x) - (x- n- 1)pn+1(x) + Α(n+ 1)2pn(x) = 0, (3.106)

welche vonΑ Î R abhängt. Gesucht ist eine klassische diskrete OPS-Lösung.

2. Wir betrachten die Nullstellen vonqn-1(x) = 1 und sn(x) = Α(n + 1)2. Da beide
keine reellen Nullstellen inx haben, setzen wirN = 1 und somit müssen wir keine
Indexverschiebung durchführen.
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3. Durch Umschreibung der Rekursionsgleichung (3.106) erhalten wir

Pn+1(x) = (x- n)Pn(x) + Αn
2Pn-1(x). (3.107)

4. Wir erhalten durch die lineare Transformationx# x-g
f von (3.107) die Gleichung

Pn+1 Kx- g
f
O = Kx- g

f
- nOPn Kx- g

f
O - Αn2Pn-1 Kx- g

f
O . (3.108)

5. Durch Umformung erhalten wir die Standardisierung

Pn+1 Kx- g
f
O = K1

f
× x- Kg

f
+ nOOPn Kx- g

f
O - Αn2Pn-1 Kx- g

f
O , (3.109)

wobei also gilt:An =
1
f , Bn = - J gf + nN undCn = Αn

2.

6. Durch Normalisierung erhalten wir

B̃n =
Bn

An

=
-( gf + n)

1
f

= -g- f n (3.110)

und

C̃n =
Cn

AnAn-1

=
Αn2

1
f ×

1
f

= f 2 × Αn2. (3.111)

7. Wir setzen zudem̃Bn undC̃n wie im Schritt 7 des Algorithmus 3.24.

8. Nun müssen wir Koeffizientenvergleich der Potenzen vonn der Gleichungen ma-
chen und erhalten ein nicht-lineares System in den Variablen {a, b, c, d, e, f , g,Α},
welches die Lösung

;a = 0, b= b, c= -
b(-e+ d + b)

d
, d = d, e= e, f = -

d + 2b
d

, g= -
e
d

,

Α =
b(d + b)

(d + 2b)2
?

besitzt. Nun möchten wir aberΑ als beliebig voraussetzen, also lösen wir die letzte
Gleichung nachb auf und erhalten

b = -
d
2
K1± 10

1- 4Α
O .

Anschließendes Einsetzen in die oben erhaltene Lösung liefert uns

;a = 0, b= -
d
2
K1± 10

1- 4Α
O , c =

4Αe- e- 2Αd
2(1- 4Α)

±
e
2

10
1- 4Α

,

f = ¡
10

(1- 4Α)
, g= -

e
d
?

9. Wir stellen schließlich fest, dass unsere holonome Dreitermrekursion für1-4Α >
0, also genauΑ < 1

4 Lösungen für Meixner- bzw. Krawtchoukpolynome liefert.
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