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1 Einleitung

Diese Bachelorarbeit basiert auf dem Skript ,Computetaigeind Orthogonale Poly-
nome “ zur gleichnamigen Vorlesung, die Prof. W. Koepf im Y¥nsemester 05/06 an
der Universitat Kassel gelesen hat.

Wir werden uns in dieser Arbeit intensiv mit den Eigensatrafklassischer diskreter
orthogonaler Polynomfamilien beschéftigen. Einleiteaduwdwerden wir zunachst all-
gemeine Funktionensysteme betrachten, bei denen dieiboekip (X) beziiglich einer
Gewichtsfunktiorw(x) im Intervall(a, b) paarweise orthogonal zueinander sind. Ein sol-
ches Funktionensyste, (x)),., werden wir als Orthogonalsystem (OS) bezeichnen.
Im ersten Schritt werden wir feststellen, dass eine linesr@bhangigkeit dieser Funk-
tioneng, (X) eines solchen Systems existiert. AnschlieBend werdenrkéneen, dass
solche Systeme vollstandig sind. Am Ende des Abschnittedemewnir das so genannte
Gram-Schmidtsche-Orthogonalisierungsverfateeritihren. Dieser Algorithmus wird
uns dann zu einem gegebenen linear unabhangigen Sygem,_, sowohl ein OS, als
auch ein Orthonormalsystem (ONS) liefern, bei dem die émezeFunktionen zusatz-
lich zu der paarweisen Orthogonalitat auch normiert sind.

Anschlie3end werden wir uns auf OS beschranken, dia farO aus Polynomen der
Formg,(X) = P,(¥) := kx"k X" + k’x"2 + ... bestehen. Solche OS werden wir als
orthogonale Polynomsysteme (OPS) bezeichnen.

Eine solche Einschrankung erlaubt es uns, zentrale Sthétiehungen herzuleiten.
Somit haben wir schlie3lich die Mdglichkeit, eine Dreiteakursion der Form

P.,X=AXx+B)P,X -CP,_,(X

zu beweisen. Wir werden erkennen, dass diese Dreiternsiekuitir alle OPS gilt und
dass sich die Koeffizientey,, B, undC, explizit herleiten lassen. Zusatzlich stellt eine
solche Rekursion eine Beziehung zwischen den einzelngm&wolen eines OPS sicher,
namlich die, dass sich ein Polynd?x) eines OPS in Abhangigkeit der Vorganger dar-
stellen lasst.

Im n&chsten Kapitel werden wir dann eine weitere Einschuéigkrornehmen. Wir wer-
den hier OPS betrachten, die L6sung der Differenzengleighu

o (X)VAY(X) + T(X)AY(X) + A Y(X) = 0

sind. Dabei ist dang(x) = P,(X), o(X) = ax® + bx+ c undr(x) = dx+ e. Wir werden
beweisen, dass die Konstaitgdie Beziehung\, = —(an(n — 1) + dn) erflllt. Die L6-
sungen dieser Differenzengleichung werden klassisclkeelesOPS genannt.

Zu den zentralen Eigenschaften dieser klassischen desk@®S zahlt die Orthogona-
litatsbedingungP,, P,) = 0 (n # m), wobei wir uns auf Skalarprodukte der Form

P, P, = P,(X)P,,(X)wW(X)

b
X=a
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beschranken werden. Die Gewichtsfunktiaix) soll dabei furx = a, ..., b positiv sein.
Wir werden die klassischen diskreten OPS klassifizierenwnsohdher mit den Eigen-
schaften der Charlier-, Meixner-, Krawtchouk- und Hahgpome beschéftigen.

Um genauere Klassifizierungen durchfihren zu kénnen, wendezunéchst ein paar
wichtige Eigenschaften der Differenzenrechnung kennerete Wir werden uns den so
genannten Vorwartsdifferenzenoperaidi(x) = f(x + 1) — f(x) und den Rickwartsdif-
fernzenoperatov f(x) = f(x) — f(x— 1) definieren. Hierfir werden wir beweisen, dass
derA-Operator eine partielle Summation

b b

D H0-Agw) = fo+1)-glo+ 1) - f@-g@ - > gx+1)- Af(x)

X=a X=a

und eine Produktregel
A(F)9()) = gx+ DAF(X) + F(OAYX)

erfallt.

Im darauf folgenden Abschnitt werden wir uns genauer mit@ewichtsfunktionmx)
beschaftigen. Wir werden erkennen, dass die Gewichtsfumkier so genannten Pear-
sonschen Differenzengleichung

AT (XW(X)) = T(X)W(X)

genugt. Mit der Einfuhrung der Gewichtsfunktionggx) der Charlier-, Meixner-, Krawt-
chouk- und Hahnpolynome werden wir erkennen, dass diesearsthiedenen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen aus der Stochastik, wie zwisfdel die Binomialvertei-
lung, Gbereinstimmen.

Nach Uberprufung der Orthogonalitét dieser klassischskreien OPS werden wir uns
schlie3lich ausfuhrlich mit den hypergeometrischen R#itsigen dieser Polynomfa-
milien beschaftigen. Zunachst werden wir dazu die PolynBxte als Reihe der Form

n
P.(X) = Z C, (N
k=0
darstellen und fiir die Reihenkoeffizient€g(n) eine Rekursion herleiten. Aus dieser
erhalten wir dann nach einigen Umformungen ein rationagemvVerhaltnis

C1(M  (n-Kk(ak+d+an-a)
C(n)  (k+ 1)@k +kb+kd+e'

aus dem wir die hypergeometrischen Darstellungen deriktds=n diskreten OPS her-
leiten kdnnen.

Anschliel3end werden wir uns mit verschiedenartigen Raékusgleichungen fur die
klassischen diskreten OPS beschaftigen. Dazu werden svierates fur die oben er-
wahnte Dreitermrekursion voR,(x) die zugehorigen Koeffizientef,, B, undC, be-
stimmen. Hieraus kdnnen dann weitere Rekursionsgleiagungie die Differenzenre-
gel und die Strukturformel, herleiten. Im darauf folgenddsschnitt werden wir dann
mit der Frage beschaftigen, wie man Informationen einegrfeohsystemQ, (X)), ..o
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auf ein anderes PolynomsystéR)(x)),., Ubertragen kann. Dazu erhalten wir aus der
linearen Unabhangigkeit der Monome eine Beziehung der Form

P09 = > CuMQy(0).
k=0

Dabei handelt es sich bei den Koeffizien@yin) um die Verbindungskoeffizienten zwi-
schen den PolynomeR, (x) und P,(xX). Wir werden in diesem Abschnitt zunachst drei
Rekursionsgleichungen herleiten, die in Abhangigkeit BlelynomeQ,,(x) und P, (X)
stehen. Diese Rekursionsgleichungen werden wir Kreultreggnnen. Nach Herlei-
tung der Verbindungskoeffizienten von der Verbindung d#deriden Faktoriellen®
und den Charlier-, Meixner-, Krawtchouk- und Hahnpolynomerden wir schlief3lich
Verbindungskoeffizienten zweier Polynome aus einem diegegmomfamilien bewei-
sen konnen.

Im darauf folgenden Abschnitt wollen wir Funktionen der ficor

Fo =) ?zk
k=0 ’

kennen lernen, die wir erzeugende Funktionen nennen wevdienverden dazu exem-
plarisch eine erzeugende Funktion fur die Meixnerpolynberteiten.

Zum Schluss werden wir werden wir einen Algorithmus kenmeendn, der uns aus ei-
ner holonomen Rekursionsgleichung ein klassisches desk@PS liefert, sofern dieses
existiert. AuRerdem werden wir diesen Algorithmus anhandsBeispiels testen.

Alle Berechnungen, die mittelslathematicadurchgefiihrt werden, befinden sich als
Mathematica-Notebooks auf der beigelegten CD.



2 Orthogonale Funktionensysteme

2.1 Skalarprodukt

Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass zwei Vektovew eines Vektorraum¥
genau dann orthogonal zueinander sind, wenn ihr Skalangtagleich Null ist. Wir
wollen diese Eigenschaft auf (integrierbare) Funktiongre® reellen Intervallga, b
Ubertragen. Dazu fassen wir die integrierbaren Funktidtjanb] als einen unendlich-
dimensionalen Vektorraum auf. Nun kdnnen wir im Intervallb) ein Skalarprodukt
definieren, das gegeben ist durch

b
(g = f F 0G0, 2.1)

Dabei stelltu(x) ein Wahrscheinlichkeitsmal3 dar, welches uns zwei weitkedaforo-
dukte liefert:

() Kontinuierlicher Fall:

b
(f,0 := f w(x) f(x)g(x)dx. (2.2)
(b) Diskreter Fall:
b
(F,0 = > w9 f g, (2:3)

In beiden Fallen sen(x) positivund wird Gewichtsfunktion genannt.

2.2 Orthogonalsysteme

Definition 2.1 (Orthogonalsystem)

Sei(f, g ein Skalarprodukt auf dem Intervadl, b). Sei weiterp,, : (a,b) - R (n e N_;)
eine Familie von Funktionen.

Falls fiir diese Funktionenfamilig, gilt {¢,,, ¢,y = O flirn = mundilg I = (¢, ¢,) # 0
firn € N_,, so nennt man diese ef@rthogonalsystem (OS)oder eine orthogonale
Familie.

Gilt zudemlip II? = 1 fiirn € N_,, so heil3t das Syste@rthonormalsystem (ONS)
Zusammenfassend gilt flir ein solches ONS:

0 fallsn+m

P = O = 2.4
s {1 fallsn = m (24)

Im Folgenden betrachten wir einige Eigenschaften eines @NS))

nzO:



Satz 2.1 (Lineare Unabhangigkeit)
Alle Funktioneny,, eines ONS¢,(X)),., Sind linear unabhéngig.

Beweis:Zunéachst betrachten wir eine Linearkombination aller Fiomiene,. Sei dazu

also
n
Z A =0
k=1

gegeben. Waren die Funktiongplinear abhangig, so gabe es wenigstens einen Koef-
fizientena, # 0.
Wendet man das Skalarprodukt auf diese Gleichung an, défirgallem=1, ..., n:

n
(@ Z Ao =0.
k=1
Es folgt aus der Linearitat des Skalarprodukts fir die liBkée der Gleichung
P DA = D Abm P = AP P = 0.
k=1 k=1

Weil (¢, ¢ = 0 (fir m + K) und{¢p,, ¢, # 0 ist, folgtA, = 0 und dam beliebig
gewahlt war, sing,, ..., ¢, linear unabhangig und damit folgt die Behauptung. O

Satz 2.2 (Besselsche Ungleichung)
Die Fourierkoeffizienten

a, = (f, ¢,

bzgl. eines ON%p,(X))., erfiillen die sogenannesselsche Ungleichung
Zaﬁ:Zu,(pn)snfuz. (2.5)

Beweis:Sein € N beliebig.
Man betrachte nun

1= ap?
k=0
(F= D awe - ae)
k=0 i=0
(BB +(F,= D ae)+(f,- > ag) + O g > ae)
=0 k=0 k=0 =0

12 = 2 o) = > adf.g)+ Y a . ag.e)
i=0 k=0 k=0 j=0

o
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12— 2. Zaku ¢k>+ZZaka (@0}

00 e
= ||f||2—2-Za,§+Za§
k=0 k=0
= IfIz- > a2,
k=0
Es folgt also
Dl <ufiR
k=0
Dan beliebig gewahlt war, folgt die Besselsche Ungleichung. O

Man interessiert sich im Allgemeinen aber fir eine Gleighanstelle einer Unglei-
chung: Es soll also gelten:

Dag=ufi2,

k=0

Daher definieren wir im Folgenden, in welchen Féllen bei des€Ischen Ungleichung
Gleichheit auftritt.

Definition 2.2 (Vollstandigkeit)
Ein ONS(¢, (X))~ heil3t vollstandig, wenn fiir jeddse R[a, b] die sogenanntParse-
valsche Gleichung

iaﬁ = 1112 (2.6)

k=0
erfllt ist.

Aus dieser Definition erhalt man, dass man ein ONS nicht dureitere Funktionen
»auffilllen kann, da sonst die Besselsche Ungleichungtmuoghr erfillt wére.

Satz 2.3 (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfalen)
Sei(f, (X)), €ine linear unabhéngige Familie von Funktiorfgre R[a, bl. Dann l&sst
sich diese durch den folgenden iterativen Algorithmusagtinalisieren:

1. Setzey, := f,

2. Berechne iterativ:

In diesem Fall erhalten wir ein Orthogonalsystem @8X)),..o- Interessieren wir uns
jedoch fiir ein Orthonormalsystem ON&,(X)),., Mit der Eigenschaft, dasg,, ¢, =
1 ftirn + m, so missen wir das oben erhaltene OS noch normieren:

3. Normiere:
g,

LAY
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2.3 Orthogonale Polynome

Im Folgenden werden wir gewichtete Skalarprodukte der Form
b
(F,0 1= > w9 f g 2.7)
X=a

betrachten. AuBerdem werden wir OS untersuchen, die &IN_, aus Polynomen
@,(¥) =P, (X) = kX" + KXt +k/x"2+ .. (k, #0) (2.8)

bestehen, deren Grad genau gleidkt. Ein derartiges Polynomsystem nennen wir or-
thogonales Polynomsystem (OPS).

Da unser OPS ein erweitertes OS ist, sind unsere Polynomegiaa orthogonal, d.h.
es giltfurn,me N_:

b
(P09, P00} = >~ WOOP, (0P () =

X=a

(2.9)

h,#0 fallsn=m
0 fallsn+m

Isth, = (P.(%), P.() = [P, |]° > 0, dann nennen wir das Skalarprodukt positiv defi-
nit. Wir fordern, dass das Skalarprodukt im Folgenden impasitiv definit sei.

Im néachsten Abschnitt werden wir ein paar Eigenschafterabeten, die alle OPS be-
sitzen.

Satz 2.4 (Linearkombination)
Sei (PaODnen,, ein OPS mit einem gewichteten Skalarprodukt der Form (&&).zu-
demq(x) ein Polynom vom Grad. Dann l&sst sichi(x) als Linearkombination

a0 = )" R
k=0

des gegebenen OPS darstellen, wobei die Koeffiziezjtgageben sind durch
1 1
G =, (900, P00) = D WGP, (9.
X=a

Beweis:Wir berechnen

————— e e

=0,f0r k#j

Es folgt als.ocj = h—l_(q(x), P.(X)), was den Beweis abschlielt. O
J
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Satz 2.5 (Strukturbeziehungen)
Sei(Pn(x))neM0 ein OPS beziglich eines gewichteten Skalarprodukts.
Dann istP, (x) zu jedem Polynom kleineren Grades orthogonal.

Beweis:Jedes Polynom(x) kleineren Grades (also d@gX < n) lasst sich wegen des
zuvor bewiesenen Satzes linear darstellen durch

gx) = Py +¢,P,(X) + ... + ¢,_;P,_1(X)

mit konstanten Koeffizienteg,.
Daraus folgt:

n-1 n-1
(09, P09) = () GR, P09) = )~ 6 (R, P(x) = 0,
k=0 k=0
da alleP,(x) orthogonal ztP,(X) sind.
Also gilt die Behauptung. O

Satz 2.6 (Rekursionsgleichung)
Jedes OPS (2.8) bzgl. eines gewichteten SkalarprodukteBaden (2.7) erfiillt eine
Rekursionsgleichung der Form

P..X=Ax+B)P,X-CP ;X (h=0) (2.10)

mit den Konstanten

kn+l

= : 2.
Ay k. (2.11)
B, = An(% - %) und (2.12)
Ay
cC, = —1—. 2.13
) An—lhn—l ( )

Beweis:Sein = 1 und seiA, gemal (2.11) bestimmt, alg®, = k”kzl. Dann ist das
Polynom

I:)n+l(X) - AnXPn(X)
vom Grad=< n. Wir finden also eine Darstellung fur dieses Polynom der Form

P1(X) = AXP,(X) = ¢,Py(X) + ... + ¢,P,(X). (2.14)

Dann folgt furk = 0,...,n — 2 zusammen mit der Orthogonalitéat, Satz 2.5 und der
Eigenschaft des Skalarproduktes, dasxg = (xf, g:

heo = (PX + ... +¢,P,(X), B(X)
= (P10 = AXB,(X), B(X))
= (B 100, (X)) = AXB, (%), B (X))
= (F1(0, B()) = A (P, (X), XB(X))
= —AP,(X), xR (X))
= 0.
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Wegenh, # 0 folgt schlie3lichc, = 0. Also gilt (2.10), denn setzen wg, = O flr
k=0,...,n=2indie Gleichung (2.14) ein, folgt:

n+1(x) - AnXPn(X) = Cn—an—l(X) + CnPn(X)
= P, =AX+c)PX+c,_,P_;(X.

Nun liefert ein Koeffizientenvergleich vori dieser Gleichung:

kr,1+1 = Ankr,1 + ann
— k;1+1 — Ankn (kn+1 ﬁ)
Al Uy |
Also gilt mit B, := ¢, = An('l:“n— - %) die Gleichung (2.12).

Um Gleichung (2.13) zu beweisen, betrachten wir erneut ¢eéecung (2.10). Umstel-
len liefert

C.P_1(X¥) =Ax+B)P,(X - P _,(X).
Es gilt also:

C.(P,_1(¥), P,_;(x)) C.h

n' 'n-1
AP, _1(X), XB,(0)) + B (F,(X), B,_1(X)) = (B,,1(¥), F,_1(X))
AP (), Ky X7
= %%(PH(X),Pn(X»
Koy,
ky

Somit folgtC, = und daraus Gleichung (2.13).

Setzen wiP_(X) := 1 so bleibt die Rekursionsgleichung (2.10) auchrfiar O gultig.
O

= A

Satz 2.7 (Satz von Farvard)
Ein Polynomsysten® (X) ist orthogonal, wenn fiir dieses eine Dreitermrekursion der
Form

P...¥ = (Ax+B)P,(X —-CP,_;(X
mitn =0, P_; = 0undP, = 1 gilt.
Das zugehdrige Skalarprodukt ist genau dann positiv defireinn fim = 1 gilt:

CnAnAn—l > 0.

Beweis:0.B.d.A. seiQ (x) := %. Dann istQ,(x) ein Polynomsystem mit héchstem
Koeffizientenk, = 1.
Daraus folgern wir mit (2.10)

=y
o]

A =1 B =-(k,-k,)=:b, und C =

-
i
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Wir erhalten damit die Gleichung

Qn(¥) = (X=b)Q,_1(X) — ¢,Qn_o(X). (2.15)

Die Gewichtsfunktiow(x) sei genau so erklart, dass fiie 1,2, 3, ... gilt:
N N
D IWOIQy(Q,(0 = T WQ, () = 0. (2.16)
x=0 x=0
Des Weiteren sei w(x) so gewahlt, dass
N N
D, WOOQu() - Qo) = > WX) = p1g = C;.
x=0 x=0

Nun summieren wir nach Multiplikation mi(x) Uber (2.15). Fin = 1 erhalten wir
also

N N
D W0 = > W) - ((x— bQy(®) - ¢,Q (%)
x=0 x;O . y
= D IW09 - X— by > WOIQe(0 — € ) WQ 4()
x=0 x=0 x=0
= M1~ bl " Mo
= 0.
Furn = 2 gilt:
N N N N
D W00 = D IW09 X Q00— by - D TWOQ 00— &+ ) WQg(X)
x=0 x=0 x=0 x=0

N

= ZW(X) X Qu(X) = by, - (uy — by “Ho) = Cy* o
X:IO \

= D TW0 X QyX) — by > W) - X+ Qo)
x=0 x=0

N
—C; - Z W(X) - X+ Q_3(X) = by(uy — bypg) — Cop
x=0

= My = by py =By (uy = Dyg) = Copig
= Hp = (by +Du; +(by - b, - Cy)ug
= 0.

Analog dazu lassen sich die Darstellungen aucnfir3, 4,5, ... herleiten.
Umformung von (2.15) und Shift vomliefert uns nun

X-Q,(X) = QX+ Db, ,Q,(X + .. ,Q,_1(X). (2.17)
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Multiplizieren wir dann (2.17) mitv(x), liefert Summation mit (2.16)

N
Zw(x) X-Q,x) =0, (h=2).
x=0

Multiplizieren wir hingegen (2.17) mitw(x), dann liefert auch hier Summation mit
(2.16)

N
D wx- Q) =0, (= 3).
x=0
Durch iterative Fortsetzung erhalten wir

N
Zw(x) X.Q, =0, (0O<k<n).

x=0

Hieraus folgt die Orthogonalitat vaQ,(x) bzgl. der Gewichtsfunktiom(x).

Bleibt die positive Definitheit des Skalarproduktes zu eaigvennC A A, ; > 0 gilt,
d.h.

N
CoAALL > 0 & (P B = > WOPZ > 0,

x=0
Dazu setzen wir (2.11) und (2.13)@AA,,_, ein und erhalten

Anhn kn+l kn — kn+12hn_
An—lhn—l kn kn—l kr21hn—l

Nun sindk, undk_,, als hochste Koeffizienten vdd,(x) bzw. B,,, ungleich Null und
daher giltk? > 0 undk?,, > 0.

CnAnAn—l =

,=": Sei zunachst das SkalarproduktRyix) positiv definit. Dann gil{P,, P, = h, >0
und(P, ;,P, ;) =h, ;> 0flrn= 1. Da zudenk? > 0 undk? , > 0 sind, gilt firn = 1
2

K 1hy
CAALL = 5 > 0.

,& SeiC AA,,; > 0. Wir werden nun induktiv zeigen, dass das Skalarprodukhda
positiv definit ist. Wegei, = 1 folgt firn=1

°h
CAA, = %
1
DaC,A /A, > 0 gilt, muss auclm, > 0 gelten.
Furn = 2 folgt dann
3h,

C2A2Al = W
2"

Wegenh, > 0 undC,A,A, > 0 sind, muss auch, > 0 gelten.

15



FUhrt man dies iterativ fort, erhalt man fiir= 1

— kr%+lhn
kr21hn—1 .

DaCAA,_; > 0undh,_, > 0folgtauch, dask, > 0 gelten muss.

CnAnAn—l

Es gilt also, dass das Skalarprodukt® ) (alsoh, > 0) genau dann positiv definit ist,
wennC A A, _; > 0flirn= 1 gilt. O
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3 Klassische Diskrete Orthogonale Polynome

3.1 Differenzenrechnung

Wir wollen im Folgenden einige Eigenschaften der Diffemmzchnung einfihren.
Definition 3.1 (Differenzenoperatoren)
Der sogenannt®orwértsdifferenzenoperator definiert sich wie folgt:

Af(x) := f(x+ 1) — f(X). (3.1)
Analog l&sst sich eiRRliickwértsdifferenzenoperator definieren:

Vi) = f(x) - f(x-1). (3.2)

Satz 3.1 (Produktregel)
Fir den Vorwértsdifferenzenoperator gilt die folgendedtdregel:

A(TX)OX) = gx+ DAT(X) + F(X)AQX). (3.3)

Beweis:Es gilt:

A(fgx) = f(x+Dgx+ 1) - F(XgX)
= f(x+Dgx+1) - fxgx+ 1)+ fx)gx+ 1) — F(X)gX)
= gx+1D-(fx+1) - fx) + f(x) - (gx+ 1) - gx)
= gXx+ DAT(X) + F(X)AQX).

Satz 3.2 (Partielle Summation)
Fur den Vorwaértsdifferenzenoperator gilt die Regel detipen Summation:

b b
Z f(x)-AgX) = f(b+1)-gb+1) - f@)-ga - Z gx + 1) - Af(X). (3.4)

X=a X=a
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Beweis:Es gilt:

b

b
Df0-Ag0 = Y FX)- (@x+1) - g¥)

X=a X=a

= f@- @@+ -ga)+f@a+l)-(ga+2)-ga+)
+...+ f(b-1)-(gb)—gb-121)+ f(b)- (gb+ 1) — gb))

= —f@ -ga+(f@-f@a+l)-ga+l)
+...+(f(b=21)— f(b))-gb) + f(b)-gb+1)

= —f(@-g@-ga+l-Af(a)—ga+2)- -Af(a+1)

+...+9b)-Af(b—1)+gb+1)- f(b)
b-1

= —f@-g@- ) gx+1)-AfX
+f(b)-glb+ 1))(:i flb+1)-gb+21)+ f(b+1)-gb+1)
= f(b+1)-g(b+1)—f(a)-g(a)—ig(x+l)
—gb+1)-(f(b+1) - f(b) -

=Af(b)

b
= f(b+1)-gb+1)-f(a- g@a - Zg(x+ DAT(X) .

x=a
O

Satz 3.3
Zwischen dem Vorwérts- und Ruickwartsdifferenzenopermtofolgende Beziehung:

Af(X) = VFIxx+1). (3.5)

Beweis:Betrachtet man die rechte und die linke Seite von (3.5), dgliin

Af(x) = f(x+1) - f(x)und
Vix+1 = f(x+1)-f(x+1-1)
= fx+1 - fX.
Es gilt alsoAf(x) = Vf(x + 1), wie behauptet. O

Definition 3.2 (Pochhammer-Symbol)
Seik e N,y undn e N_,. Dann wird

K, = k- (K+ 1)---(k+n—1) (3.6)

n Faktoren

als dasPochhammer-Symbolbezeichnet.
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Definition 3.3 (Fallende Faktorielle)
Seik e N_, undn e N_,. Dann gilt fiir die so genanntdallenden Faktoriellen:

K:=K-(kK=1)--(k—n+1) (3.7)

n Faktoren

und
1

TKk-Dk-n+D°

n

Wir wollen nun zeigen, dass sich die fallenden Faktoriellend das Pochhammer-
Symbol, das auch als steigende Faktorielle bezeichneteneeann, mit Hilfe der Dif-
ferenzenoperatoren reduzieren lassen.

Satz 3.4
Seik e N_j undn e N_,, dann gilt fir das Pochhammer-Symbol:

VK, =n-(K), - (3.8)

Beweis:Da(k), = k- (k+ 1)---(k+ n— 1) ein Polynmom vom Grad darstellt, gilt:
kK-k+1)--(k+n-1)—-(kk-1)-(K--(Kk+n-2)
K-(K+1-(k+n-2-(k+n-1-(k-1)

:(k)n—l =n
= n-K),, -
O
Analog lasst sich folgender Satz fur die fallenden Faktiemebeweisen:
Satz 3.5
Seik e N_, undn € n_,, dann gilt fiir die fallenden Faktoriellen:
AKE=n- k=L, (3.9

Beweis:Auchk? = k- (k—1)---(k—n+ 1) stellt ein Polynom vom Grad dar, also folgt:
A K (k+ 12— Kk~

k+1)-k-(k=1)-k-n+2)—k-(k=1)---(k=n+2)-(k—n+1)

k-(k=1)--(k-n=2)-(k+1—(k—n+ 1)

—kn=1 =n

O

Definition 3.4 (Diskretes orthogonales Polynomsystem)

Eine Polynomfamilid® (x) (mitdegP,(x), X) = n undP,(X) = k X"+ kX"t +k/x"2+...)
heil3t klassisches diskretes orthogonales Polynomsystefim Folgenden: diskretes
OPS), wenn es Lésung der folgenden Differenzengleichung is

o (X)AVY(X) + T(X)AY(X) + A, y(X) = 0. (3.10)
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Dabei gilt
Af(X) .= f(x+1) - f(X)

und
ViX) = f(xX) — f(x-1).

Fliro(x), 7(X) undA,, gilt zudem:

e firn=1istt(X) = dx+ e ein lineares Polynom
e fiirn=2isto(x) = ax + bx+ ¢ ein Polynom vom Graé 2

e durch Koeffizientenvergleich der hochsten Koeffizienteméérman die Bezie-
hung:
A, =—(@nn-1)+dn). (3.11)

3.2 Differenzengleichungen klassischer diskreter orthagnaler Po-
lynomfamilien

In diesem Abschnitt wollen wir Differenzengleichungen arschiedenen diskreten or-
thogonalen Polynomfamilien finden.
Dazu betrachten wir zunachst erneut die Gleichung (3.16pgahAV = A — V gilt:

0

o (XAVY(X) + T(X)AY(X) + A, Y(X)
o (X)(AY(X) — VY(X)) + T(X)AY(X) + A, Y(X)
(0 (X) + T(X)AY(X) — T (X)VY(X) + A, Y(X) .

Man kann also erkennen, dass nicht nur das Polyooxnvom Grad 2 als Koeffizient
der héchsten Differenz bedeutsam ist, sondern atgh+ 7(x).

Die Differenzengleichung kdnnen wir auch auch durch Spétation ausdricken. Es
gilt also:

—AY(X) = (0(X) + T())AY(X) — T (X)VY(X) + Ay(X)
(@) + 7O (Y(X + 1) = Y(¥) — r()(Y(X) - y(X = 1))
(@(X) + 7YX + 1) = (@(X) + 7(X) + T(NYX) + T(X)y(X - 1)

(X +7(X)YX+ 1) = 2o(X) + T(X))Y(X) + c(Xy(X— 1) .

Nun wollen wir die resultierenden Polynomsysteme - bis addre Transformation
- klassifizieren. In der folgende Fallunterscheidung werdér alle Polynomsysteme
als klassische diskrete orthogonale Polynome bezeicHbebei handelt es sich bei
allen Systemen, bis auf die fallenden Faktoriellen, um (8ge dieser Systeme sind
endlich:
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o(X) a(X) + 7(X) P, Familie
1|1 ax+B+1 (-D"C,(-x - 1;%’; -1) | verschobene Charlierpol.
2| X 0 xa fallende Faktorielle
3| X u(u+0) C.(% 1) Charlierpolynome
4 | X Uy + X M (X, 1) Meixnerpolynome
51 x 1J_°—p(N - X) K, p, N) Krawtchoukpolynome
6 | XN+1+8-X | X+a+1D(N-x | QX a,B,N) Hahnpolynome

Tabelle 1: Differenzengleichungen der klassischen diskrerthogonalen Polynome

3.3 Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wir wollen nun Definitionen aus der Stochastik kennen lertr@nwveiteren Verlauf der
Arbeit werden wir dann sehen, dass die OPS eng verbundemstreinigen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen.

Bevor wir dazu kommen, wollen wir uns an die Definition desdmalkoeffizienten
und die Eigenschaften erinnern:

Definition 3.5 (Binomialkoeffizient)
Seierk,ne N_g und es gelt& < n. Dann gilt

n n!
(k) T K-k (3.12)

Wobei(ﬂ) Binomialkoeffizient genannt unah,iberk” gesprochen wird.

Satz 3.6 (Eigenschaften des Binomialkoeffizienten)
Fur den Binomialkoeffizienten gelten unter anderem diegollen Beziehungen:

@) =@=1
®) ()=n
© (") = () + ()

p
@ () =% ()
(e) Z!(=o (?) : (ktii) = (a;b)
Beweis:

(&) Es gilt nach Definition zum einen

ny n! _n_!_1
0) On-0) n!

n nin-n! nl
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(b) Betrachten wir wieder die Definition, dann gilt

ny n! _n-(n—l)---2-1_n
1/ 1n-1)!  (-1)--2-1

(c) Wir betrachten fur diese Beziehung die rechte Seite dieic®ung, dann gilt nach

Definition
n ny n! n!
(k—1)+(k) T K-Din-Kk=1) K=K
B k-n! N n-k+1)-n
k-(k=D!(n=(k-1)! (h-k+1) - kI(n-k)
_ kent+(n-k+1)-n
B kI(n— (k- 1))!
3 n+21-n
 Kl(n-(k-1)!
3 (n+ 1!
k(N +1) - k!
_(n+1
- (%)
(d) Esqilt

n nn-121...n-k+1)
k!
. n-1...(n-1)-(k-1+1

(k=21
n-1
A\k-1)"

(e) Wir betrachten das Polynofifx) = (1 + )2 mit a, b e N. Dann gilt nach dem
binomischen Lehrsatz einerseits

a+b
L+ = Z (a:: b)xk

k=0

~I> XIS

und andererseits gilt

a . 5 b\
1 a+b — 1 a 1 b: a)l . ()]
1+X A+Xx*-(1+x [ (I x] (; Jx



Aus diesen beiden Gleichungen erhalt man also

SR ER )

Mittels Koeffizientenvergleich erhalten wir schliel3lich
()=
—i\i K—i k

Nun werden wir den Begriff des Wahrscheinlichkeitsraurdes,Erwartungswertes und
der Varianz definieren.

O

Definition 3.6 (Wahrscheinlichkeitsraum)

Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ist ein P&arP), wobeiQ + ¢ eine endli-
che Menge und eine auf den Teilmengen vdnb definierte reellwertige Funktion mit
folgenden Eigenschaften ist:

(1) Nichtnegativitat: RA) > 0, firA c Q
(2) Normiertheit: RQ) =1
(3) Additivitat: P(A+ B) = P(A) + P(B), fallsANB = @

P heilst Wahrscheinlichkeitsverteilung oder auch Wahrsdlugikeitsmal3 auf).
P(A) wird die Wahrscheinlichkeit des Ereignisgegenannt.

Definition 3.7 (Erwartungswert)
Fuir eine ZufallsvariableX : 0 — R auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, P) hei3t die Zahl

E(X) := Z X(w) - P({w}) (3.13)

wel)

derErwartungswert vonX.

Der Erwartungswert liefert einen Mittelwert fir die ZuilariableX. Hierflr gewich-
tet man die WerteX(w) mit den WahrscheinlichkeiteR(w) und erhalt schliel3lich den
Mittelwert (3.13).

Definition 3.8 (Varianz)
Fiir eine ZufallsvariableX : Q0 — R auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum
Q, P) heidt

V(X) := E(X — EX)? (3.14)

die Varianz von X.

NimmtX die verschiedenen Werse, ..., x, an, so folgt fir die Varianz

V(X) = Z(xj —EX? - P(X = ;) (3.15)
=1
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Satz 3.7 (Eigenschaft der Varianz)
Fr die Varianz einer Zufallsvariablef: Q0 - R auf einem endlichen Wahrscheinlich-
keitsraum ), P) gilt die folgende Beziehung:

V(X) = E(X?) - (EX)?.

Beweis:Um diese Gleichung zu beweisen, betrachten wir (3.14). Duhnformung
erhalten wir dann:

V(X) E(X — EX)?
E(X?) — 2EX - EX + (EX)?

E(X?) — (EX)?.

O

Wahrend der Erwartungswert eine Mal3zahl fir den Schwetpeinkr Verteilung ist,
ist die Varianz eine Mal3zahl fur die Streuung um diesen Sobwwekt.

Wir wollen nun verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteglen kennen lernen und ein-
sehen, in welchen Situationen die einzelnen Verteilunggeaendet werden.

In der Stochastik sind so genannte Urnenmodelle bekandteger Urne befinden sich
N Kugeln mit unterschiedlichen Farben. Es werden nun Kugethdeeser Urne gezo-
gen, wobei es sein kann, dass z.B. die Kugeln nach dem Zierestemzurick in die
Urne gelegt werden sollen. Uns interessieren jetzt diesschiedenen Félle, denn fur
jeden Fall gibt es eine eigene Wahrscheinlichkeitsventgi] die dazu dient, die Wahr-
scheinlichkeiten verschiedener Ereignisse zu repréasenti

3.3.1 Hypergeometrische Verteilung

Stellen wir uns nun vor, dass sich in der UMe= r + s Kugeln befinden, wobei die
Anzahl der roten Kugeln unsldie Anzahl der schwarzen Kugeln ist. Es soll mimal
ohne Zurtcklegen und ohne Berilcksichtigung der Reiheafgégogen werden. Inter-
essiert man sich nun fur die Wahrscheinlichkeit, dass siehgewisse Anzahl an roten
(oder auch schwarzen) Kugeln unter degezogenen Kugeln befindet, so kbnnen wir
diese mit Hilfe der hypergeometrischen Wahrscheinlidiskerteilung berechnen.

Sei .
X = Z 1A}
=1

eine Zahlvariable miAj =1{@&,...,a) € Q:a =r}. Dann beschreibt diese Zahlva-
riable z.B. die Anzahl der roten Kugekbeimn-maligen Ziehen ohne Zurticklegen aus
einer Urne mitr roten unds schwarzen Kugeln.

Definition 3.9
Die Verteilung von einem wie oben beschriebeXeheilst hypergeometrische Vertei-
lung mit den Parametemr, s.
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Dann erhalten wir fiir X die Wahrscheinlichkeitsverteilung

(1 - (v
(r+s)
Wir kénnen also mit der hypergeometrischen Verteilung dehk&cheinlichkeit daftr

berechnen, dass beimmaligen Ziehen ohne Zurtickleg&mote Kugeln gezogen wer-
den.

P(X = k) = k=0,...n). (3.16)

An dieser Stelle wollen wir exemplarisch den Erwartungswler der hypergeometri-
schen Verteilung berechnen. Fir diesen gilt mit (3.13)

EX) =) j-PX=]=> ] ("()(”“') .
j=0 j=0

r+s
n

Wir kbnnen nun diese Gleichung mit den Eigenschaften desrBiakoeffizienten um-

formen und erhalten

EX) Z j- (")H;

Somit erhalten wir schlieRlich:

Erwartungswert: i
EX)=n- —— (3.17)
Varianz: : : N1
V(X):n-m-(l—m)-(l—Hs_l) (3.18)
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3.3.2 Binomialverteilung

Nun interessiert uns der Fall, das&ugeln aus der Urne gezogen werden, wobei nach
jedem Zug die Kugel wieder zuriick in die Urne gelegt wird. tidesoll hier die Anzahl
der gezogenen roten Kugeln von Bedeutung sein. Wie grofiestvdhrscheinlichkeit
daflr, das& rote Kugeln gezogen werden? Diese Frage beantwortet uss denannte
Binomialverteilung:

Definition 3.10
Eine Zufallsvariable besitzt eine Binomialverteilung mit den Parametermdp (mit
n,pe NundO< p< 1), falls gilt:

P(X = k) = (E) P-1-p™* k=01,..,n). (3.19)
Erwartungswert:
EX)=n-p (3.20)
Varianz:
VX)=n-p-(1-p) (3.21)

3.3.3 Poisson-Verteilung

In manchen Féllen fihrt die Binomialverteilung nicht zunidig, d.h. sie liefert keine
oder eine ungenaue Wahrscheinlichkeit. Dies ist zum Belisigr Fall, wenn die Wahr-
scheinlichkeiten sehr klein sind. Um jedoch trotzdem eindeutige Aussage Uber die
Wahrscheinlichkeitsverteilung treffen zu kénnen, braarclvir eine andere Methode.
Diese wird Poisson-Verteilung genannt:

Definition 3.11
Eine ZufallsvariableX besitzt eine Poisson-Verteilung mit dem Paramgter O, falls

gilt:
k
mx:ngﬁi-

m k=0,1,2...). (3.22)
Erwartungswert:
EX)=2 (3.23)
Varianz:
VX)=EX) =2 (3.24)

3.3.4 Pascalsche Verteilung
In der letzten Verteilung betrachten wir die so genannte&ashe Verteilung. Diese

wird angewendet, wenn man mehrere Experimente macht uedAeiasage lber die
Anzahl der Misserfolgé& machen mochte.
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Definition 3.12

Eine ZufallsvariableX besitzt eine Pascalsche Verteilung (oder: negative Biatveu-
teilung) mit den Parameternundp (r € N, 0 < p < 1), falls ihre Verteilung gegeben
ist durch:

k+r-1
P(sz)z( ‘ )-pf-(l—p)k ke, (3.25)
Erwartungswert:
Ex)=r. 1P (3.26)
p
Varianz:
1-p
VX)=EX)=r-——— (3.27)
p?
3.4 Gewichtsfunktion
Ein diskretes OPS besitzt eine diskrete Gewichtsfunktioix) = w(x),_,. Diese ge-
nigt der so genanntdfearsonschen Differenzengleichung
A(o(X)W(X)) = T(X)W(X). (3.28)

Betrachtet man die Pearsonsche Differenzengleichung)@ehauer, so folgt:

A(CXIWX) = T(X)W(X)
S WX+ 1DoX+1) —oXWX) = 7(X)WX)
WX+ 1) _ 7(X) + a(x). (3.29)
W(X) oX+1)

Wir erhalten also das Termverhaltnis (3.29). Nun ist8kalarprodukt gegeben durch

(.9 = [ 100g00dk00 = w0 fo0g0 . (3.30)

xeZ

Beispiel 1

Wir betrachten die Gewichtsfunktion(x) = 1 fir x = 0,...,N — 1. Sie ist also an
N Gitterpunkten erklart. Mit dem Gram-Schmidtschen-Orthagjisierungsverfahren,
welches in Satz 2.3 eingeflhrt wurde, kann man nun die Patgriimestimmen.

Das folgendéviathematicaOutput liefert uns fiiN = 5 die zugehérigen orthogonalen
und orthonormalen Polynome.

Zuné&chst wird das Skalarprodukt definiert:
N-1

I n[1] : = Skalarprodukt [f_, g_, w , N_]:= Zw*f * 0
x=0

Die folgende Funktion liefert ein OS:

27



In[2]:= Clear [GramSchmidtOS ] ;
GramSchmidtOS [f _, w , N ] :=

Module [{fliste , gliste = {}, t},
fliste = Table [f, {n, O, N-1}]1;
AppendTo [gliste , fliste [[1]11]:
For[i =2,i <=N, i ++,
t =
fliste [[i1]1-

iElISkalarprodukt [fliste [[i]1], gliste [[k]l]l, w, N]
= Skalarprodukt [gliste [[k11], gliste [[k11, w, NJ *

gliste [[k]11// Together ;
AppendTo [gliste , t1];
gliste
I n[ 3] : = OS= GramSchmidtOS [x'n, 1, 5]
QUt[3]= {1,x- 2 ~4x+2, £ (55 ~30¢ +43x~6),

1
35 (35%" — 280x° + 685x” - 500 + 12)}
Wir erkennen, dass die Polynome paarweise orthogonal ziBd,
I n[ 4] : = Skalarprodukt [OS[[1]11, OS[[211, 1, 5]
Qut[4]= 0
Allerdings sind sie die Polynome nicht normiert:
I n[ 5] : = Skalarprodukt [OS[[1]11, OS[[111, 1, 5]
Qut[5]= 5
Diese Funktion berechnet schlie3lich ein ONS:

I n[ 6] := Clear [GramSchmidtONS] ;
GramSchmidtONS [f _, w , N ] :=
Module [{g = GramSchmidtOS [f, w, N], ¢ = {}, t },
For [i =1, i <Length [g], i ++,

t < gllill .
~/Skalarprodukt  [g[[1 11, L[ 11, W, NI _

AppendTo [¢, t1];
¢

]

I n[ 7] : = ONS= GramSchmidtONS [x'n , 1, 5]
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1 Xx-2 X2-4x+2

Qut[7]= {—, ,
=57 Vi
5x3-30x2+43x—6 35x*—280x3 + 685x2 — 500x% + 12}

610 ’ 12+/70

Auch hier sind die Polynome wieder paarweise orthogon@l; z.

I n[ 8] : = Skalarprodukt [ONS 111, ONS[211, 1, 5]
Qut[8]=10

Hier sind sie auch normiert:

I n[ 9] : = Skalarprodukt [ONS 111, ONSI[111, 1, 5]
Qut[9]=1

Wir erhalten in diesem Beispiel (bis auf Standardisierusig)so genannten diskreten
Chebyshevpolynome, welche aux) = X(N — x) undo(X) + 7(X) = X+ 1)(N -1 -X)
gehdoren.

Eine konstante Gewichtsfunktion liefert immer einen Sakall der Hahnpolynome

Q. a,B,N).

AbschlieBend folgt eine Ubersicht der Gewichtsfunktiomerschiedener Polynomfa-
milien mit Definitionsbereich.

P.(X) Familie W(X) Def.Bereich| Bedingungen
C.(% 1) Charlierpol. a N, u>0
M.(X;y,) | Meixnerpol. £y N, y>00<pu<1
K% p,N) | Krawtchoukpol.| ({)p1 - pN>* | {0,1,...,N} | 0<p<1

Q.(% @,B,N) | Hahnpol. ("N 0,1,...,N} |a>-18>-1

Tabelle 2: Gewichtsfunktionen der klassischen diskretédmgonalen Polynome

Betrachtet man zum Beispiel die Charlierpolynome mit (3.28 erhalt man aus

wWx+1) oX)+7(X) u
wx)  o(x+1)  x+1

die Gewichtsfunktion <
W(X) = C%

Dabei wahlt marC = e* aus historischen Griinden und erhéfk) = e‘“‘x‘—f, welches
die Poisson-Verteilung (3.22) darstellt.

Wir betrachten nun die Gewichtsfunktionen der anderen Gid&ger und wollen sehen,
welche Verbindung zwischen ihnen und den anderen Wahrdadtéieitsverteilungen
besteht.

Betrachten wir die Meixnerpolynome mitx) = £ so ist erkennbar, dass dies ge-

x!

nau die Pascalverteilung (3.25) ist. Die Gewichtsfunkiigr) = ()L - pN> der

29



Krawtchoukpolynome stellt genau die BinomialverteiluBdlO) dar und fur die Hahn-
polynome gilt die hypergeometrische Verteilung (3.16nrdeergleicht man diese mit

N— . . .
wx) = (“X)(PANX), so kann man erkennen, dass sie gleich sind.

Die Nebenbedingung der Tabelle ist wichtig, da sie fur diewawgenz der klassischen
diskreten OPS verantwortlich ist.

3.5 Orthogonalitat

Wir wollen nun zeigen, dass die in der Tabelle 2 gegebenemBadgen wirklich die
Orthogonalitat der diskreten orthogonalen Polynomfamiliefert.

Dazu betrachten wir erneut die Pearsonsche Differenziehgieg (3.28). Ersetzt man
in dieser Gleichung nuy(x) durchP,(x), dann folgt:

A(c(XWX)VP, (X)) = —A,W(X)P,(X) (3.31)

Multiplikation dieser zun gehdrigen Gleichung mR_(x) liefert:

A(c(X)W(X)VP, (X)) - P,(X) + A, W(X)P,(X) - P,,(X) = 0. (3.32)

Analog erhalten wir durch Multiplikation zu der zu gehorigen Gleichung mie (x)
und anschlielendem Gleichsetzung mit (3.32):

A(c(XWX) VP, (X)) - P,(X) + A W(X)P,(X) - P,(X)
= A(c(XWX)VP, (X)) - P,(X) + A, W(X)P,(X) - P,(X)
< (A, = ADWX)P (X) - P(X)
= A(c(XW(X)VP,(X)) - P,(X) = A(c(X)W(X)VP_ (X)) - P,(X) .

Nach Summierung Uber die letzte Gleichung im Interxatl a, ..., bfolgt:
b
A= 1)+ Y WOOPL()P,(X)
X=a

b b
- Z A(T(OWX)VP,(X)) - P(X) — Z A(COWX)VP, (X)) - P.¥) .  (3.33)
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Wird die partielle Summation (3.4) auf diese Gleichung aveyedet, so erhalten wir:

b
A=A+ Y WOOPH(OPH(X)

X=a

= [(r(x)w(x)VP P, (x) Z o(X+ Dw(x+ 1) VP (x + 1) AP(X)

X=a

b+

[a(x)w(x)VP (X)P, (x) X ! + Z o(X+Dwix+ 1) VP (x+ 1) AP, (X)

x=a =AP (X)

x—b+l

= [(r(x)w(x)VP P, (x) Z o(X+ DHw(x + DAP,(X)AP,(X)

X=a

[(r(x)w(x)VP (X)P, (x) + Z o(X+ DHw(X + 1)AP,(X)APR, (X)

X=a

= [T OWR(TP, (0P, (X) — VPP, o .
Die OPS bzgl. eines Skalarproduktes der Form (2.7) sincdbgdhal, wenn folgende
Randbedingung erfullt ist

I)!rr;1 X0 (X)W(X) = I)!ng X"o(X)W(X) =0 (n e N_). (3.34)

Wir wollen nun zeigen, dass die Polynomfamilien aus Tabizlatséchlich orthogonal
sind. Dazu muss die Randbedingung (3.34) erfullt sein. Addda werden wir zeigen,
dass die Nebenbedingung der Tabelle nétig ist, damit dieiéhsiunktionw(x) positiv
definit ist.

Charlierpolynome C_(x; u):

Zunachst betrachten wir die Charlierpolynome mik) = x, wx) = & B
DefinitionsbereichN_,. Fur die Gewichtsfunktiomu(x) muss fiur die Charlierpolynome
die Nebenbedingung > 0 gelten.

Wir zeigen zunéachst, dass die Randbedingung (3.34) ungehbgaer Nebenbedingung
(u > 0) erfullt ist. Dann gilt fira = O:

n+1,,0
U

e“0!

ao(@W(x) = =0.

Desweiteren gilt
Xn+1 X

. W
lm ex! =0,

da wirx! mit der Stirlingschen Formel darstellen kdnnenxls: \/ZZﬂx)-(g)X und somit
erhalten wir

1 Xn+l/lxex
— lim ———
& xo00 A[27x - X6
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dav2rx - X* sehr viel schneller gegex konvergiert, als<™1u*ex.

Nun wollen wir noch zeigen, dass die Nebenbedingung fur postiv definite Ge-
wichtsfunktion notig ist:
Sei zunachst > 0 gegeben, dann gilt

W(X) =

far allex e N_,. Sei nurnu = 0, dann gilt flrw(x):

e HuX
K 0,
x!

W(X) =

d.h. im Falleu = 0 ist die Gewichtsfunktiom(x) nicht positiv definit.
Betrachten wir nun den Fall < 0. Dann gilt:

e 1y ~ e|u|/1x

W(X) - N - x|

Fur die Gewichtsfunktiomv(x) gilt dann also

>0 flurxgerade
W(X)
<0 flrxungerade

Also ware die Gewichtsfunktion nicht positiv definit im Defionsbereich flx.
Somit haben wir also gezeigt, dass die Charlierpolynomeymse orhtogonal sind und
die Gewichtsfunktion positiv definit ist bei gegebener Ndiedingung.

Meixnerpolynome M, (X; y, 1):

Betrachten wir nun die Meixnerpolynome mitx) = X, W(X) = “f(—,” Definitionsbereich
N_, und Nebenbedingung> 0,0< u < 1.

Wir zeigen wieder als erstes, dass unter gegebener Neliaghad ¢ > 0, 0< u < 1)
die Randbedingung (3.34) erflllt ist.

Fura = 0 gilt dann:

0
a'c(aw@) = 0" % =0.

Weiter gilt:

lim

X—00

Xn+l'ux0/)x
x! !
weil * mit 0 < u < 1 flrx - oo gegen 0 konvergiert.

Xn+l(,y)x B
7| =

= lim u*- 0,

X—00

Wir zeigen nun, dass die Nebenbedingung nétig ist. Sei hstédlie Nebenbedingung
mity > 0 und 0< u < 1 erftllt. Dann gilt fir die Gewichtsfunktion

W(X):l%> 0,
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fur allex e N_,.
Sei nuny < 0. Dann gilt fur die Gewichtsfunktion

da(y), = 0 fury =< 0. Somit istw(x) im Fall y < 0 und|y| = x nicht positiv definit.

Sei nunu = 0, dann gilt firm(x) ebenfalls

und damit ist die Gewichtsfunktiom(x) im Falleu = 0 nicht positiv definit.

Krawtchoukpolynome K, (x; p, N):
Nun wollen wir zeigen, dass die Krawtchoukpolynome die Reratingung (3.34) er-
fullen. Fur die Krawtchoukpolynome gidt(x) = x undw(x) = (})p*(1 — pN~* mit dem
DefinitionsbereicH0, 1, ..., N} und der NebenbedingungOp < 1.
Wir betrachten also fia = 0

a'c(aw@ =0

und firb=N+1

b (b)w(b) = (N + ™. ( )p(N +1(1-pt=0,

N+1

da(\,) =0 gilt.
Nun wollen wir noch zeigen, dass die Gewichtsfunktm) nur dann positiv definit
ist, wenn die NebenbedingungOp < 1 gilt. Sei dazu zunachst< 0, dann gilt fir die
Gewichtsfunktion:
{ >0 firxgerade
W(X)

< 0 firxungerade

Sei nunp > 1. Dann gilt:

>0 firN - xgerade
W(X)
<0 firN -xungerade

Furp = 0 (bzw.p = 1) gilt dannw(x) = O.
Somit ist die Gewichtsfunktion nicht positiv definit, wenie dNebenbedingung nicht
erfallt ist.

Hahnpolynome Q,(x; a, 8, N):
Wir betrachten nun die Hahnpolynome mritx) = X(N+1+8-x) undw(x) = (“*)(*

+N—x)
X

N-x /*
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Die Hahnpolynome besitzen den Definitionsberdi@H, ..., N} und die Nebenbedin-
gungeny, S > —1.
Sei zunachsa = 0, dann gilt fur die Randbedingung

a"o(awa) =

Seinunb =N + 1, dann gilt

b'r(bw(b) = (N + 1)™*- 8- (“ L T I 1)(ﬁ __11) =0,

da(*}) = 0 gilt.

Wir wollen nun wieder zeigen, dass die Gewichtsfunktngr) nicht positiv definit ist,
wenn die Nebenbedingung nicht erftllt ist.

Wir betrachten den Fall, dass< -1 (bzw.8 < —1) gilt. Dann ist die Gewichtsfunktion
W(X) teilweise nicht definiert fiir den Definitionsberei@h 1, ..., N}, da(* ) fur x < |a]

(bzw. (P} %) fiir x < o] — N) nicht definiert ist.

Somit haben wir nun die Orthogonalitat der Polynomfamibemwiesen und die positive
Definitheit der Gewichtsfunktiom(x) sichergestellt.

Bemerkung 1
Aus der Orthogonalitat folgt, dass eine Rekursion der FatrbQ) gilt. Im folgenden
Abschnitt wird zudem gezeigt, dass eine hypergeometriBelistellung existiert.

3.6 Hypergeometrische Darstellung

Definition 3.13 (Hypergeometrische Reihe)
Die Potenzreihe

ay, ..., a, -
F, z |= ) AZ (3.35)
by, ..., b =0

deren Summandel Z< das rationale Termverhéltnis

A2t k+a)--(k+a) z
AZ  (k+b)--(k+b)k+1

(3.36)

besitzen, nennt mamypergeometrische Reihe
Den SummandeA, z einer hypergeometrischen Reihe nennt man hypergeontegrisc
Term. FUr die Koeffizienten der hypergeometrsichen Reihaltan wir die Formel

h @) (@), Z
F E . 3.37
(bl)k (b ki ( )
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Satz 3.8

O.B.d.A. seiP,(X) ein monisches klassisches diskretes OPS, welches durelDéfe-
renzengleichung der Form (3.10) mitx) = ax® + bx+ ¢ undt(x) = dx+ e gegeben sei.
Seien weite€,(n) die Reihenkoeffizienten der folgenden Reihe

P09 = > Cmx&, (3.38)
k=0

Diese Koeffiziente€,(n) erfiillen dann folgende Rekursionsgleichung

(an+ak—a+ d)(n - kC.(n)
+(k + 1)(ar? — 2ak? — an— ak + nd — 2dk — bk — d — €)C,,,(n)
—(k+ 1)(k + 2)(@k? + 2ak + dk+ bk+a+d + b+ c+eC,,,(n) = 0. (3.39)

Beweis:Wir geben zunéchst unsere Differenzengleichung (3.10) ein
I n[ 10] : = NewCoefficient [p_, X_, n_] := Coefficient [Expand [p/ X'n ], X, 0]

In[11]:= o[X_] :=aX2 +bx +cC;

t[X_ ] :=dXx +€;

In[12]:= DE= (o[X+1] +t[X+1])P[n, Xx+2] - (20[X +1] +T[X +1]-
A[NI)PIN, X +1]1 +o[X +1]1P[Nn, X]
Qut[12] = (ax+D*+bx+ D +c)P(n, ¥+ (@aX+D*+bx+1)+dx+1)+c+e)Pn x+2)-

P, x+ 1 (e+d(x+1+2(@ax+1?+b(x+1) +c)-An)
Nun ersetzen wir in der Differenzengleichung die P[n,xgpmtchend durch C[k] fF[x,k]

In[13]:
Qut[13]

EQ1= Expand [DE]/. P[n, x_1 » G [n]fF [X, k]
afF(x,k C (n) X% — 2afF(x + 1,k C(n) X2 + afF(x + 2, k) C () x>+

2afF(x, K C (n) x+ bfF(x, K C (n)x—4afF(x+ 1,k C,(n)x— 2bfF(x+ 1, k) C,(n) x—
dfF(x+ 1,K C (n) x+ 2afF(x+ 2,K C (n) x+ bfF(x + 2,k C, (n) x+

d fF(x + 2,K) C,(n) x + afF(x, K C.(n) + bfF(x, K C,(n) + cfF(x, K C, (n)—

2afF(x+ 1,k C(n) - 2bfF(x+ 1,k C(n) - 2cfFx+ 1,k C (n)-

dfF(x+ 1,K C (n) — efF(x+ 1,k C (n) + afF(x+ 2,K) C.(n) + bfF(X + 2,K) C, (n)+
cfF(x+ 2,K C(n) + d fF(x + 2,K) C,(n) + efF(x + 2, k) C,(n) + fF(x + 1, k) A(n) C, (n)

Nun soll die Gleichung keine Funktionsterme mehr der Fdfaix + j, k] enthalten,
daher ersetzen witF[x + j, K] durchZLo (Ij)(k -1 +1),fF[x,k-1]:

In[14]:= EQ2=EQY . fF [x +j_ ., k_ 1/;] >0
Sum[Binomial [j, | ]Pochhammer[k -1 +1, | 1fF [x, k=11, {I, 0, j }1
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Qut [ 14] = afF(x, K C (n)x* — 2a(k fF(x, k— 1) + fF(x, K) C,(n) x*+

a((k-1) kfF(x, k- 2) + 2k fF(x, k— 1) + fF(x, K) C,(n) x? + 2 afF(x, K C () x+
bfF(x, K C(n) x—4akfF(x, k- 1) + fF(x,K) C.(n) x — 2b (kfF(x, k— 1)+

fF(x, K) C (M) x — d (K fF(x, k= 1) + fF(x, K) C,(n) X+

2a((k— 1) kfF(x, k- 2) + 2k fF(x, k— 1) + fF(x, K) C, () x+

b((k-1) kfF(x,k—2) + 2k fF(x, k— 1) + fF(x, K) C,(n) x+

d (k-1 kfF(x,k—2) + 2k fF(x, k- 1) + fF(x, K) C,(n) X + afF(x, K C, (n)+
bfF(x, K C.(n) + cfF(x, Kk C, (n) — 2a (kfF(x, k- 1) + fF(x, K) C,(n)—

2b (kfF(x, k=1) + fF(x, K) C,(n) — 2 ¢ (KfF(x, k— 1) + fF(x, K) C, (n)—

d (kfF(x, k= 1) + fF(x, K) C (n) — e (kK fF(x, k— 1) + fF(x, K) C, (n)+

a((k— 1) kfF(x, k= 2) + 2k fF(x, k— 1) + fF(x, K) C,(n) + b ((k — 1) kK fF(x, k— 2)+
2k fF(x, k—1) + fF(x, K) C(n) + ¢ (k— 1) kfF(x, k—2) + 2Kk fF(x, k— 1)+
fF(x,K) C.(n) + d (k- 1) kfF(x, k—2) + 2k fF(x, k— 1) + fF(x, K) C, (n)+
e((k- D kfFxx k=2 + 2k fF(x, k= 1) + fF(x, k) C, (n) + (KfF(x, k- 1)+

fF(x, K) A(n) C(n)

Um nun die Rekursionsgleichung zu erhalten, missen wirfioeritenvergleich bzgl.
x durchfiihren.

Desweiteren missen wir fur die Koeffizienten windie ErsetzungsregdiF[x, k] —
ff[x, k+ 1] + kfF[x, K| einmal und fir die Koeffizienten voxt mussen wir die Erset-
zungsregel zweimal anwenden.

I n[ 15]:
Qut [ 15]

Summand1= Coefficient [EQ2 x, 0]
afF(x, Kk C.(n) + bfF(x, K C.(n) + cfF(x, k) C,(n) — 2a (kfF(x, k- 1) + fF(x, K) C,(n)—

2b (kfF(x, k=1) + fF(x, K) C,(n) — 2 ¢ (KfF(x, k— 1) + fF(x, K) C, (n)—

d (kfF(x, k= 1) + fF(x, K) C (n) — e (kK fF(x, k— 1) + fF(x, K) C, (n)+

a((k-1) kfFxx, k- 2) + 2k fF(x, k— 1) + fF(x, K) C, (n)+

b((k—-1) kfF(x,k—-2) + 2k fF(x, k- 1) + fF(x, k) C, (n)+

c((k-1) kfF(x,k-2) + 2k fF(x, k- 1) + fF(x, k) C, (n)+

d (k= 1) kfF(x, k= 2) + 2k fF(x, k= 1) + fF(x, K) C(n) + e ((k— 1) kK fF(x, k— 2)+
2k fF(x, k= 1) + fF(x, K) C, (n) + (KfF(x, k— 1) + fF(x, K) A(n) C,(n)

I n[ 16] : = Summand2= Coefficient [EQ2 x, 11/ .fF [x, k_1 » fF [x, k+1]+kfF [Xx, k]

36



Qut [ 16] = 2a(kfF(x, K + fF(x, k+ 1)) C.(n) + b (kfF(x, K + fF(x, k+ 1)) C,(n)—-
4a(kfF(x, kK + k((k-1) fF(x, k- 1) + fF(x, K) + fF(x, k+ 1)) C, (n)—
2b (kfF(x, K + k (k= 1) fF(x, k= 1) + fF(x, K) + fF(x, k+ 1)) C, (n)—
d (kfF(x, K + k (k- 1) fF(x, k= 1) + fF(x, K) + fF(x, k+ 1)) C, (n)+
2a(k—1) k (k=2 fF(x, k= 2) + fF(x, k— 1)) + k fF(x, K+
2k ((k— D fF(x, k—1) + fF(x, K) + fF(x, k+ 1)) C,(n)+
b((k— D k((k-2)fF(x,k—2) + fF(x, k— 1)) + KfF(x, K + 2k ((k - 1) fF(x,k— D)+
fF(x, K) + fF(x, k+ 1)) Co(n) + d (k= 1) k (k= 2) fF(x, k= 2) + fF(x, k= 1))+
KFF(X, K + 2k (k= 1) fF(x, k= 1) + fF(x, K)) + fF(x, k+ 1)) C(n)

I n[ 17] : = Summand3= Coefficient [EQ2 x, 21/ .fF [Xx, k_ 1 »fF [Xx, k+1]
+kfF [x, k1/.fF [x, k_1 > fF [x, k+11 +kfF [x, k]
Qut[17] = a((k+ 1) fF(x, k+ 1) + k(KTF(x, K + fF(x, k+ 1)) + fF(x, k+ 2)) C, (n)—
2a((k+ 1) fFx, k+ 1) + k (kfF(x, K + fF(x, k+ 1))+
K(KTF(x, K + (k- 1) (k- 1) fF(x, k= 1) + fF(x, K) + fF(x, k+ 1)) + fF(x, k+ 2)) C, (n)+
a(k—1Dk(k-1)fFx, k—1) + (k- 2) (k- 2) fF(x, k— 2) + fF(x, k— 1)) + fF(X, K)+
(k+ D FfFX, k+ 1) + k(kfF(x, K + fF(x, k+ 1))+
2k (kTF(X, K + (k- 1) (kK- 1) fF(x, k= 1) + fF(x, K) + fF(x, k+ 1)) + fF(x, K+ 2)) C,(n)
Nun erhalten wir eine Gleichung bz§F[x, K| undC,(n).
In[ 18] : = EQ3= Collect [Summandl+ Summand2+ Summand3 fF [x, 1, Factor ]
Qut[18] = (k- 1)k(ak2—2ak+bk+d k+a-b+c—d+e)fFx, k- 2) C(n+
fF(x, K (ak® —ak+d k+ A(n)) C(n)+
kfF(x,k—1)(2akl —3ak+bk+2dk+a-b-d+e+An)Cyn)

Uns interessieren aber nur die Koeffizienten @m), also missen wir zunachst Ko-
effizientenvergleich bzgl. defi-[x, k— 1] durchfiihren und entsprechend eine Indexver-
schiebung vork mit k - k + i vornehmen.

I n[ 19] : = RESummandl= Coefficient [EQ3 fF [x, k-2]11/ . k->k +2

Qut[19]= k+D(k+2)(ak+2?-2ak+2)+bk+2)+d(k+2)+a-b+c—d+e) Cp,,(n)

I n[ 20] : = RESummand2= Coefficient [EQ3 fF [x, k-111/ . k->k +1

Qut[20] = (k+ D (2ak+1?>-3ak+D+bk+1+2dKk+1)+a-b-d+e+An)C N

I n[ 21] : = RESummand3:= Coefficient [EQ3 fF [Xx, k1]

Qut[21] = (ak —ak+dk+AN) C(n)

Dann erhalten wir schlief3lich unsere zu beweisende Redasgleichung:

I n[ 22] : = SolRE = RESummandk RESummand2 RESummand3

Qut[22] = (ak® —ak+dk+An) C(n)+
k+D(2ak+1?-3ak+D+bk+1+2dk+1)+a-b-d+e+an)Cp,, N+
k+Dk+2(ak+2?-2ak+2)+bk+2)+dk+2)+a-b+c—d+e) C,N

O
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Satz 3.9

O.B.d.A. seP (x) wieder ein monisches klassisches diskretes OPS, welchels elime
Differenzengleichung der Form (3.10) gegeben sei. Numréei= ax? + bx (alsoc = 0)
undt(X) = dx+ e. Seien weitelC,(n) die Reihenkoeffizienten der folgenden Reihe
(3.38).

Dann reduziert sich wegen= 0 die Rekursionsgleichung (3.39) auf

(n—k)(ak-d + an—a)C(n) — (k + 1)@k’ + kb+ kd + )C,,(n) = 0 (3.40)

Beweis:Firc = 0 reduziert sich die Rekursionsgleichung (3.39) nichtidizei (3.40).
Wir wenden nun den sogenannten PetkovSek-van Hoeij-Alguaris auf die Gleichung

(an+ak—a+ d)(n—-KkC.(n)
+(k + 1)(ar? — 2ak? — an - ak + nd — 2dk — bk - d — €)C, , ,(n)
—(k+ 1)k + 2)(@k® + 2ak + dk+ bk +a+d + b+ e)C,_,(n) = 0,

also (3.39) mitc = 0 anwenden. Dieser Algorithmus findet alle hypergeomdtesc
Terme einer Rekursionsgleichung.

Wir verwenden eine bereits implementiere Version diesgedthmus: Zunachst muss
das Package geladen werden:

I n[ 23] : = Need$"Hyper” ]
Wir geben nun die Gleichung (3.41) ein und wenden die Metlibygeer auf sie an:
In[24] :=term=(@xn + axk — a + d)*(n—k) * C[k] +
k+Dx@n2-2ak2-an-ak+nd-2dk-
bk —d -e=*Clk+1] -
K+ k+2@k2+2ak+dk +bk+a+d+b+ e
Clk + 2]

Qut[24]= (n-K (ka+na-a+d)c+
k+1(-2akk-ak-bk-2dk+arf-d-e-an+dnjcg,,-
k+1(k+2)(akk+2ak+bk+dk+a+b+d+e)cg,

I n[ 25] : = Hyper[term, C[K]]

Qut [ 25] = { (k—-n)(ka+na-a+d) }

Ck+D@kk+bk+dk+e
Wir erhalten also den hypergeometrischen Term

CaM  (n-Kk(ak+d+an-a)

C(n)  (k+ D@k +kb+kd+e) (3.41)
Durch Umformung von (3.41) erhalten wir dann die Rekursipeishung
(n—k)(ak—d + an—a)C(n) — (k + 1)(@k® + kb+ kd + €)C,,,(n) = 0,
was genau (3.40) darstellt. O

Der Algorithmus ist als Mathematica-Packaggper unter http://www.math.upenn.edu/ wilf/progs.html
erhaltlich.
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Satz 3.10 (Hypergeometrische Darstellungen der klassiseh diskreten OPS)
Man erhélt mit den Rekursionsgleichungen (3.39) und (FdQjie klassisch diskreten
orthogonalen Polynome folgende hypergeometrische Dansgen:

-n,-x,n+1+a+p

Q% a,B,N) = ;F, 1| (3.42)
a+1,—-N
—N,—X
K. p,N) = (=1)" (I:) P ,F %) ) (3.43)
-N
—Nn,—X
MGy, ) = (2R 1-2) (3.44)
Y
—-Nn,—X
C.oxp) = LR -1 | (3.45)

Beweis:Betrachtet man die Tabelle 1, so erkennt man, dasskein= ax’ + bx+ c
einen konstanten Summanden besitzt, d.h. in allen Fallerc gi 0. Zur Berechnung
der hypergeometrischen Darstellung verwendet man alstien Béllen die Rekursi-
onsgleichung (3.40).

Wir kbnnen also in allen Fallen den hypergeometrischen T8r#A1) verwenden, um zu
zeigen, dass die hypergeometrischen Darstellungen (83445) wahr sind.

Zur Berechnung der hypergeometrischen Darstellungeradiget man das folgende
Termverhaltnis:

(h-ky@@ak+d+an-a
k + 1)@k?® + kb + kd + e’
Weiterhin sei angemerkt, dass wir wegén= (-1)%(—x), bei allen hypergeometrischen
Darstellungen eir-x in der oberen Reihe erhalten.

In[26]:= term =

Hahnpolynome Q,(x; , 8, N):

Fur die Hahnpolynome gitr(X) = X(N+ 1+ 8 —X) undo(X) + 7(X) = (X+ a + 1)(N — X).
Man erhdlta=-1,b=N+g8+1,c=0,d=-2-a-Bunde=aN+ N.

Setzt man dies nun ein und faktorisiert, erhalt man:

In[27]:=term/.a-» -1/.b> (N+B8+1)/.d » -2 - a - B/.

e » a N + N//Factor
_(k—n)(k+n+a+ﬁ+1)

Qut[27]= k+Dk-N(Kk+a+1)
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Damit erhalten wir die hypergeometrische Darstellung

-n,-x,n+1+a+p
QX a,B,N) =3 F, 1
a+1,—-N

Krawtchoukpolynome K, (x; p, N):

Fur die Krawtchoukpolynome gitt(x) = x undo(X) + 7(X) = rpp(N - X).
Man erhélt:a = O,b = 1,c = 0,d = -2, — 1 unde = %. Durch Einsetzen in das
Termverhaltnis und anschlieRendem Faktorisieren erhgiit m
In[28]:= term/. a»0/.b— 1/.d - -%-1/3 R NTpl//
Factor
(k-n@p-1

Qt[28]= - p

Daraus folgt fiir die Krawtchoukpolynome die hypergeonsetre Darstellung

N —n, —X
Ky06 P N) = (<1)° (n) oy 5 |
-N

wobei(—l)”(':)pn ein historischer Standardisierungsfaktor darstellt.

Meixnerpolynome M, (X; y, 1):
Bei den Meixnerpolynomen gitt(x) = x undo(X) + 7(X) = u(y + X).
Man erhélt daraua = 0,b=1,c=0,d = u — 1 unde = yu. Dies fuhrt zu:

In[29]:=term/. a-»0/.b> 1/.d » u—-1/.e » yull

Factor
_k=-nmE-1

k+Dk+y)u
Somit erhélt man fir die Meixnerpolynome die folgende hgpemetrische Darstel-
lung:

Qut [ 29] =

-n,—X
M.y, 1) = (V) 4 1-

Y
Dabei ist(y), ebenfalls ein historischer Standardisierungsfaktor.

Charlierpolynome C_(x; u):
Fur die Charlierpolynome betrachtet mafx) = x undo(x) + 7(x) = u mit mu# 0.
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Daraus erhdlt maa = 0,b = 1,c = 0,d = -1,e = u. Einsetzen und faktorisieren
liefert:
In[30]:=term/. a-»0/.b> 1/.d » —-1/.e » pull

Factor
k—n
(k+Du

Somit besitzen die Charlierpolynome die hypergeometei$ghrstellung

out [ 30] =

—-N,—X
C.(xu) =, Fy —4

3.7 Struktureigenschaften

Nun sollen die Rekursionskoeffizienten generisch bestimentlen. Dazu betrachte fol-
genden Satz:

Definition 3.14 (Binomische Formeln)
Seiem, be R undn € N. Dann gelten folgende Beziehungen:

(a+hb" = Z(n)a”‘kbk und
k=0 k

(a-b" = Z(E)(—l)ka”‘kbk.
k=0

Satz 3.11 (Dreitermrekursion)

P.(X) sei ein klassisches diskretes OPS, welches durch die enfengleichung (3.10)
mit o(x) = ax® + bx+ c undt(x) = dx + e gegeben sei. Dann gilt eine Rekursion der
Form (2.10)

P..X=AXx+B)P,X-CP,_,x) (h=0),

wobei
— kn+1
Ar] kr] ]
B - nd+2b)d+an-a)+ed-2a ki, und
" (2an— 2a + d)(d + 2an) k.
C, = —((n-1)(d+an-a)and-db- ad + a’n® — 2a?n + 4ca+ a* + 2ea— )
—dbe+ d%c + a€?) - (an+d - 2a)n -

(d — a+ 2an)(d + 2an— 3a)(2an— 2a + d)? k,

Beweis:Wir mussen im Folgenden nur zeigen, dass die Koeffiziedgr, und C,
gultig sind fur unsere Rekursionsgleichung, denn wir halereits in Satz 2.6 gezeigt,
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dass fir jedes OPS eine Rekursion der Form (2.10) gilt.

Die KoeffizientenA,, B, undC lassen sich mittels Koeffizientenvergleich herleiten. Da-
zu betrachtet man von einem Polynom der Form (2.8) die drehstén Koeffizienten,
setzt diese in die Differenzengleichung (3.10) ein undtfgbhliel3lich einen Koeffizi-
entenvergleich durch. Dabei l&sst sich fast automatisetRithtigkeit der Beziehung
far A, (3.11) beweisen.

Zunachst definieren wir uns je eine Funktion, die den Vorsdifferenzenoperatak
bzw. den Rickwartsdifferenzenoperatoberechnet:

In[31]:= Delta [y_, X_ 1 := (y/. x> (X+1)) -y
InN[32]:= Nabla [y_, X_] :=y - (y/.X> (Xx-1))

Im Folgenden seieir = ax? + bx+c undr = dx+e. Dann kénnen wir uns ein Polynom
der Form (2.8) definieren:

In[33]:= p=Kk, X" +Kk,_ X" + k,_ ,x"?;

Man erhélt schliel3lich die Differenzengleichung:

In[34]:= glg = oDelta [Nabla [p, x1, X] + t Delta [p, X1+ Ap
Qut [ 34] = A (Ko X" + kg X"+ K, X")+
(axt +bx+c)(k,, X—= D"+ Kk, (x= D"k (x— D" = 2x"2 K+
X+ D"k, = 22Xk + (X DR = 22Xk + (x+ DMK+
(e+dX ( -k, X"2 =k X" =k X"+ (x+ D" Pk, + X+ D"k, + X+ D"k

Im Folgenden werden in der Differenzengleichung alle atdtnder(x + 1)", (x + 1)1,
X+ D2, x", X1 x2 ) (x — D, (x — D™ und (x — 1)"2 gemal der binomischen
Formeln aus Definition 3.14 ersetzt. Dabei betrachten wader nur die drei hdchsten
Koeffizienten:

In[35]:=9glg2 =glg/. (x-1)"n »>x" -n x”'1+% (n-1) n x"-?/ .
(x-1)"t 5x"™ - (n-1) x"? + % (n-2) (n-1) x"-3/.
(x-1)"? 5x"? - (n - 2) x"3 + % (n-3) (n-2) x"4/.
(x+1)" » x" + nx"t 4+ % (n-1) n x"-2 /.
(x+1)"1 5 x"™t w (n-1) x"? + % (n-2) (n-1) x"-3/.
(x+1)"? 5 x"? 4+ (n-2) x"3 4+ %(n—S) (n-2) x"*/ | Expand ;

Dividieren wir durchx"* und multiplizieren wir aus, so erhalten wir eine Gleichung,
bei der wir den Koeffizientenvergleich durchfiihren kénnen:

In[36]: = glg3 = Together [glg2 /x"*];
Wir legen uns nun eine Koeffizientenliste bzghn:

I n[ 37] : = Coeff = CoefficientList [glg3 , x1
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Qut[37] = {cknfzn2+%emznz—ScKHn—gelg%zn+6clg%2+3elg%2,
bknfzn2+%dknfzn2+clglfln2+%elﬁlflnz—Skan—gdKkzn+
elg%zn—ScKHn—geKHn+6ka+3d&72—2ekqu+2clg1fl+elgkl,
alg1_2n2+blg1_ln2+%dK1_1n2+clg]n2+%eK]nz—Salg_zn+d K_,n-
Sb&_ln—gdK]_1n+elg1_1n—clgqn—%elan+6aK1_2—2dIg1_2+)tkn_2+
2bk, ,+d &_1—ek1_1,a&_1n2+bk1n2+%dlﬂ]nz—3alg_ln+dlg1_ln—

blgn—%d k,n+ekn+2ak ,—dk_,+Ak,_j,akn®—akn+dkn+2ak}
Zunachst erhalt man durch Koeffizientenvergleich uager

In[38]:= subl = Solve [Coeff [[5]] ==0, AI[[1]]
Qut[38] = {A>-arf+an-dn)

Multipliziert man (3.11) aus, so erhalt man Gleichheit Zlmnd damit ist diese Bezie-
hung gezeigt.
Nach Einsetzen voh und eines erneuten Koeffizientenvergleichs erhalterkyic

I n[39] : = sub2 = Map[Factor , (Solve [Coeff [[4]] ==0, k,_;1/.subl [[1]1]1)[[1]]1, {2}]
] n@2nb-2b-d+2e+dnk,
Qut [39] = {k, ; - 2(2na-2a+d) }

Durch erneutes Einsetzen vamnd nun auclk,_,, erhalten wir durch Koeffizientenver-

gleichk_,,:

I n[ 40] : = sub3 = Map[Factor , (Solve [Coeff [[3]] ==0,
Koo1/.{subl [[1]], sub2 [[111})[[111, {2}1// Together

Qut[40] = {k,, > (N-DHn(4n’b? - 12nk*+8b* +4d P b+8d b— 12eb-12d nb+8enb+
2d°+4€?+d’n’-8ac+4cd-4ae-4de-3d°n+8acm
4aen+4denk)/@@2na-3a+d)(2na-2a+d))

Wir werden jetzt die Richtigkeit der Koeffiziente§y,, B, und C, zeigen, indem wir
unserer erhaltendn_, undk_,, in die Gleichung (3.96) einsetzen.

In[41]:= P, =p/. {sub2 [[1]1], sub3 [[1]]}:
Ppoi=P,/.n>n+1;
Pooi=Py/.non-1;

In[42]:=rekglg = (A,x + B))P,-CP,.; - P,,:7

Hier wird nun durchx"-3 dividiert und anschlieRend faktorisiert. Das Ergebnisries-
siert uns an dieser Stelle nicht.

In[43]: = rekglg2 = rekglg /x"-3//Factor ;
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Uns interessieren eher die Koeffizienten dieser Rekurglermhung. Wir legen uns also
eine Koeffizientenliste bzgk an. Auch hier ist die Ausgabe aus Platzgriinden unter-
druckt.

I n[44] : = coeff2 = CoefficientList [rekglg2 , x1// Together ;
Koeffizientenvergleich liefert zunachay;:

I n[45]: = sub4 = Solve [coeff2 [[5]] ==0, A,1[[1]1]

Qut[45] = (A, - k”kzl}

Setzen wir nurA,, in die Koeffizientenliste ein und machen erneuten Koeffiaewer-
gleich, so erhalten wiB,,

I n[ 46] : = sub5 = Map[Factor , Solve [coeff2 [[4]] ==0, B,1/.sub4 [[11], {3}1[[111[[1]1]
B (nd>+arfd+ed-and+2bnd+2abrf-2ae-2abnk,,,
Qut[46] = B, - (d+2am@2na-2a+dk,

Durch Einsetzen voA,, undB, erhalten wir nun durch erneuten Koeffizientenvergleich
unserC,:

In[47]: = sub6 = Map[Factor , Solve [coeff2 [[3]] ==0, C,1/. {sub4 [[1]],
sub5 [[111}, {3}1[[111[[111// FullSimplify

Qut[47]= C, - (d+a(m-2)n(dn@b+d)*-8a%(2c+e)(n-1)*-d(4b*+4(d-e) b+
d@dc+d)+a(n®d®+d*+4b(n-1°d+16cd+8ed-2(8c+d+4end-4e+
4b* (n-17)) k,,4)/(4d+2a(n-1)* d+a@n-3)d+a@n-1)k,,)

Als Beweis dazu, dass diese Koeffizienten tatsachlich desffig@nten aus dem Satz

entsprechen, mussten nur noch die Koeffizienten aus deneBaggeben werden und

verglichen werden. Wir werden dies an dieser Stelléfjix) durchfihrenA, entspricht
offensichtlich demA, aus dem Satz.

n +2b) (d + an -a) +e (d -2a) k

= _ n+l |
In[48]: = BE= (2an - 2a + d) (d + 2an) k,
In[49]:= (B,/.sub5) - BEH / Together
Qut[49]=0

Satz 3.12 (Rekursionsgleichung)
Ein PolynomsysterR, (x) erfiille eine Dreitermrekursion der Form (2.10). Dann étfiil
es auch eine Rekursion der Form

xP,(X) = a,P,,,(X) + b,P,(X) + c,P,_,(X (3.46)

mit den Koeffizienten
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Beweis:Wir betrachten die Dreitermrekursion (2.10) Ritx). Mit elementaren Umfor-
mungen erhalten wir dann:

P..,¥) =AXx+B)P,X -CP,_,X
& -AXPX =-P,.,¥)+B,R,X -CP,_,(X
& XP(X) = iP (x)—EP(x)+& (X)
n An n+1 An n An n-1
& xPX =a,P,, ;X +bPX +cP,_X

mit den Koeffizienten

Satz 3.13 (Differenzenregel)
SeiP,(X) ein klassisches diskretes OPS, das Lésung der Differeegeh(3.10) ist.
Dann erfiilltP (x) eine Differenzenregel der Form

o(X)VP,(X) = @,P,,,(X) + B,P,(X) + ¥,P_1(X) (heN_). (3.47)

Beweis:Wir wollen nun zunéchst zeigen, dass eine DifferenzenmgeForm
T(X)VP.(X) = (@,X+ B)P,(X) + 7P, (% (3.48)

mit n e N, erfiillt ist.
Wir setzen daz®,(x) = k. x"+k/x"*+k/x"2+ ... ein und vergleichen die Koeffizienten
vonx™1. Dann erhalten wir

@, = an. (3.49)

Aus der Pearsonschen Differenzengleichung (3.28) ergiht gassP,(x) orthogonal
bzgl. der Gewichtsfunktion/(x) ist. Multiplizieren wir die Differenzengleichung (3.10)
mit w(X), so erhalten wir also die selbstadjungierte Form (3.31)

AWX)o (X)VP,(X) + A, W(X)P,(x) = 0.

Wir wollen nun zeigen, dass hieraus die Beziehung

b
Z W) () VP, f (%) = 0 (3.50)

fur jedes Polynonf(x) vom Grad< n - 2 folgt. Sei dazuF (x) die diskrete Stammfunk-
tion von f(x), d.h. es gilty, AF(x) = f(x). Dann folgt mit partieller Summation

b
W) (VR OF ()15 = " F(x+ 1) - Al () VP, (X))

X=a

b
D W (VP f (%)

b
A, Z WOOP, (OF (X + 1) = 0.

X=a
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Die letzte Gleichung folgt aus der Orthogonalitat \Ryx) undF(x + 1).
Wegen (3.49) ist jetzt aber der Grad des PolynengVP,(x) — a,Xx < n. Man kann
diese Beziehung also schreiben als

TOVP,() = G X0 = ) &/P(X), (3.51)
i=0

wobei aber mit (3.50) hieraus folgt, dags= 0 fir 0< j < n -2 gilt.
Damit haben wir bewiesen, dass eine Differenzenregel den 8.48) erfullt ist. Eine
Anwendung von (3.46) liefert uns dann (3.47). O

Satz 3.14 (Koeffizienten der Differenzenregel)
Eine Differenzenregel der Form (3.47) besitzt die Koeffirée

@, = anknki:lr (3.52)

_n(d +an-a)(2and - ad - db+ 2ea- 2a’n + 2a’r?)

By = (d + 2a(n - 1))(d + 2an) 25
und
Y, = ((n-1)d+an-a)and-db-ad+a’n®—2a’n+4ca+ a” + 2ea— b?)
—dbe+ d’c + a€’)
(d +an-a)@n+d - 2a)n Ky (3.54)

"(d - a2an)(d + 2an— 3a)(2an—- 2a+ d? k_,

Beweis: Wir konnen die Koeffizienten wieder mittels Koeffizientergleich bestim-
men. O

Satz 3.15

SeiP,(x) = kX" + kx*! + ... (n e N_,) ein klassiches diskretes OPS, welches Lésung
der Differenzengleichung der Form (3.10) mit quatratisetféolynomo (X) und linea-
rem Polynonr(x) ist. Dann ist das Polynomsyst&nP, . ,(X)),., wieder ein klassisches
diskretes OPS.

Fur dieses System gilt dann eine Rekursionsgleichung den Fo

XAP,(X) = @3AP,,1(X) + BIAP,(¥) + %AP, (X (3.55)

mit den Koeffizienten
L Nk
an - n+ 1 kn+l,
_ —n(d+2a+2b)d+an-a)-de-a-h

Pn= (2an— 2a + d)(d + 2an) ’
y: = —((n-1)(d+an-a)and- db- ad + a®n® - 2a’n + 4ca+ a* + 2ea- b?
—dbe+ d’c + a€®)

. (d+an-an K
(d—a+2an)(d+ 2an-3a)(2an—2a+d)> k, ,
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Beweis: Anwendung dea\-Operators auf die Differenzengleichung (3.10) liefers un
mit y(X) := AP, (X)

0

(c(X+1) = Ac(XDAVY(X) + (7(X + 1) + Ac(X)DAY(X) + (A, + AT(X)Y(X)
(@ + bx+ QAVY(X) + ((d + 2a)x + d + e + a+ b)Ay(X) + (A, + d)y(X).

Da somity(x) := AP (x) eine Differenzengleichung der Form
(@x% + b'X + C)AVY(X) + (d'X + €)AY(X) + Ay(x) =0

mita’ =a, b’ =b,¢ =c,d =2a+d, € =a+b+d+eundd, = A, +d erfillt, existiert
auch eine Rekursionsgleichung iR, (x) der Form

XAP,(X) = AP, ;(X) + B,AP,(X) + v AP,_;(X).

Dabei erhalt man die Koeffizientet, g: undy;, indem wir die Koeffizientera,, b,
und ¢, der Rekursionsgleichung (3.46) in Abhangigkeit v@nb’, ¢, d’, € und A;,
berechnen. O

Satz 3.16
SeiA(P,(X)) ein klassisches diskretes OPS, dann stellt 806 ein klassisches diskre-
tes OPS dar.

Beweis:Fur das klassische diskrete OR®,(x)) gilt nach Satz 3.15 eine Differenzen-
gleichung der Form

T()AVAP, (X) + T)AAP (X) + A AP (X) = 0

mit o(x) = @ + bx+ ¢, 7(X) = (d + 2a)x + d + e+ a+ bund, = A, + d. Sei weiter
Q,(x) ein klassisches diskretes OPS, das eine Differenzenregé&ioim (3.10)

o (XAVQ,(X) + T(X)Q,(X) + A,Q,(X) =0

erfillt. Definieren wir

QX := —% (c(OAVR,(X) + TAP,(X) ,

n

so liefert Anwedung deA-Operators

-LAQ,(X) = (0(X+ 1) —Ac(X)AVAP,(X) + (7(X) + Ac(X))AAP,(X) + dAP,(X)
o (X)AVAP, (X) + T(X)AAP,(X) + dAP, (X)
= -AAP(X).

Somit musL),(X) = P,(X) gelten, woraus folgt, dass auBl(x) ein klassisches diskretes
OPS darstellt. O

Satz 3.17 (Strukturformel)

SeiP,(x) = kxX"+k x*1+... (n € N,) ein klassiches diskretes OPS, welches Lésung der
Differenzengleichung (3.10) mit quatratischem Polyne) und linearem Polynom
7(X) ist. Dann erfullt® (x) die Strukturformel

P(X) =A&AP _.(X) +b AP (x) + & AP._,(X). (3.56)
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Beweis:Um flr ein klassisches diskretes OPS eine Strukturregehzefi, wenden wir
zunachst den-Operator auf die Gleichung (3.47) an und erhalten

A(c(X)VP,(X) = a, AP, ,(X) + B,AP.(X) + ¥, P,_1(X).

Anwendung der Produktregel fir danOperator und Verwendung der Beziehung (3.5)
liefert uns schlief3lich

Ac(X) - AP (X) + o(X) - AVP.(X) = @, AP, ,(X) + B,AP(X) + %,P,_1(X).

Nutzen wir nun die Gleichung (3.55), umAP,(X) zu ersetzen, so erhalten wir eine
Rekursionsgleichung der Form

o(X)AVP,(X) = a AP, ., (X) + b[ AP, (X) + C,AP,_;(X). (3.57)

Um nun die Strukturformel zu erhalten, substituieren wib@3 in die Differenzenglei-
chung (3.10) und erhalten

a AP, (X) + DL AP (X) + CLAP,_,(X) + T(X)AP, (X) + A,P,(X) = 0.

Ersetzen wir nun wiede®AP,(x) in dieser Gleichung und I6sen nakl(x) auf, so erhal-
ten wir die Strukturformel

P.(X) =& AP, (X +b AP (X) + &AP,_,(X).

Satz 3.18 (Koeffizienten der Strukurformel)
Eine Strukturformel der Form (3.56) besitzt folgende Kaédinten

A 1 Kk
an - n+1 . kn+l,
- —2an(d + an) — db+ ad — d? + 2ea
no— (2an-— 2a + d)(d + 2an)
und
¢, = ((n-1)(d+an-a)and- db- ad + a®n® — 2a’n + 4ca+ &’ + 2ea— b?)

—dbe+ d’c + a€?)

an K,
(d —a+ 2an)(d + 2an— 3a)(2an— 2a + d)’k, , °

Beweis:Fuhren wir die im Beweis von Satz 3.17 beschriebenen Selauts, so erhalten
wir letzlich mittels Koeffizientenvergleich die erwdhntkoeffizienten. O

Satz 3.19 (Diskrete Stammfunktionen klassischer diskreteOPS)

SeiP,(x) = k X"+ kx"1 + ... (n e N_,) ein klassisches diskretes OPS, welches die Dif-
ferenzengleichung (3.10) mit einem quadratischen Polymo(r) und einem linearen
Polynomr(x) erfillt. Dann hat die diskrete Stammfunktion vByix) die Darstellung:

b
D P =8Py 1 (0 + BP0 + &P, 0. (3.58)

48



Fr die klassischen diskreten OPS ergibt sich dann

b

U
E Cxu = ——-C X,
o n n+1 ™

b
D K6 p N

. H . _ M .
Z Mn(x’ )’;ﬂ) (,u _ 1)(” + 1)Mn+l(x’ )’;ﬂ) ,u _ an(X’ 7!”) ’

n+a+p+1
@n+a+p+@2n+a+L+2)
2% +2n+ 2na + 2nB + a — aN + BN + a8 + B + 32
- @n+a+B)C2n+a+pB+2)
N+ a)(n+L)(n—N)(n+a+L+N) _
Mnra+pentatfan+atpsn m&esN.

Kn+1(x; P, N) - pKn(Xa P, N) ’

b
D H 06,8, N) o106 @, 8, N)

H, (X a,8,N)

Beweis:Wenden wir die Summation auf die Strukturformel (3.56) angghalten wir
wegeny?_ AP (x) = P,(x) die diskrete Stammfunktion.

Durch Einsetzen der jeweiligem b, ¢, d, eler klassischen diskreten OPS in die Koeffi-
zientengleichungen fia,; b, und ¢, erhalten wir dann die diskreten Stammfunktionen
der Systeme. O

3.8 Verbindungskoeffizienten

In manchen Fallen mdchte man Informationen und Ergebnisss €olynomsystems

(Q(X))meo auf ein anderes PolynomsystéRi(X)),., Ubertragen. Wir gehen zunachst
davon aus, dass sowoR|(x) als auchQ,(x) vom Gradn sind. Dann gilt wegen der

linearen Unabhangigkeit die folgende Beziehung:

P00 = D" CrmQy(X. (3.59)
m=0

Unser Ziel wird es in diesem Abschnitt sein, die Koeffizien®& n) (n € N_;, m =

., ), welche Verbindungskoeffzienten zwischen den PolynatesgenP, (x) und
Q,(X) heiBen, weitgehend zu bestimmen.
Der Einfachheithalber nehmen wir nun an, d@s&) nur fir ganzzahligen, ndefiniert
sei und das€,(n) = 0 auRerhalb dan x n-Region lage.
Wir werden zunachst versuchel),(n) durch eine Rekursionsgleichung zu beschreiben.
DaC_(n) von zwei Parametern und m abhangt, gilt eine gemischte Rekursionsglei-
chung. Diese soll mdglichst in eine reine Rekursionsglachumgewandelt werden,
die nur Shifts bzgl. einem der beiden Parameter beinhaltet.
Wir werden uns auf monische Systemx) undQ (X) beschranken, denn sn@;ln(n)
die Verbindungskoeffizienten vcﬁq(x) undQ (X) und sindk,, undkm die fUhrenden Ko-
effizienten vorP,(x) und Q,(X), so gilt fir die Verbindungskoeffzient&r), (n) offenbar
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die folgende Beziehung
C.(n = %Qn(n).

Wir nehmen nun an, das%(x) ein durch (3.10) gegebenes OPS sei ariit) = ax® +

bx+ cund7(x) = dx+ e und das€Q,(x) ebenfalls ein durch (3.10) gegebenes OPS sei
mit 7(X) = ax? + bx+ c und7(X) = dx+ € Dann erfillen beide OPS eine Rekursion der
Form

XP,(X¥) = a,R,,1(9) + b,P,(¥) + ¢,P,_;(X) (3.60)
und
XQm(X) = é'QO.\\.]_(X) + BQO(X) + CQO_l(X)’ (361)
wobei die Koeffizienten wie folgt berechnet werden
1 B A,
=—, b=--2" ¢, =2 (3.62)
A, A TG
und _ _
_ 1 B, . A,
am: —_—, bm:—_—m, Cm: e (363)
An An o

Die Koeffizientera,, b, ¢, a,, b,, undc,, seien explizit gegeben.

Im Folgenden wollen wir voneinander unabhangige Rekusgjmichungen fir die Ver-
bindungskoeffiziente@_(m) herleiten. Diese werden wir Kreuzregeln nennen.
Zunachst betrachten wir die fiix (n) definierte Gleichung und die fiR,(x) und Q,(X)
definierten Rekursionsgleichungen. Dann erhalt man

XP,(X)

a,P,.,+bPX+cP,_ ;X

= > @CHN + DQu09 + bCr(MQy(x) + €, = DIQ, )
m=0

= ) CmXQy)
m=0

= D CoM @ Quy1(0 + B, Q) + TyQy 100).
m=0

Durch entsprechende Indexverschiebung konnen wir diefikaaften vergleichen und
erhalten die sogenannte
1. Kreuzregel:

aC,n+H+bC mMm+cC,n-1)=3a, ,C. ,(n+b.C(n+TC,.,C..(N). (3.64)

Betrachten wir nun

XAP,(X)
XAQ,,(X)

@’ AP, (X) + B:AP.(X) + y*AP,_,(X) und
67;k]AQm-H]_(X) +IB;:AQm(X) + /?:AQm_]_(X) ’
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so erhalten wir

XAP,(X)

;AP (X) + BrAP (X) + ¥ AP, (X)

n

= D (@Cy(n+ DAQ ) +BiCr(MAQL00 + %N = DAQ(X)

m=0

= ) CMXAQyX)
m=0

= " CoM@AQ 1 (%) + BrAQL() + YiAQy, 4(X)).
m=0

Durch Indexverschiebung erhalten wir dann wieder die
2. Kreuzregel:

a@'C.(n+1) +pC.(N+yC (-1 =a; ,C. ,(M+B.C.(N+7,.,C...(N) (3.65)

Auf analoge Weise erhalt man dann mittels der Strukturfodiee
3. Kreuzregel:

aC n+)+bC m+eC mn-1=3_,C ,(M+bC(n+E& .C .. (3.66)

Nun mochten wir die Kreuzregeln noch ein wenig spezifiziega sich herausstellt,
dass (3.64) und (3.65) linear abh&ngig zueinander sind.
Dazu betrachten wir die beiden Differenzenregeln

ocX)VP.(X) = «a,P.,X+8,P,X +vP, (X und

TOOVQLX) = @ Qe + BnQu + %uQu 10

und fordern, dass(x) = o-(X) gilt, so erhalten wir

o (X)VP,(X) P, ,(X) + B, P,(X) +%,P,_1(X

= D @Crn+ DQu00 + BCrMQy09 + %Cry 4(MQ (X))
m=0

= ) CMr(VQ,X)
m=0

= D ColM@ Q19 + B Q) + Q1)
m=0

Durch Indexverschiebung erhalten wir dann eine weitereikmregel:
4. Kreuzregel:

a,C. N+ 1) +BC.(M+yC. -1 =a, ,C.,M+BC.(M+7...C..N. (3.67)

Mit dieser letzten Erkenntnis kénnen wir dann den folgen8atz beweisen:
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Satz 3.20

SeiP (x) ein klassisches diskretes OPS, das die Differenzengleg(8110) miior(X) =

ax¥ + bx+ c undt(x) = dx+ e erfillt und seiQ.(X) ein weiteres klassisches diskretes
OPS, das die Differenzengleichung (3.10) m{K) = o(x) und7(x) = dx + e erfillt.
Dann gilt eine Beziehung der Form (3.59), woBg(n) folgende Rekursionsgleichung

0 = (a + 2am+ 2a)2(a + 3a+ 2am)(a +a+ 2am)(cT + 2am)(-m+ n)
(an—a+d+amC_(n) — (a+ 2am+ 2a)(a+ 3a+ 2am)(a+ a+2am@m+ 1)
.(-add + artd? + 2ead — 2a%ent + bd?m — 2na®n? — 2anm- a?nd + an’d
—and? — 2eadm+ 4e@m + badn? + 2a3m?n? + adbm+ 2a2mdr? — 4a3n?
—2ad?n? — 4a%dn? + dnd? — 2a?n?d — a2md — d?ma- 2a2em+ 2a3mr? + andd
—2a%n? — 2a%er? — d?d — dbd — 2a3nt* — 2a?md + 2dmand+ 2a?ménd + 4a%ent
+4aend — 2aend+ 2a2ndm- 2a?mdn — 3andd — dnfad — 2dbmd- 2an?bd
—2ambd- 5dn?a? + 2ea&n — ded — d?md + ed? + dnd + ar?bd — antd)C,_ ,(n)
+(M+ 1)(d + 2am)(d + am+ a + an)(m + 2) - (4a2cn? + 2a%ent — bd?m — b?an?
+28am- badn? + 4dcam+ 2a%d + 4a3m — 2adbm-+ 4a3m® — db?m + ad?m?
+2a2dm? + 6a2md + 2d?ma-+ 4a?em+ 6a3n? + 4dca— 2b%am+ 8a’cm
+2a% — b?a + a®m* + a® + 4a’c — db? — bad + d?c + ad? — bd? + a&?
~dbe+ 2ead + 6dnta’) - (—am—2a—d +an+d)-C,,(n)

bzgl. m mit AnfangswerterC (n) = 1 undC,_,,(n) = 0O erfiillt ist. AuBerdem gilt die
folgende Rekursionsgleichung

0 = (d+ 2an+ 2a)(n+ 2)(-n%al? — d’°bn— dbe+ 2a’n’e + 4n’a’c + 2dn*a® + d%arr?
—db?n + a’n®* + d%c + a€darfb + 2dane+ 4dcng(n + a)(@an— a+ d + am)
«(—am-— d+an+ d)C(n) — (d + 2an)(d — a + 2an)(d + a + 2an)(n + 2)
(-2ead — 2na®n? + edd + 2a®nm+ amd? — anfd? + d?nd — 2e&m
+antdd — 2a3n?n? — 2a2mdr? — d?bn — a?m?d — andb+ 2a2n%e + 2a3mr?
+3a2nd + 7a2n?d + andd + 2ead— dmd® + 4drPa? — 4aer?

—edf + 2a’ne+ d’d + 2d%ar? + 2dbd + 2a°n* + ad® — ba? - darfb
+a?md + 2dane+ 4a%n® + 2a3n? — 2dmand- 2a2n?nd + 2a2ent + 2aend
—4aend- 2aed + 2a?ndm- 2a2mdn — andd — anfbd + ambd- 4e&n
+2dbnd + 2ar?bd + 2ankd + 3and?)C, (n + 1) + (d + 2an)X(d + 2an+ 2a)
(d-a+2an)(d+a+ 2an(-m+n+ 2)(a+ am+a+anC_ (n+ 2)

bzgl.n.

Beweis:Wir geben zunachst unsere Kreuzregeln (3.64), (3.65) ur@¥)&in. Dabei
sind die Koeffizienten noch unbestimmt.
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In[50]:= kreuzl =a[n] *C,[n+1]1+ b[n] *C[n] +c[n] *C,[n-1] ==
oa[m-11 «C,,[n] +ob[m] % C,[n] + oc[m+1]* C,,[Nn];

kreuz2 =as[n] *C,[n+1] + Bs[n] *C, [n] + ys[n] »C [n-1]

oas[m-11 #C,;[n] + oBs[m] » C,[n] + oys[m+1] «C,,[n];

kreuz3 =a[n] * C [n+1]+ B[n] *C_[n] +¥[n] *C.[n-1] ==

oa[m-1]1 % C ,[n] + op[m +C_[n] + oy[m+1] = C_,[Nn];

Um nun die Rekursionsgleichung bzgiherzuleiten, eliminieren wir aus den Kreuzre-
gelnC_(n+ 1) undC_(n - 1) und erhalten:

I n[51]:
Qut [ 51]

rekl = Eliminate [{kreuzl , kreuz2 , kreuz3 }, {C [n+1], C,[n-11}]
—c(n) oas(m— 1) a(n) C_;(n) + c(n) oa(m - 1) as(n) C,_;(N)+

a(n) oas(m- 1) y(n) C,,_;(n) — a(n) oa(m-1) ys(n) C,_,(n)—

c(n) 0Bs(m) a(n) C,(N) + ¢c(n) 0B(M) as(n) C,(n) — c(n) as(n) B(n) C,(N)+

c(n) a(n) Bs(n) C(M) + a(n) 0Bs(m) y(n) Cr(n) + b(n) as(n) y(n) C(n)—

ob(m) as(n) y(n) C(n) — a(n) Bs(n) y(n) C,(n) — an) o(m) ys(n) C,(n)—

b(n) a(n) ys(n) C,(n) + ob(m) a(n) ys(n) C,(n) + a(n) (n) ys(n) Cp(n)-

c(nyoyssm+ 1) a(n) C,,,.,(n) + c(n) oy(m+ 1) as(n) C,,, (M)+

a(n) oysim+ 1) y(n) C,,,(n) —ocm+ 1) as(n) y(n) C,,;(n)—

a(n) oy(m+ 1) ys(n) C.,,,(n) + oclm+ 1) a(n) ys(n) C.,,(n) ==

oam- 1) (as(n) y(n) — a(n) ys(n) C,_,(N)
Analog eliminieren wirC.,_,(n) undC_,,;(n), um die Rekursionsgleichung bzgi.zu
erhalten:
I n[52]:
Qut[52]

rek2 = Eliminate [{kreuzl , kreuz2 , kreuz3 }, {C.,[n]l, C,.,[Nn]}]
—oc(m+ 1) oas(m— 1) y(n) C,(n— 1) + oam— 1) oysim+ 1) y(n) C ,(n — 1)+

oaqm+ 1) oa(m- 1) ys(n) C,(n— 1) — oam- 1) oy(m+ 1) ys(n) C(n— L)+
oam+ 1) oas(m - 1) g8(m) C(n) — oc(m + 1) oa(m— 1) oBs(m) C,(n)+

b(n) oasim - 1) oy(m+ 1) C,(n) — ob(m) oes(m— 1) oy(m+ 1) C(n)+

oam-— 1) oBs(m) oy(m+ 1) C_(n) — b(n) oa(m - 1) oys(m+ 1) C,(n)+

ob(m) oa(m—- 1) oys(m+ 1) C_(n) — oam - 1) o8(m) oys(m+ 1) C_(n)—
oam+ 1) oas(m- 1) f(n) C(n) + oam— 1) oys(m+ 1) 5(n) C_(n)+

oam+ 1) oa(m- 1) fs(n) C(n) — oam— 1) oy(m+ 1) s(n) C(n)+

a(n) oas(m-1) oy(m+ 1) C_(n+ 1) — a(n) oa(m— 1) oysm+ 1) C_(n + 1)—
oadm+ 1) oas(m - 1) a(n) C,(n+ 1) + oam— 1) oys(m+ 1) a(n) C,(n + 1)+
oadm+ 1) oaw(m— 1) as(n) C,(n+ 1) —oam- 1) oy(m+ 1) as(n) C(n+ 1) ==
c(n) (ca(m- 1) oys(m+ 1) — oas(m - 1) oy(m+ 1)) C,(n— 1)
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Nach Eingabe der Koeffizienten fihren wir in unserer Rekunsgleichung bzglm
einen Shiftm - m+ 1 durch:

INn[53]:=rek3 =rekl /. m->m+1;
Genauso shiften wir die Rekursionsgleichung baghitn - n+ 1:
In[54]:=rekd =rek2 /.n->n+1;

Die MathematicaOutputs sind an dieser Stelle aus Platzgriinden unterdriick

Um jetzt die zu beweisenden Rekursionsgleichungen zuterhahissen wir noch die
beiden oben erhaltenen Rekursionsgleichungen faktmeisigusammenfassen und die
gemeinsamen Vielfachen eliminieren. Dies ist aufgrundUim$angs der Gleichungen
an dieser Stelle weggelassen, ist aber mit Hilfe eines Ctenglgebrasystems einfach
durch zu fuhren. O

Satz 3.21

SeiQ,(x) ein klassisches diskretes OPS, welchesiti} = ax’+bx+t undt(x) = dx+&
die Differenzengleichung (3.10) erfillt. Dann gilt fir dieihenkoeffiziente@ (n) der
Reihe bezuglich der fallenden Faktoriellen

X'= " CrmQu(®) (3.68)
m=0

die Rekursionsgleichung

0 = (2ma+a+d)(2ma+ 3a+ d)y(2maa+ 2a+ d)?(2ma + dy(n — mC,_(n)
+(2ma+a+ d)(2ma+ 3a+ d)(2ma + 2a + d)(m + 1)(2mPna — 2m?a® + mfad
+2rmPad + 2mre? + 2mrad — 2ma? — mad + 2mab + md- + 2mdb + nad
+2nae - nbb—ad + db + de)C,,,,(n)
+(M+ L(2ma + dy(m*ad + 2m°a?d + 6nra + 6nPacd + 4mPa’c + 2nra’e
+mead’ — mabd — nfab + 4med + 6mald + 8male + 4nalte
+2mad” — 2madb + 4madc + 2made — 2mab’ — md b — mdb’
+a° + 2a%d + 4a%c + 2% + ad’ — adb + 4adc + 2ade

—a -~ d’b+dc—db — doey(m+ 2)(Ma+na+a+dC,,,. (3.69)
IstT = 0, dann gilt die Rekursionsgleichung
0 = (d+a+2am(d + Zam(-n+ m)C (n) (3.70)

—@n+d+amy(m+ 1)@t +md + mb+eC,,(n) .
Beweis:Wir haben zu Beginn des Abschnittes bereits drei esseméiedthiedene Kreuz-

regeln hergeleitet. Um nun den Beweis durchfiihren zu kénmexlifizieren wir die
Methode hier. Nach Voraussetzung erf@t(x) die Differenzengleichung

T(NAVQ, (X + T(NAQ,(X) + 1,Q(X) = 0
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mit 7(x) = ax¥ + bx + €. AuRerdem erfllt erfullQ, () eine Differenzenregel der Form

@(X) + TOAQ(X) = @ Q1 (VB — A1) Q) + ¥ Q1 (X) -
Andererseits erfullP,(x) = x® wegen

(T(X) + T(XNAP,(X) @¢ + (b+dx+cT+e)n-x=1 (3.71)

= an- x> 4 nb + d)x&2 + n© + et

= nax™!+ 2n- X" + (n - 1)) + n(b + d)(X" + (n — x*-1)
+Nn(C + e)x2-2

= anP,_,(X) +n@2n-1) + b+ d)P,(x

+n(n—-@N-1) +b+d)+T+8P, (X (3.72)

jede Differenzenregel dieser Form. In Unserer Situatitvakéen wir also die 1. Kreuz-
regel (3.64) mia, =1,b,=c, =0

C,n+1)=3a,,C,,(n+b.C (N +T,.,C (N (3.73)

und die 3. Kreuzregel (3.66) mit, = -1 undb, = ¢, = 0

+1
1 ~ = _
ﬁcm(n +1)=4a,,C. ,(n+Db.C.(n+¢C,,C..N). (3.74)
Mit (3.72) erhalten wir dann noch eine dritte Kreuzregel

anC.(n+1) + n@2n-1)+b+d)C.(n)+n(n-1)@n-1)+b+d)y+c+8C (N-1)
am—lcm—l(n) +Bmcm(n) + 7m+1Cm+1(n) . (375)
In[55]:= kreuzl =C,[n+1] == oa[m-1] «C,_,[n] + ob[m] « C,[n] +

oc[m+1]1 % C,,[Nn];

kreuz2 =

—] *C. [n+1] == oahut [m-1] *C_,[n] + obhut [m] » C,[n] +

ochut [m+1] *C_,[n]1;

kreuz3 =a*nx CiIn+11+nx (ax (2n-1) +b+d) *C [n] +
n*((n-l) (a*(n-1)+b+d)+e+e) *C,[n-1] ==
oa[m-11 % C,,[N] + op[mM »C,[n] + oy[m+1] = C,[Nn];

Nach der Eingabe der Kreuzregeln, eliminieren wir die MalgaC_(n+1) undC_(n-1)
mit Hilfe der drei Kreuzregeln.

In[56]:= rekl =Eliminate [
{kreuzl , kreuz2 , kreuz3 }, {C,[n+11, C,[n-11}1[[1]]
Qut [ 56] = oam-1)C, _,(n) == noahuim-1) C_,(n) + oahuim-1) C__,(n)—
ob(m) C.(n) + n obhutm) C_(n) + obhutm) C_(n)-
oom+ 1) C,,,(n) + nochutm+ 1) C

(N +ochutm+ 1) C ., (n)
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An dieser Stelle kdnnen wir nun die Koeffizien@p ,, b, Tp,1. &, 1, [
B undy,,,, eingeben (dabei erhalten wir schlieBlich nur Terme in Alghgkeit vona,
b, T, d unde). Anschliel3end shiften wim.

In[57]:=rek2 =rekl /. m->m+1;
Somit erhalten wir schlie3lich unsere Gleichung (3.69):

I n[ 58] : = rek3 = Map[Factor , Collect [
Simplify  [Numerator [Together [rek2 [[1]] -rek2 [[2]1111]1,
{CnIn1, C,1[n], C,2[N1}]1]
Qut[58] = (m—n)(2ma+d)(2ma+a+d)(2ma+3a+d)Cm(n)(2ma+Za+d)2+
(m+1)(2ma+a+d)(2ma+3a+d)
(2n@?n? +2@°n? - 2abn? —ad nf + 2n@°m+ 2 (@° m-
((‘]’)2m—Zabm+2nadm+adm—2‘66m+n(6)2+nad+
ad+nbd-bd-2nae-de)C, (N (2ma+2a+d)-
(M+1)(M+2) (2ma+d) (ma+na+a+d)
(@ + 4 @° P + 2 @2 0 P + 6 (8)° N — & (b)” P + &(d)” NP + 4 (@)% i+
G(a)zdmz—abdmz+2(a)zemz+4(a)3m—2a(b)2m+2a(d)2m—
b(d)2m+8(a)zem+G(a)zdm—(b)zdm—2abdm+4aedm+
4@°em+2adem+ (a)3—a(t‘))z+a(d)2—t‘)(d)z+e(d)2+a(e)2+4(a)ze+
2(a)26—(b)zd—at‘)d+4aed+2(a)2e+ 2ade-bde)C,,,N

Im FalletT = 0 hat die Rekursionsgleichung immer noch drei Terme. Abefimden flr
T = 0 eine weitere Kreuzregel. Betrachten wir die Differeneget (3.47), so erhalten
wir

TOIVQH(X) = Q1 (¥ + B Qun(X) + ¥ Q1 (X) -

Nutzen wir nun aus, dass = 0 gilt, so erhalten wir furP,(x) = x® mit einfachen
Umformungen die Differenzenregel

T(X)VP,(X) = anP,,,(X) + n@n+ bP,(x) .
Es gilt also eine vierte Kreuzregel
anC.(n+ 1) +n@n+bC (n) =@, ,C, ;N +B,C(N) +¥,:Crres(M . (3.76)
In[59]:= kreuz4 =a*n*C[N+11+ nx (&xn+b) *»Cn] ==

oa[m-1] « C ,[n] + oB[m «C,[n] + oy[m+1] = C,,[Nn];

Wir erhalten eine Rekursionsgleichung, indem wir aus denkKreuzregelrC_(n + 1),
Ca(M undC (n - 1) eliminieren:

In[ 60]: = rek4 = Eliminate [{kreuzl , kreuz2 , kreuz3 , kreuz4 },
{Cpln+1], G, [n], G In-11}1[[1]1]
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Qut [ 60] = oam- 1) ( - ochutm+ 1)&r? — ochutm+ 1) &an+oy(m+ 1)) C,_;(n) ==
ochutm+ 1) &C_(n) n® — oahutm - 1) oqm+ 1)aC,_,(n) n*~
obhutm) oam+ 1) &C,(n) n* — oam+ 1) aC,(n) n*+
ob(m) ochutm + 1) & C,,(n) n? + ochutm + 1) & C(n) n°+
ochutm+ 1) B C_(n) n? — oahutm — 1) oam+ 1) aC _,(nn-
ochutm+ 1) oa(m-1) C.,_;(n) n+ oahufm - 1) oy(m+ 1) C__;(n) n—
obhutm) oom+ 1) &C_,(n) n + ob(m) ochutm+ 1) aC_(n) n—
oam+ 1) BC(n) n+ ochutm+ 1) BC,(n) n — ochutm+ 1) o8(m) C_(n) n+
obhutm) oy(m+ 1) C_(n) n+ odm+ 1) oa(m- 1) C__,(n)—
ochutm+ 1) oa(m-1) C,_;(n) + oahutm- 1) oy(m+ 1) C_,(n)+
oam+ 1) oB(m) C(n) — ochutm + 1) 08(m) C,(n)—
ob(m) oy(m+ 1) C.(n) + obhutm) oy(m+ 1) C(n)
Nach Eingabe der Koeffizienten shiften wirwieder um 1:
In[61]:=rek5 =rekd /. m->m+1;

Wir erhalten dann durch Faktorisieren und Zusammenfassen:

In[62]:= rek6 =
Mapl[ Factor |,
Collect [

Simplify  [Numerator [Together [rek5 [[1]] -rek5 [[2]11111,
{GuIn], Gp1[N1}1]

Qut[62] = (M+2)(m-n)(2ma+d)(2ma+a+d)(ma+na+a+d)

((a)3m4+4(a)3m3+2(a)26rr?+6(a)3mz—a(ﬁ)2mz+a(d)2mz+4(a)zemz+
G(a)zdmz—abdmz+2(a)zem?+4(a)3m—2a(b)2m+23(d)2m—
b(d)zm+8(a)2em+6(a)26m—(h)zdm—2a56m+4aedm+
4@°em+2adem+ (@° - et(t‘))2 + f:t(ﬁ*)2 - 5(6)2 + e(ﬁ)z +a(e)’+
4(a)ze+Z(a)zd—(b)zd—aﬁd+4aed+2(a)ze+Zade—Bae)
Cy(M) - (M+ 1) (M+2) (ma+na+a+d)
((a)2m3—n(a)2mz+at‘)mz+Zadn12+2n2(a)2m+(d)2m+
nabm—2nadm+bdm+aem—n(d)2+nzad+ nae+de)
(@ + 4 @° P + 2 (@2 0 P + 6 (8)° NP — & (b)” P + &(d)” NP + 4 (@2 e ni+
G(a)zdmz—abdmz+2(a)zemz+4(a)3m—2a(5)2m+23(6)2m—
b(d)2m+8(a)zem+G(a)zdm—(b‘)zdm—2abdm+4aedm+
4@%°em+2adem+ (a)° — a(t‘))z + a(d)2 - t‘)((‘)’)2 + e(d)z +a@’+4@°e+
2(a)2(‘1’—(b)zd—abd+4aed+2(a)2e+ 2ade-bde) C, (N

Schliellich erhalten wir durch Eliminierung der Vielfachdie Gleichung (3.71):
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In[63]:

Map[Factor ,

Collect [

1/ PolynomialGCD [Coefficient [reké , {C,[n]1, G, [N1}1[[111,
Coefficient [rek6 , {C,Inl1, C,,[N1}1[[2]1]1]reké6 ,

{Cm[n]1 Cm,.]_[n] }]]
(m-n) (2ma+d)(2ma+a+d) C, (n)-

(m+ 1)((a)2n13—n(a)2mZ+at‘)mZ+2adrr12+2n2(a)2m+(d)2m+nat‘)m—

Qut [ 63]
2nadm+bdm+aem-n (6)2 +n*ad+nae+de) C, ., (N

Satz 3.22 (Darstellung der fallenden Faktoriellen)
Die fallenden Faktoriellen haben bzgl. der klassischekrdien OPS die folgenden
Darstellungen:

h UMy
= % o Cm(X A, (3.77)
s oo DGR E,
X = ;} (/y)mml Mm(x’ yiﬂ)l (378)
h N0 CD'EN) P
x - ;) (_N)m Km(x’ p1 N) (379)
und
L S (L+ @), (-N), (D" (@+B+1+2m) (-n) (L+a+p), .
T m=0 (@+B+2), (@+B+1) (+2+a+p),m Qn% .8, N).
(3.80)

Beweis:Wir wissen, dass die Darstellung der fallenden Faktometlee Form (3.68)
besitzt. Um nurC_(n) zu erhalten, betrachten wir das Termverhaltnis

Coa(N) _ (d +a+ 2am(d + 2am)(—n + n)
C.(n  @n+d+amm+@m+mb+md+e’

(3.81)

welches wir durch Umformung der Gleichung (3.71) erhagmwerden exemplarisch
die Darstellung der Charlierpolynon@ (x,«) herleiten, die anderen Polynome kdnnen
auf analoge Weise bewiesen werden.

Fur die Charlierpolynome giltmd=c=0,b=1,d = -1 unde =y

CuM  (m+ Dy’

Mit 3.13 erhalten wir dann
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Satz 3.23 (Verbindungskoeffizienten der klassischen diskten OPS)
Fur die Charlierpolynome erhalten wir die folgende Verhingsbeziehung:

n—m(_n)m
m!

n Vm
CAK#)=2§G¢W;#V—#) ConX; V). (3.82)
m=0
Folgende Verbindungsbeziehungen gelten fiir die Meixrignoone:

n

(y = 0)(—N)p,
- ©0-n+1-y m

Mo (% v, 1) = M (X; 6, 41) (3.83)

und

L - - -1
Mn(x;%u)=2(ﬂz/ E yy) (O (—V(“ ﬂ))mMm(X;%V)- (3.84)
m=0

v—1) "(y) M V-
Fur die Krawtchoukpolynome erhalten wir die folgenden baitferbindungsbeziehun-
gen:
nem (N (=N, (=™
n'(=N),,

K06 p,N) = > (p-0) K% G, N) (3.85)
m=0

und
. ) n pn—m(M — N)n(—n)
Kn(X, p' N) - ;)nl(N -M —n+l)

mK_(x; p, M). (3.86)

m

Letztlich erhalten wir schlief3lich fir die Hahnpolynome derbindungsdarstellungen

C(a+ 35,2y + D),
T+ D,2a+ 1),

QX a,a,N

3’2:] (-N/2)(~(n = D/ (@ ~ (34~ ¥I2 - /2~y - n- U2),
(_
k=0

Yy -n2)(=yl2-nl2-14)(-—n-a+12)(—y-n/2+1/2)k!

QX7 7, N),
(3.87)

(B - 8)y(-1)"

Qn(x;a’ﬁ! N) = ;) (2+ a’+6)n

(@+6+1+2m (-n)(1+a+9),(n+1+a+p), (D
(@+6+1) = (@+2+n+6) (1-B+6-n m

Q.(x;a,6,N)  (3.88)

und
] _ L (Cl’—)/)n(ﬁ+l)n .
Qux e, N) = ;} (@+1),2+B+7y),)

B+y+1+2m) . =N, A+B8+y) v+, )n+1+a+p), (D"
B+y+1) B+ B+y+n+2 (y-—a-n+1) m

QX v,8,N).
(3.89)
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Beweis:Gesucht sind die Verbindungskoeffizien@gn) der Reihe
n
P09 = > CrMQu)
m=0
Wir erhalten zusammen mit

R0)= > AMX und X' =" B ())Qy»

j=0 m=0
die Darstellung
P00 = D" AMBL(NQu -
j=0 m=0
Vertauschen wir die Summationsreihenfolge, so erhaltemiwiBeziehung

Col) = > AMB(j) -
j=0

Nun stellt der Summanki(j, m, n) := A;(MB,(j) einen hypergeometrischen Term bzgl.
j, m,ndar, also kénnen wir den Zeilbergeralgorithrhasmwenden und somit die ge-
suchte Rekursion fU€,_(n) bzgl. n und m herleiten. Damit erhalten wir Rekursionen
erster Ordnung und somit mittels des erhaltenen hypergeiscteen Terms die gesuch-
te Darstellung zeigen.
Nun wollen wir exemplarisch die Darstellung fir die Chapi@ynome zeigen. Dazu
deklarieren wir mit Satz 3.10 )

J

j!

Aj(n) =

und mit Satz 3.22
Br()) =
Wir wollen den Zeilbergeralgorithmus anwenden. Dazu miiggsezunéchst das Mathematika-

Package ,SpecialFunctions” laden. Nach Laden des Pack8gesial Functions” ge-
ben WirAj(n) undB_(j) ein:

W=D
el

Pochhammer[-n, j ] ( 1)1
n * - — H
J! K

j _.

In[65]:= B = v % Pochhar;nlmer[ j, m )

Mit Anwendung des Zeilbergeralgorithmus erhalten wir dek&sionsgleichung:

In[64]:= A=

I n[ 66] : = SumRekursion [AxB, j, S[M]
Qut[66]= (M-n)vySmM —-mM+1)(u+v)SmM+1) ==

Aus dieser Rekursionsgleichung erhalten wir das Termviika

(m-n)v
Mm+1)-u+v)

INachzulesen in [CompAlg], S. 423ff.
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Betrachten wir nun den Verbindungskoeffizienten der Céagoblynome

m -—
In[67]:= Charlier = (-1)"n v—n * (v-p)" M Pochhamrr’;:ar[ n. M
u |
_1\n,,-n,m, M
QJt[67]:(1)/1 V(:T/ﬂ W (M

und bilden das Termverhaltnis
Charlier /. m-m+1

In[68]:= Charlier [ I FullSimplify
Qut [ 68] = _(m-nmy
(Mm+1)(v-p

so kénnen wir erkennen, dass die Termverhaltnisse glemch si

Auf ahnliche Weise kénnen auch die Verbindungskoeffiziehiergeleitet werden.O

3.9 Erzeugende Funktion

In diesem Abschnitt wollen wir erzeugende Funktionen fi@ klassischen diskreten
OPS betrachten. Die erzeugende Funktion der Polynomfamééniert sich durch die
Potenzreihe

v P
F2):= kzc; Tzk (3.90)
deren Koeffizienten die Polynome der klassischen diski@fs sind. Mittels der Drei-
termrekursion fur das PolynoR)(x) lasst sich dann eine DifferenzengleichungFiir)
finden. L6st man diese, so erhalt man die erzeugende Furfktn

Wir wollen nun die erzeugenden Funktionen der einzelneprfeohfamilien kennenler-
nen.

Meixnerpolynome M, (X; y, 1):
Um die erzeugende Funktion fur die Meixnerpolynome zu ¢ehnabetrachten wir die
Gleichung (3.90)

(9

N My, )
F@2 := kz_; et
wobei wir aus (3.44) fuM, (x; y, 1) mit (3.37) die Darstellung
j
_§ s, (1))

=0 (Y)j j!

—k,—x
Mk(X;Yaﬂ) ) F]_ 1-
Y

erhalten. Unsere erzeugende Funkfiaqm) hat also die Form

1\

o © (k) (=x). (1-=
DR k<)fly(>jX)J'( .2 (3.91)

< J! k!
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Um diese Formel auflésen zu kénnen, wenden wir den so gemaRatenmyeralgo-
rithmus’ an.
Pochhammer[ k, j 1 * Pochhammer[-x, j ]

Pochhammer [y, j ]

(1-3) 2k
ke
Z(1-2) (k) (-,
jTk! );
I n[ 70] : = FasenmyerRE [term , {k, 1}, {j, 1}]
Qut[70]= (j-Xzu-DSP+(+D(+uSj+D==0
Wir erhalten also fUSj das Termverhaltnis

In[69]:= term

out [ 69] =

S (-0zu-1)

=—— . 3.92
S T (DG ym (3.92)
und somit reduziert sich (3.91) auf
o (—X%); :
F(2 = e ( 1-= z)
. Jz:(; (Y)jJ! ( )
—X
Gk
Y
Somit erhalten wir insgesamt
= M, . 40) R
X7, 1 _
Fz) = kZi e =R (5)z |, (3.93)
i Y

wobei€* ein historisch gegebener Standardisierungsfaktor dirste

Analog erhalten wir fur die Charlierpolynome und die Kralndgakpolynome die erzeu-
gene FunktionCharlierpolynome C,(x; u):
Fur die erzeugende Funktion der Charlierpolynome gilt digédnde Beziehung

= C.(X; t,
) = kz_; L:! W — e ik (3.94)

Krawtchoukpolynome K, (x; p, N):
Fur die Krawtchoukpolynome erhalten wir fiir die erzeugenBenktion

N —X
F@) = ZK(XPN)zk & F = || (3.95)
k=0
N

2Kann auf S. 395 von [CompAlg] nachgelesen werden.
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3.10 OPS als Losungen holonomer Rekursionsgleichungen

Wir wollen zum Abschluss nun noch einen Algorithmus kenrernén, der uns um-
gekehrt aus einer holonomen Dreitermrekursion ein klaksts diskretes OPS liefert,
sofern es existiert.

Satz 3.24 (Algorithmus)
Der folgende Algorithmus entscheidet, ob eine gegebermbate Dreitermrekursion
ein klassisches diskretes OPS als Losung hat und gibt denltgr L6sung zurlick.

1. Eingabe: eine holonome Dreitermrekursion

qn(X)Pn+2(X) + rnF)n+1(X) + SnPn(X) =0 (396)

2. Verschiebung: Verschiebe den Index um
maxn € N_gIn ist eine Nullstelle vonq,,_,(X) oder s,(X)} + 1} , (3.97)

falls notwendig.

3. Umschreiben: Man bringt die Rekursionsgleichung in folgende Form

Pn+]_(x) = tn(X)Pn(X) + unPn_]_(X) (tn(x)l un(x) € Q(n, X)) "

Ist nunt (X) kein Polynom vom Grd. in x oder istu,(X) bzgl.x nicht konstant, so
gibt es keine klassische diskrete OPS-L6sung. (Beende tgmithmus.)

4. Lineare Transformation: Wir schreiben die Rekursionsgleichung unter der li-

nearen Transformation— 2 mit unbestimmten Konstanteénundg auf.

5. Standardisierung: SeienA,, B, undC, gegeben durch

P =Ax+B)P,x-CP_,x (A,B,C,eQmn),A,+0). (3.98)
Dann definiert man,, w,, € Q[n] mit ggtv,, w,) = 1 gemafs

Kis _p =
knAn

Y

Wh

6. Normalisierung: Setze

~ B ~ C

B.:=-"eQ(n) und C_ := I — e Q(n).
A " AAL

Nun kiirzt man diese rationalen Funktionen. Ist der Grad véhlet oder Nenner

vonB,, groler al2 oder ist der Grad vom Zahler oder Nenner @ygrof3er als

4, so existiert keine klassische diskrete OPS-Losung.r@eéen Algorithmus.)
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7. Polynomidentitdten: Setze

8 - n(d + 2b)(d + an— a) + &(d — 2a)
n— (2an- 2a+ d)(d + 2an)

und
C. = —((n-21)(d+an-a)and- db- ad + a?n? — 2an + 4ca+ a2 + 2ea— b?)

n
—dbe+ dc + aé?) - (@n-+d-2an)
(d — a+ 2an)(d + 2an— 3a)(2an— 2a + d)?

Dabei sindh, b, ¢, dunde noch unbestimmt. Diese Identitdten werden durch Mul-
tiplikation mit dem Hauptnenner in Polynomform gebracht.

8. Koeffizientenvergleich: Vergleicht man die Koeffizienten der Potenzen von
in den beiden Gleichungen, so liefert dies ein nicht-lieedBleichungssystem in
den Unbestimmtea, b, c, d, e, fundg.

Gibt es keine Lésung oder nur eine Lésung i 0 des Gleichungssystems, so
existiert keine klassische diskrete OPS-L6sung. (BeeedeAdhorithmus.)

9. Ausgabe: Gib das klassische diskrete OPS aus, das der sich ergebBifteen
renzengleichung (3.10) geméal3 der Tabellen 1 und 2 entsprich

Beweis:

Es sei eine Rekursion der Form (3.96) gegeben. Angenomneelgrg, ,(X) nochs, ()
besitzen nicht-negative ganzzahlige Nullstellen baglda andernfalls diese Rekursi-
onsgleichung nicht dazu benutzt werden kaRjix) iterativ beginnend miB,(x) (und

P ,(x) == 0) fur allen = -1 zu berechnen oder wertlos in der Rickwartsrichtung ist.
Man setzt nun

N { 0, falls g, ,(X) unds (x) keine nicht-negative Nullstelle besitzt (3.99)

maxn € N_jIn ist eine Nullstelle vory,_,(x) oders, (x)} + 1, sonst

Nun betrachtet map, (x) := P, (X stattP,(x). (Man substituiert also an dieser Stelle
in (3.96)n » n+ N und ersetzP,(x) durchp,_,(X).)
Der Einfachheithalber nimmt man aber hier fir den Beweisdass die Rekursion
(3.96) mit
9,(X), r,(X), 5,(X) € Q[n, X erfullt ist.
Es ist eine Losung der Form (2.8)

P =kxX"+kx"t+... (neN_,k #0)

gesucht. Dazu dividiert man (3.96) durgh(x) und ersetzt durchn — 1. Man erhalt
also eine Rekursionsgleichung der Form

P.1X) =t XP,X +u,XP,_,X (t,X),u,X € Q(n,X). (3.100)

Es existiert aber wegen Satz 2.6 fur jede linear transfotmiéamilieP, (x) eines klas-
sischen diskreten OPS eine Rekursionsgleichung der Fofi)(2

P =AXx+B)P,xX-CP,_,x (A,B,C,cQM),A, +0). (3.101)
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Somit mussen (3.100) und (3.101) tbereinstimmemPR&)/P, ,(X) € Q(n, X liegt,

kann man folgern, dags(x) = A x+ B, undu,(x) = —C,, gilt. Dies zeigt den 3. Teil des

Satzes.

Es sind nun aber Lésungen der Form (2.8) gesucht. Koeffeawetgleich in (3.101)

nachx"! liefert dazu K y
+1 n

o T W,

Wh

(3.102)

wobeiv,, w, € Q[n] gilt. Das gegebena, = 32 e Q(n) erzeugt also ein Termverhaltnis

%. Desweiteren liefert uns (3.102) ein hypergeometriscresmk , der bis auf No-
mierungskonstantk, = P,(x) eindeutig gegeben ist. Zudem stellt (3.102) sicher, dass
k, fur alle n € N ausk, gegeben sind, da die Nullstellen varn eine Teilmenge der
Nullstellen vong,,_,(x) darstellen.

Pa®

Indem wir nun eine Rekursionsgleichung fiir das zugehérigeische OP® (x) = o

erzeugen, wird die Abhangigkeit vak, eliminiert. Fur I5n(x) erhalten wir also aus
(3.102) die Gleichung

~ B.\ ~ C, - - ~
P = (x + —”) P, - —P (X)) =(x+B,)P,x-CP,_,, 3.103
1 A0 Ap, a0 = B 00 (2109

wobei also B c
B,="eQmn und C,=—"— Q).
A, AAn1

Aus Satz 3.11 erhalten wir also f8f, undC,

5 _ 2bn(a(n—1) + d) + e(d - 2a)

" (2a(n-1) + d)(2an+d (3.104)
und

~ -n@an-2) +d) (c+ bln-1)+e
" @2n-1 +d)ya2n-23) +d) (2a(n-1) + d)

5 ((@e—bd) ab(n - 1))) .

(3.105)
Diese sind unabhéangig vdq, was den 5. und 6. Teil des Satzes beweist.
In den Schritten 7 und 8 des Satzes werden nur arithmetisoiferthungen gemacht.
Hier bleibt nichts zu beweisen. O

Beispiel 2
Wir betrachten die Rekursionsgleichung

P (¥ — (X=n=1)p. (X +an+ 1)%p,(X) = 0, (3.106)

welche vony € R abh&ngt. Gesucht ist eine klassische diskrete OPS-Ldsung.

2. Wir betrachten die Nullstellen vam,_,(X) = 1 unds,(X) = a(n + 1)>. Da beide
keine reellen Nullstellen irn haben, setzen wiMl = 1 und somit miissen wir keine
Indexverschiebung durchftihren.
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. Durch Umschreibung der Rekursionsgleichung (3.10&I&h wir
P..(¥) = (X=n)P,(X) + an’P._,(X). (3.107)

. Wir erhalten durch die lineare Transformatiors 2 von (3.107) die Gleichung
Pr (X; g) = (X; 9_ n) P, (—X; g) —an’P,_, (—’: g) . (3.108)

. Durch Umformung erhalten wir die Standardisierung

pml(ﬂ) _ (E v (9 N n)) P (ﬂ) _ anzpn_l(x;g) . (3.109)

f f f f f
wobei also giltA, = 1, B, = - (% + n) undC, = an?.

. Durch Normalisierung erhalten wir

. B -({+n
A, i
und c X
~ an
= n_ — = f2.an? (3.111)
AnAn—l % %

. Wir setzen zuderB, undC, wie im Schritt 7 des Algorithmus 3.24.

. Nun miissen wir Koeffizientenvergleich der Potenzenrvdar Gleichungen ma-
chen und erhalten ein nicht-lineares System in den Vamgblé, c,d, e, f, gy},
welches die Lésung

{a:O,b:b,c:—b(_e%der),d:d,e: e,f:_dLZb,g:_g,
Y b(d+b)}
~ (d + 2b)?

besitzt. Nun méchten wir aberals beliebig voraussetzen, also I6sen wir die letzte
Gleichung nach auf und erhalten

d 1
b=--|1% :
o1+ )

AnschlieBendes Einsetzen in die oben erhaltene Losuregtliehs

{a—Ob——9(1+ 1 )C_4ae—e—2ad+§ 1
’ V1-4e) 21-4a) ~ 241-40

fop Lt ——9}
T V-4 T

. Wir stellen schlieB3lich fest, dass unsere holonome Emaitekursion fil — 4o >
0, also genaw < %1 Lésungen fur Meixner- bzw. Krawtchoukpolynome liefert.
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