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fortsetzt. Bei Verweisen auf Sätze, Definitionen, Beispiele usw. aus dem Buch Ma-
thematik mit DERIVE ist die entsprechende Nummer mit einer vorgestellten

”
I.”

angegeben. Ferner ist zum einfacheren Auffinden die jeweilige Seitenzahl ebenfalls
zitiert.

Das vorliegende Buch behandelt den üblichen Kanon der mehrdimensionalen Ana-
lysis, wie er an einer deutschen Hochschule im Rahmen des zweiten und teilweise
des dritten Semesters durchgenommen wird, mit dem Unterschied, daß wieder das
Computeralgebrasystem Derive als didaktisches Hilfsmittel eingesetzt wird. Die
Analysis-Vorlesung habe ich vom Sommersemester 1992 bis zum Sommersemester
1993 abgehalten, nachdem ich mich im Rahmen eines Forschungsstipendiums der
Alexander von Humboldt-Stiftung zusammen mit Robert P. Gilbert (University of
Delaware, USA) und Adi Ben-Israel (Rutgers-University, USA) für ein Jahr an der
University of Delaware mit der Einbindung von Derive in die Mathematikausbil-
dung beschäftigt hatte. Ferner wurde mein Projekt in den Jahren 1990–1992 von
der FNK (Ständige Kommission für Forschung und wissenschaftlichen Nachwuchs)
der FU Berlin gefördert.

Derive vereinigt graphische Fähigkeiten, die der Bearbeitung mit Papier und Blei-
stift gänzlich versagt bleiben, mit bemerkenswerten numerischen und symbolischen
Rechenfähigkeiten, die häufig über die Möglichkeiten einer Handberechnung weit
hinausgehen, und ist dabei kinderleicht zu bedienen. Hat man bereits die eindimen-
sionale Analysis mit Derive unterrichtet, können sich die Studenten dieser Fähig-
keiten nun bereits recht professionell bedienen, was die Verständlichmachung vieler
mehrdimensionaler Konzepte sehr erleichtert, ob nun durch dreidimensionale Gra-
phiken, durch numerische oder durch symbolische Rechnungshilfestellungen. Ich ha-
be Derive gegenüber anderen Computeralgebrasystemen wie Axiom, Macsyma,
Maple, Mathematica oder Reduce den Vorzug gegeben, da es auf jedem IBM-
kompatiblen PC lauffähig, recht preiswert und dabei besonders benutzerfreundlich
ist. Hinzukommt, daß Derive nur bescheiden programmierfähig ist, mit dem Vor-
teil, daß man auch keine Zeit für eine Programmierausbildung verschwenden kann.
Ich habe weiterhin die Erfahrung gemacht, daß Studentinnen und Studenten, die
erst einmal Erfahrungen mit Derive gesammelt haben, dann auch keine oder nur
geringe Schwierigkeiten haben, ein anderes Computeralgebrasystem anzuwenden.
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In erster Linie ist das Buch für Mathematikstudenten an deutschen Hochschulen ge-
dacht. Es ermöglicht, den kanonischen Stoff durchzunehmen und den Studentinnen
und Studenten gleichzeitig die intelligente Benutzung von Derive beizubringen.
Dabei wurde die Benutzung von Derive nicht zum Selbstzweck, sondern als di-
daktisches Hilfsmittel eingesetzt. Wirklich rechenintensive Problemstellungen sind
dann nicht von vornherein aussichtslos.

Die im Buch integrierten Derive-Sitzungen habe ich als Dozent mit Derive vor-
geführt. Dazu genügen im Prinzip Folien mit der Bildschirminformation von De-

rive. Besser ist natürlich ein LCD-Display-Bildschirm, mit dem sich mit Hilfe eines
Overheadprojektors der Computerbildschirm an die Wand projizieren läßt. Mit die-
ser Ausrüstung können die Derive-Sitzungen direkt vorgeführt werden.

In der Regel war eine der 5 wöchentlichen Übungsaufgaben zur expliziten Benut-
zung von Derive gedacht. Zur Behandlung der Übungsaufgaben standen meinen
Studentinnen und Studenten die PCs des Computer-Labors am Fachbereich Mathe-
matik zur Verfügung.

Im übrigen stellte sich heraus, daß nur sehr wenige Studentinnen und Studenten
noch keine Berührung mit Computerprogrammen gehabt hatten und daß den mei-
sten die Arbeit mit Derive leicht fiel.

Die Benutzung von Computeralgebraprogrammen wie Derive im Mathematikun-
terricht ist ein hochaktuelles Thema, wie folgende Beispiele zeigen:

• In der Zeitschrift Didaktik der Mathematik und in weiteren didaktikorientier-
ten Zeitschriften wird dieses Thema seit einiger Zeit ausgiebig erörtert. Ferner
gab es etliche Tagungen zu dieser Fragestellung. Man siehe dazu z.B. die auf
S. 191–194 zitierten Arbeiten. Aus der Fülle derartiger Veröffentlichungen ha-
be ich hauptsächlich die deutschsprachigen in meine Liste aufgenommen.

• Ab 1994 wird viermal jährlich die Zeitschrift The International DERIVE Jour-
nal erscheinen, die sich insbesondere der Einbindung von Derive in die ma-
thematische Ausbildung widmen wird. Der Autor dieses Buchs ist ein Mitglied
des internationalen Herausgebergremiums.

• Das österreichische Unterrichtsministerium hat eine Lizenz von Derive für
Österreichs Gymnasien erworben, s. [Kutzler].

Daher möchte ich die Lektüre und den Einsatz dieses Buchs auch folgendem Perso-
nenkreis wärmstens ans Herz legen:

• Gymnasiallehrerinnen und -lehrer, die in ihrem Unterricht mit Derive arbei-
ten wollen und das Buch dazu als zusätzliches Unterrichtsmaterial verwen-
den, werden vielfältige Anregungen für die Anwendung von Derive schöpfen
können. Ich empfehle die Vorstellung zum Stoff passender Derive-Sitzungen
zusammen mit der Bearbeitung der mit dem Symbol 3 versehenen Übungs-
aufgaben. Einige davon verbinden in ausgezeichneter Weise mathematische
Wissensvermittlung mit dem Einsatz von Derive.
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• Besonders interessierte Schülerinnen und Schüler der gymnasialen Oberstufe
können mit Hilfe von Derive auch ein wenig Luft in der höheren Mathe-
matik schnuppern, und sie werden sogleich ausgebildet in der Benutzung ei-
nes Mathematikprogramms, das vielleicht in Kürze bereits die Taschenrechner
ablösen wird. Schon jetzt gibt es Derive im Westentaschenformat, s. [Kutz-
ler].

• Schließlich bietet sich das Buch für die Benutzung in der Mathematikausbil-
dung an Fachhochschulen an. Gerade hier, wo es auf eine praxisnahe Ausbil-
dung ankommt, kommt man an Mathematikprogrammen in der nahen Zukunft
nicht vorbei.

Zwar ist das Gesamtniveau des Buchs sowohl für Gymnasien als auch für Fachhoch-
schulen ohne Zweifel zu hoch, wenn man aber die Beweise wegläßt bzw. verkürzt
und sich auf die Benutzung von Derive konzentriert, kann das Buch gute Hilfe
leisten.

Hier seien einige Beispiele möglicher Unterrichtsprojekte aufgeführt, bei denen die
Benutzung von Derive sehr hilfreich sein kann:

• Mehrdimensionale Grenzwerte und stetige Fortsetzung, s. § 1.4.

• Extrema von Funktionen zweier Variablen, s. § 2.4.

• Polynomapproximation impliziter Funktionen und von Lösungen gewöhnlicher
Differentialgleichungen, s. § 3.1, § 4.1, § 4.3 sowie [Koepf2].

• Iteration und Fixpunkte, s. § 3.2–§ 3.3.

• Graphische Darstellung zweidimensionaler Kurven und Berechnung von Kur-
venlängen, s. Kapitel 5.

• Anwendung des Transformationssatzes mehrdimensionaler Integrale, s. § 6.4.

Nun ein paar Worte zur Gestaltung des vorliegenden Buchs:

• Für Dezimaldarstellungen verwende ich den Dezimalpunkt statt des Dezimal-
kommas, zum einen, um eine mit Taschenrechner- oder Computerausgaben
verträgliche Darstellung zu gewährleisten, zum anderen, um Verwechslungen
bei Vektoren vorzubeugen.

• Die Graphiken wurden mit dem Computeralgebrasystem Mathematica er-
zeugt und die generierten PostScript-Versionen habe ich noch einer pro-
grammiertechnischen Verfeinerung unterzogen.

• Übungsaufgaben, die besonders wichtig für das Verständnis des behandelten
Stoffs sind und im weiteren verwendet werden, sollten von jeder/m Lernenden
bearbeitet werden und sind durch das Symbol ◦ gekennzeichnet.
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• Besonders schwierige oder technische Übungsaufgaben sind mit einem Stern
(?) gekennzeichnet. Sie sind nur beim Einsatz des Buchs an Hochschulen ge-
dacht.

• Übungsaufgaben, die für Handberechnung zu langwierig erscheinen, tragen
das Symbol 3 und sollten mit Derive bearbeitet werden. Ich ermuntere aus-
drücklich dazu, auch andere Übungsaufgaben – sofern nicht explizit anders
gefordert – unter Zuhilfenahme von Derive zu lösen. Auch – oder gerade –,
wenn die Lösung mit Derive nicht immer auf Anhieb gelingen wird, ist der
Lerneffekt groß: Bei der Bearbeitung jeder Übungsaufgabe lernt der Schüler
oder Student sowohl einen mathematischen Sachverhalt als auch etwas Neues
zur Bedienung von Derive dazu.

• Englische Übersetzungen wichtiger mathematischer Fachausdrücke sind als
Fußnoten angegeben, da Fachliteratur heutzutage meist auch von deutschen
Autoren auf Englisch geschrieben wird. Zudem tragen alle Derive Menüs und
Funktionen englische Namen.

• Gleichungen, auf die verwiesen wird, sind durchnumeriert und rechts mit einer
Gleichungsnummer versehen. Tritt eine Gleichungsnummer links auf, so han-
delt es sich um eine Gleichung, die bereits früher vorkam und zur Erinnerung
noch einmal aufgeschrieben wurde.

• Das Ende von Beispielen, Definitionen usw. wird durch das 4-Zeichen angege-
ben, falls es nicht mit dem Beginn eines neuen Beispiels, einer neuen Definition
usw. zusammenfällt. Das Ende eines Beweises ist durch das 2-Zeichen gekenn-
zeichnet.

• Die Ausgaben von Derive sind teilweise versionsabhängig und ebenso von
einigen Einstellungen abhängig. In diesem Licht müssen die angegebenen Aus-
gaben betrachtet werden. Sie können nicht unbedingt genau so reproduziert
werden. Ich habe, sofern nicht anders angegeben, grundsätzlich die Standard-
einstellung bei der Version 2.58 verwendet.

• Gegen Überweisung von 20,− DM (Wolfram Koepf, Postbank Berlin, Bank-
leitzahl 100 100 10, Kontonummer 40 26 21 - 109, Verwendungszweck: Diskette

”
Höhere Analysis”, 5.25 oder 3.5 Zoll, mit vollständiger Adresse) kann beim

Autor wieder eine Diskette bestellt werden, die alle Derive-Sitzungen sowie
die mit Derive bearbeiteten Übungsaufgaben enthält.
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Ich möchte mich an dieser Stelle bei allen recht herzlich bedanken, die bei der
Durchführung des vorliegenden Buchprojekts mitgewirkt bzw. sie ermöglicht ha-
ben. Insbesondere bedanke ich mich bei der Alexander von Humboldt-Stiftung für
das zur Verfügung gestellte Feodor-Lynen-Forschungsstipendium, bei der FU Berlin
für die Förderung meines Forschungsprojekts Symbolische Programmierung sowie
beim Fachbereich Mathematik der Freien Universität Berlin für die Zuweisung eines
Forschungstutors.

Berlin, am 10. Dezember 1993 Wolfram Koepf
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1 Metrische Räume und Stetigkeit

1.1 Konvergenz in metrischen Räumen

In der linearen Algebra werden lineare Abbildungen L : IRn → IRm behandelt, die
durch eine m×n-Matrix

A := (ajk) =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn




repräsentiert werden. Lineare Abbildungen sind besonders einfache Funktionen, die
IRn in IRm abbilden. Wir wollen in der Folge kompliziertere Funktionen betrachten,
die eine Teilmenge des IRn in IRm abbilden. Um Begriffe wie Stetigkeit in diesen
Rahmen zu übertragen, stellt man zunächst fest, daß es bei reellen Funktionen
f : I → IR zur Definition der Stetigkeit darauf ankam, daß man Entfernungen
zwischen Punkten in IR messen konnte: Für kleine Abstände im Urbildbereich sollten
auch die Abstände im Bildbereich klein sein. Dies kann man jedoch auch im IRn

machen:

Definition 1.1 (Abstand im IRn) Für zwei Punkte x = (x1, x2, . . . , xn) und y =
(y1, y2, . . . , yn) der Menge IRn wird durch

d(x,y) = |y − x| :=

√√√√
n∑

k=1

(yk − xk)2 (1.1)

der euklidische Abstand zwischen x und y erklärt. 4

Es ist wesentlich, daß diese Abstandsfunktion – wie schon die eindimensionale Ab-
standsfunktion – folgende Eigenschaften einer Metrik besitzt.

Satz 1.1 (Metrikeigenschaften) Die n-dimensionale Abstandsfunktion (1.1)
d : IRn× IRn → IR+

0 hat die Eigenschaften:

(a) (Definitheit) d(x,y) ≥ 0 für alle x,y ∈ IRn, wobei d(x,y) = 0 genau dann
gilt, wenn x = y ist.

(b) (Symmetrie) d(y,x) = d(x,y) für alle x,y ∈ IRn.

(c) (Dreiecksungleichung) d(x, z) ≤ d(x,y) + d(y, z) für alle x,y, z ∈ IRn.
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Beweis: Die Eigenschaften (a) und (b) sind direkte Folgen der Definition.
(c) Mit Hilfe der Rechnung

0 ≤
n∑

j,k=1

(akbj − ajbk)2 =

n∑

j,k=1

(
a2

kb
2
j − 2 ajakbjbk + a2

jb
2
k

)

=

n∑

k=1

a2
k

n∑

j=1

b2j − 2

n∑

j=1

ajbj

n∑

k=1

akbk +

n∑

j=1

a2
j

n∑

k=1

b2k

= 2

n∑

k=1

a2
k

n∑

k=1

b2k − 2

(
n∑

k=1

akbk

)2

bekommt man die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (s. Übungsaufgaben I.1.17–1.19
(S. I.26) für einen anderen Beweis)

n∑

k=1

akbk ≤

√√√√
n∑

k=1

a2
k

√√√√
n∑

k=1

b2k ,

und hieraus schließlich

n∑

k=1

(ak + bk)2 =

n∑

k=1

a2
k + 2

n∑

k=1

akbk +

n∑

k=1

b2k

≤
n∑

k=1

a2
k + 2

√√√√
n∑

k=1

a2
k

√√√√
n∑

k=1

b2k +

n∑

k=1

b2k =




√√√√
n∑

k=1

a2
k +

√√√√
n∑

k=1

b2k




2

.

Mit ak := xk − yk und bk := yk − zk ist dies die quadrierte Dreiecksungleichung. 2

Definition 1.2 (Metrischer und normierter Raum) Gibt es auf einer Menge
M eine Abstandsfunktion d : M2 → IR+, die die Metrikeigenschaften aus Satz 1.1
besitzt, so heißt M versehen mit d ein metrischer Raum. Sei M ein linearer Raum,
in dem eine Norm erklärt ist, d. h. eine Funktion ‖ ‖ : M → IR+ mit den Norm-
eigenschaften aus Satz I.12.1 (S. I.330):

(a) ‖f‖ ≥ 0, wobei ‖f‖ = 0 genau dann gilt, wenn f = 0 ist,

(b) ‖αf‖ = |α| · ‖f‖ für alle α ∈ IR,

(c) ‖f + g‖ ≤ ‖f‖ + ‖g‖.

Dann nennt man M einen normierten Raum, und durch die Vorschrift

d(f, g) := ‖f − g‖ (1.2)

wird eine Metrik d definiert. Man sagt, jede Norm induziert eine Metrik. Entspringt
andererseits die Metrik einer Norm, so heißt der metrische Raum normiert. 4



1.1 Konvergenz in metrischen Räumen 3

Wir haben implizit schon viele Beispiele metrischer und normierter Räume kennen-
gelernt:

Beispiel 1.1 (a) IRn mit der Abstandsfunktion (1.1) ist ein metrischer Raum.
IRn ist auch ein normierter Raum, wobei ‖x‖ := |x|. Man nennt diese Norm
die n-dimensionale euklidische Norm und IRn versehen mit dieser Norm den n-
dimensionalen euklidischen Raum. Man beobachte, daß im Beweis von Satz 1.1 ge-
nau die Dreiecksungleichung für diese Norm bewiesen wurde. Die Menge IRn kann
auch mit der Maximumnorm

‖x‖ := max
k=1,...,n

xk

bzw. mit der Betragssummennorm

‖x‖ :=

n∑

k=1

|xk|

normiert und damit zu einem metrischen Raum gemacht werden.
(b) Sei B[a, b] die Menge der im Intervall [a, b] beschränkten Funktionen. Dann ist
B[a, b] zusammen mit

‖f‖ = sup
x∈[a,b]

|f(x)| (1.3)

ein normierter Raum, da mit f, g ∈ B[a, b] und α ∈ IR auch f + g sowie αf wieder
in B[a, b] liegen (linearer Raum!). Man nennt (1.3) die Supremumsnorm.
(c) Sei C[a, b] die Menge der im Intervall [a, b] stetigen Funktionen. Auch C[a, b]
ist ein linearer Raum (warum?) und nach dem Satz vom Maximum nimmt jedes
Element f ∈ C[a, b] in [a, b] ein Maximum und ein Minimum an, so daß die Supre-
mumsnorm (1.3) endlich ist. Also ist auch C[a, b] ein normierter Raum und wird
mit (1.2) zum metrischen Raum.
(d) Auch die Menge R[a, b] der in [a, b] Riemann-integrierbaren Funktionen wird
durch die Supremumsnorm normiert. Ebenfalls allerdings kann man R[a, b] mit Hil-
fe der Integralnorm

‖f‖ :=

b∫

a

|f(t)| dt

normieren. Die Dreiecksungleichung folgt in diesem Fall aus der Monotonie und der
Linearität des Integrals.
(e) Die Menge l1 aller reellen Folgen (an)n∈IIN0

, für die

‖(an)‖ :=

∞∑

k=0

|ak| <∞ (1.4)
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existiert, versehen mit der Abstandsfunktion (1.2), ist ein metrischer Raum, da (1.4)
die Normeigenschaften erfüllt.
(f) Die Menge Cn[a, b] (n ∈ IN) der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf
[a, b] wird durch die Supremumsnorm normiert. Sie kann aber auch gemäß

‖f‖
n

:=
n∑

k=0

∥∥∥f (k)
∥∥∥

durch Summation der Supremumsnormen der Ableitungen normiert werden. 4
Wie man sieht, werden mit den Begriffen des metrischen und normierten Raums
nicht nur Zahlenmengen wie IRn, sondern auch Funktionenmengen erfaßt.

Wir wollen nun den Konvergenzbegriff in metrischen Räumen erklären. Da jeder
normierte Raum automatisch ein metrischer Raum ist, sind diese Begriffe damit
insbesondere auch in normierten Räumen erkärt. Sie stellen direkte Verallgemeine-
rungen der entsprechenden Begriffe in IR bzw. IR3 dar.

Definition 1.3 (Kugel, Sphäre, Umgebung, Beschränktheit, Konvergenz,
Häufungspunkt, Cauchyfolge) Sei M mit der Metrik d ein metrischer Raum.
Dann nennen wir die Menge {x ∈M | d(x, a) < r} die offene Kugel mit Mittelpunkt
a und Radius r und bezeichnen sie mit B(a, r)1. Entsprechend heißen die Mengen
{x ∈M | d(x, a) ≤ r} bzw. {x ∈M | d(x, a) = r} die abgeschlossene Kugel bzw.
Sphäre mit Mittelpunkt a und Radius r.

Eine Menge U , zu der es einen Radius ε > 0 gibt, derart, daß die offene Kugel
um a mit Radius ε in U liegt, heißt Umgebung von a. Jede offene Kugel B(a, ε) ist
also selbst eine Umgebung von a und heißt die ε-Umgebung von a.

Für eine Menge A ⊂M(A 6= ∅) nennen wir

diamA := sup {d(x, y) | x, y ∈ A}
den Durchmesser von A, und wir setzen diam ∅ := 0. Ist nun diamA < ∞, dann
heißt A beschränkt, andernfalls unbeschränkt.

Ist weiter (an)n eine Folge in M , d. h. an ∈ M (n ∈ IN0), dann nennen wir
(an)n konvergent mit dem Grenzwert (oder Limes) a, falls lim

n→∞
d(an, a) = 0 ist.

Wir schreiben wieder

lim
n→∞

an = a sowie an → a (n→ ∞) .

Falls die Folge (an)n nicht konvergiert, heißt sie divergent. Sie heißt beschränkt,
falls die Menge {an ∈M} beschränkt ist.

Ein Punkt a ∈M heißt Häufungspunkt der Folge (an)n, falls jede Umgebung von
a unendlich viele Folgenglieder enthält.

Schließlich heißt (an)n Cauchyfolge, falls zu jedem ε > 0 ein Index N ∈ IN exi-
stiert, so daß für alle m,n ≥ N gilt

d(an, am) ≤ ε .

1Englisch: ball
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Beispiel 1.2 Die offene Kugel B(a, r) hat einen Durchmesser diamB(a, r) = 2r
und ist somit beschränkt. Entsprechend sind die abgeschlossenen Kugeln und die
Sphären beschränkt.

Im IRn sind ebenfalls die n-dimensionalen Quader

Q := {(x1, x2, . . . , xn) ∈ IRn | ak ≤ xk ≤ bk (k = 1, . . . , n)}
= [a1, b1] × [a2, b2] × · · · × [an, bn]

(ak, bk ∈ IR (k = 1, . . . , n)) beschränkt, da sie in Kugeln liegen:

Q ⊂ B(0, r) mit r := max{|ak|, |bk| | (k = 1, . . . , n)} .

Die Quader sind die n-dimensionalen Verallgemeinerungen der reellen Intervalle. 4

Wie im Reellen bekommt man folgende Eigenschaften konvergenter Folgen.

Lemma 1.1 (Eigenschaften konvergenter Folgen)

(a) Jede konvergente Folge hat genau einen Grenzwert.

(b) Jede konvergente Folge ist beschränkt.

(c) Jede Teilfolge einer konvergenten Folge hat denselben Grenzwert.

(d) Ein Punkt a ist genau dann ein Häufungspunkt einer Folge, wenn diese eine
gegen a konvergente Teilfolge hat.

(e) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beweis: (a) folgt genau wie Lemma I.4.2 (S. I.85) bei der Annahme zweier Grenzwerte

a, b ∈M durch die Wahl ε := d(a,b)
4

.

(b) entspricht Satz I.4.1 (S. I.86) mit analogem Beweis.

(c) entspricht Übungsaufgabe I.4.7 (S. I.92).

(d) Ist a ein Häufungspunkt von (an)n, dann enthält jede Umgebung von a, insbesonde-

re jede Kugel B(a, ε), unendlich viele Folgenglieder an. Wählt man nun für k ∈ IN aus

B
(
a, 1

k

)
je ein ank (nk < nk+1) aus, so konvergiert die Teilfolge ank gegen a.

Enthält andererseits (an)n eine gegen a konvergierende Teilfolge ank , so enthält jede Um-

gebung von a zunächst eine ε-Umgebung von a, und diese enthält wiederum unendlich

viele Folgenelemente, nämlich alle Folgenelemente ank (k ≥ K).

(e) entspricht einer Implikationsrichtung des Beweises des Cauchyschen Konvergenzkrite-

riums (Satz I.4.6, S. I.98). 2

Im metrischen Raum IR galt auch die Umkehrung von (e). Nun gibt es andererseits
metrische Räume, in denen die Umkehrung von (e) nicht gilt, z. B. Q versehen mit
der üblichen Abstandsfunktion. Daher definieren wir
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Definition 1.4 (Vollständigkeit, Banachraum) Ein metrischer Raum M mit
Metrik d heißt vollständig, falls jede Cauchyfolge (an)n gegen ein a ∈M konvergiert.
M heißt dann vollständiger metrischer Raum. Wird d durch eine Norm ‖ ‖ erzeugt,
nennen wir M einen Banachraum.2 4
Die Vollständigkeit hat sich in der eindimensionalen Analysis als unentbehrliches
Hilfsmittel herausgestellt. Dasselbe wird sich in der Folge auch bei der mehrdimen-
sionalen Analysis erweisen. Die Vollständigkeit trennt die Spreu vom Weizen bei
unseren Beispielen 1.1.

Beispiel 1.3 (a) IRn mit der n-dimensionalen euklidischen Norm ist ein Banach-
raum, da |x − y| → 0 ⇐⇒ |xk − yk| → 0 (k = 1, . . . , n), und da IR vollständig
ist. Genauso sieht man, daß IRn auch dann ein Banachraum ist, wenn IRn mit der
Maximumnorm bzw. mit der Betragssummennorm normiert ist.
(b) B[a, b] mit der Supremumsnorm ist ebenfalls ein Banachraum. Dazu ist zu zei-
gen, daß eine Cauchyfolge beschränkter Funktionen fn (im Sinne der Supremums-
norm) gegen eine beschränkte Funktion konvergiert. Ist nämlich für alle ε > 0 und
n,m ≥ N

sup
x∈[a,b]

|fn(x) − fm(x)| ≤ ε ,

so ist zunächst für jedes x ∈ [a, b] offenbar die Folge (fn(x))n eine reelle Cauchyfolge.
Wegen der Vollständigkeit von IR konvergiert daher fn also punktweise, sagen wir
gegen f : [a, b] → IR. Zu zeigen bleibt f ∈ B[a, b], d. h., daß f beschränkt ist. Da die
Konvergenz nach Satz I.12.5 (Cauchysches Konvergenzkriterium für gleichmäßige
Konvergenz, S. I.333) aber auf [a, b] gleichmäßig ist, finden wir genau wie im Be-
weis von Satz I.4.6 (Cauchysches Konvergenzkriterium, S. I.98) eine für alle x ∈ [a, b]
gültige gemeinsame Schranke M . Dies entspricht aber der Beschränktheit von (fn)n.
(c) Auch C[a, b] ⊂ B[a, b] versehen mit der Supremumsnorm ist ein Banachraum.
Hier folgt die Vollständigkeit aus dem Satz I.12.2 über die Stetigkeit der Grenzfunk-
tion bei gleichmäßiger Konvergenz (S. I.331).
(d) Der durch die Supremumsnorm normierte Raum R[a, b] der in [a, b] Riemann-
integrierbaren Funktionen ist auf Grund von Übungsaufgabe I.12.9 (S. I.335) ein
Banachraum.

Normiert man R[a, b] allerdings mit der Integralnorm, so ist wegen Beispiel I.12.2
(S. I.328) und Satz I.12.3 (S. I.331) dieser Raum nicht vollständig. Dies zeigt, daß
die Wahl der Norm (Metrik) entscheidende Auswirkung auf die Eigenschaften nor-
mierter (metrischer) Räume haben kann.
(e) Daß die Menge aller reellen Folgen (an)n∈IIN0

mit endlicher Betragssumme (1.4)
bzgl. dieser Norm einen Banachraum bildet, soll in Übungsaufgabe 1.2 bewiesen
werden.
(f) Die Menge C1[a, b] der stetig differenzierbaren Funktionen auf [a, b] mit der Su-
premumsnorm ist nicht vollständig. Dies zeigen z. B. die Funktionen fn : [−1, 1] →
IR mit fn(x) := |x|1+1/n, die in C1[−1, 1] liegen und gleichmäßig gegen die Betrags-
funktion streben, welche nicht in C1[−1, 1] liegt. Wird C1[a, b] allerdings durch

2Stefan Banach [1892–1945]
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‖f‖
1

:= ‖f‖ + ‖f ′‖

normiert, so liegt wegen Satz I.12.4 (S. I.332) ein Banachraum vor.

Übungsaufgaben

1.1? (Hilbertscher3 Folgenraum) Die Menge l2 aller reellen Folgen (an)n∈IIN0
,

für die

‖(an)‖
2

:=

√√√√
∞∑

k=0

|ak|2 <∞ (1.5)

existiert, wird durch (1.5) normiert. Man zeige, daß l2 ein Banachraum ist. Hinweis:
Man verwende Übungsaufgabe I.4.34 (S. I.115).

1.2? Die Menge l1 aller reellen Folgen (an)n∈IIN0
mit endlicher Betragssumme (1.4)

bildet bzgl. dieser Norm einen Banachraum.

1.3 Zeige, daß die Menge Cn[a, b] (n ∈ IN) der n-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen auf [a, b] mit der Norm

‖f‖
n

:=
n∑

k=0

∥∥∥f (k)
∥∥∥

ein Banachraum ist. Dagegen ist Cn[a, b] mit der Supremumsnorm nicht vollständig.

1.4 Sei IRn durch die euklidische Norm, die Maximumnorm bzw. die Betragssum-
mennorm normiert. Man vergleiche die Einheitskugeln

{x ∈ IRn | ‖x‖ ≤ 1}

miteinander.

1.5? (Äquivalente Normen) Zwei Normen ‖ ‖
1

und ‖ ‖
2

eines normierten Raums

M heißen äquivalent, falls es α, β ∈ IR gibt derart, daß

α ‖x‖
1
≤ ‖x‖

2
≤ β‖x‖

1

für alle x ∈M . Man zeige, daß alle Normen in IRn äquivalent sind.

3David Hilbert [1862–1943]
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1.2 Topologie metrischer Räume

In diesem Abschnitt wollen wir die Grundbegriffe der Topologie metrischer Räume
behandeln. Eine wichtige Rolle spielen offene, abgeschlossene und kompakte Men-
gen. Zunächst führen wir die ersten beiden Begriffe ein.

Definition 1.5 (Offene und abgeschlossene Mengen, innere Punkte und
Randpunkte) Eine Teilmenge A ⊂ M eines metrischen Raums M heißt offen,
falls zu jedem Punkt a ∈ A noch eine ganze ε-Umgebung B(a, ε) ⊂ A (ε > 0) liegt.
Einen solchen Punkt a ∈ A nennt man einen inneren Punkt einer Teilmenge A ⊂M .
Liegen stattdessen in jeder ε-Umgebung von a sowohl Punkte aus A als auch Punkte
aus dem Komplement A′ := M \ A von A, dann nennen wir a Randpunkt von A.
Die Mengen

Ao := {x ∈ A | x ist innerer Punkt von A}
bzw.

∂A := {x ∈M | x ist Randpunkt von A}
heißen das Innere bzw. der Rand von A. Die Menge A := A ∪ ∂A heißt Abschluß
von A. Das Komplement einer offenen Menge heißt abgeschlossen.

Beispiel 1.4 Ist M = IR, so sind alle offenen Intervalle offen, und die abgeschlosse-
nen Intervalle sind abgeschlossen.4 Hat ein Intervall die Endpunkte a und b, so sind
diese die Randpunkte des Intervalls. Das Innere eines Intervalls mit den Endpunkten
a < b ist immer das offene Intervall (a, b) und sein Abschluß ist das abgeschlossene
Intervall [a, b]. Die obigen Definitionen stellen also Verallgemeinerungen der Situa-
tion in IR dar.

Gemäß der nun gegebenen Definition sind die unbeschränkten Intervalle (a,∞),
(−∞, b) bzw. (−∞,∞) = IR ebenfalls offen, und die Intervalle [a,∞), (−∞, b] bzw.
IR sind abgeschlossen. 4

Es gilt nun zunächst die Charakterisierung

Lemma 1.2 In einem metrischen Raum M sind die drei Mengen Ao, ∂A = ∂ (A′)
sowie (A′)o paarweise disjunkt, und es gilt Ao ∪ ∂A ∪ (A′)o = M .

Beweis: Die Beziehung ∂A = ∂ (A′) gilt direkt nach Definition. Es ist ebenfalls klar,
daß ∂A mit Ao und ∂ (A′) mit (A′)o keine gemeinsamen Punkte hat. Wegen Ao ⊂ A und
(A′)o ⊂ A′ sind auch Ao und (A′)o disjunkt.

Sei nun x ∈ M gegeben. Entweder ist x ∈ A, dann liegt x in Ao oder in ∂A, ist x aber

aus A′, so ist der Punkt ein Element von ∂ (A′) oder (A′)o. 2

Wir betrachten nun Vereinigungen und Durchschnitte offener bzw. abgeschlossener
Mengen. Sei zunächst A eine beliebige Menge von Teilmengen von M .

4Daher also die Bezeichnungsweise!
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Definition 1.6 (Vereinigung und Durchschnitt bzgl. beliebiger Indexmen-
gen) Dann definieren wir durch

⋃

A∈A
A := {x ∈M | es gibt ein A ∈ A mit x ∈ A}

bzw. ⋂

A∈A
A := {x ∈M | für alle A ∈ A ist x ∈ A}

die Vereinigung bzw. den Durchschnitt der Mengen des Mengensystems A. Für
beliebige Vereinigungen und Durchschnitte dieser Art gelten die de Morganschen5

Formeln
(
⋃

A∈A
A

)′

=
⋂

A∈A
A′ bzw.

(
⋂

A∈A
A

)′

=
⋃

A∈A
A′

der Mengenlehre. 4
Wir erhalten hiermit den

Satz 1.2 Sei M ein metrischer Raum. Dann gelten

(a) Die Vereinigung beliebig vieler und der Durchschnitt endlich vieler offener
Mengen ist wieder offen.

(b) Der Durchschnitt beliebig vieler und die Vereinigung endlich vieler abgeschlos-
sener Mengen ist wieder abgeschlossen.

Beweis: Wir stellen zunächst fest, daß es auf Grund der de Morganschen Regeln genügt,
(a) zu zeigen. Sei V beliebige Vereinigung offener Mengen. Ist dann a ∈ V , so ist a nach
Definition der Vereinigung in einer dieser offenen Mengen, sagen wir in A, enthalten. Da
A offen ist, gibt es ein ε > 0 mit B(a, ε) ⊂ A ⊂ V , also ist V offen.

Ist nun andererseits D der endliche Durchschnitt offener Mengen Ak (k = 1, . . . , n).

Dann liegt jedes a ∈ D nach Definition des Durchschnitts in allen Ak (k = 1, . . . , n), und

wegen der Offenheit gibt es εk > 0 (k = 1, . . . , n) derart, daß B(a, εk) ⊂ Ak gilt. Wählen

wir nun ε := min{εk | k = 1, . . . , n}, dann gilt offenbar B(a, ε) ⊂ D, also ist D offen. 2

Beispiel 1.5 Der Durchschnitt beliebig vieler offener Mengen ist nicht notwendig
wieder offen. Sei nämlich M = IR und An := (−1/n, 1/n). Dann sind offenbar alle
An (n ∈ IN) offen, aber trotzdem ist

⋂
n∈IIN

An = {0} nicht offen. 4

Als direkte Folge von Satz 1.2 bekommen wir zunächst die folgende naheliegende
Eigenschaft.

Korollar 1.1 Sei A ⊂ M eine Teilmenge eines metrischen Raums M . Dann ist
das Innere Ao von A offen, und der Rand ∂A und der Abschluß A von A sind
abgeschlossene Mengen.

5Augustus de Morgan [1806–1871]
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Beweis: Ao ist offen, da Ao nach Definition die Vereinigung von ε-Umgebungen seiner

Elemente ist. Ebenso ist (A′)o offen, und somit sind gemäß Lemma 1.2 die Mengen ∂A =

(Ao ∪ (A′)o)′ und A = ((A′)o)′ abgeschlossen. 2

Beispiel 1.6 Gemäß Korollar 1.1 ist die offene Kugel B(a, r) offen und die abge-
schlossene Kugel {x ∈M | d(x, a) ≤ r} = B(a, r) abgeschlossen, so daß die Namen
gerechtfertigt sind. Zusammen mit Beispiel 1.2 stellen wir fest, daß die abgeschlos-
senen Kugeln abgeschlossene, beschränkte Mengen darstellen.

Ebenso sind in IRn die n-dimensionalen Quader abgeschlossen und beschränkt. 4
Wir wollen nun den Abschluß einer Menge durch Folgen charakterisieren. Dazu
definieren wir

Definition 1.7 (Häufungspunkt einer Menge) Sei A ⊂ M eine Teilmenge ei-
nes metrischen Raums M . Ein Punkt a ∈M heißt Häufungspunkt von A, falls jede
Umgebung von a unendlich viele Punkte aus A enthält. 4
Wir haben dann den

Satz 1.3 (Charakterisierung abgeschlossener Mengen) Eine Teilmenge
A ⊂ M eines metrischen Raums M ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle
ihre Häufungspunkte enthält.

Beweis: Angenommen, eine Menge A enthält alle ihre Häufungspunkte, und sei a ∈ A′

gegeben. Lägen nun in jeder ε-Umgebung B(a, ε) Punkte aus A, so fänden wir für ε = 1/n
eine Folge (an)n von Punkten an ∈ B(a, 1/n) aus A. Da A aber alle seine Häufungspunkte
enthält, wäre a ∈ A, im Widerspruch zu a ∈ A′. Also gibt es eine ε-Umgebung B(a, ε), in
der kein Punkt aus A liegt, und folglich ist A′ offen, d. h. A ist abgeschlossen.

Enthält andererseits eine Menge A nicht alle ihre Häufungspunkte, so gibt es also einen

Häufungspunkt a ∈ A′. Da nun in jeder ε-Umgebung von a unendlich viele Elemente aus

A liegen, kann A′ nicht offen, d. h. A nicht abgeschlossen sein. 2

Wir führen nun die letzte wichtige Klasse von Teilmengen metrischer Räume ein: die
kompakten Mengen. Sie werden in der allgemeinen Theorie die Rolle der abgeschlos-
senen Intervalle übernehmen, z. B. werden wir sehen, daß reelle stetige Funktionen
in kompakten Mengen Maxima und Minima annehmen.

Definition 1.8 (Kompakte Mengen) Eine Teilmenge A ⊂ M eines metrischen
Raums M heißt (folgen)kompakt, falls jede Folge in A eine gegen einen Punkt aus
A konvergierende Teilfolge enthält. 4
In allgemeinen topologischen Räumen, d. h. Räumen mit einer Umgebungsstruktur,
definiert man Kompaktheit anders, nämlich mittels offener Überdeckungen. Dieser
Begriff stimmt jedoch in metrischen Räumen mit dem eingängigeren Begriff der
Folgenkompaktheit überein.

Es gelten nun unmittelbar folgende Aussagen.

Lemma 1.3 (Eigenschaften kompakter Mengen) Sei A ⊂ M eine Teilmenge
eines metrischen Raums M . Dann gelten:
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(a) Ist A kompakt, so ist A beschränkt und abgeschlossen.

(b) Ist A ⊂ B ⊂M , A abgeschlossen und B kompakt, so ist auch A kompakt.

Beweis: (a) Die Abgeschlossenheit einer kompakten Menge folgt sofort aus Satz 1.3.

Ist A unbeschränkt, so gibt es ein b ∈ A sowie eine Folge (an) von Punkten aus A mit

d(an, b) → ∞. Gäbe es nun eine konvergente Teilfolge, sagen wir d(ank , a) ≤ ε für k ≥ K,

dann hätten wir mit der Dreiecksungleichung d(ank , b)≤d(ank , a) + d(a, b)≤d(a, b) + ε,

einen Widerspruch. Folglich besitzt (an) keine konvergente Teilfolge, und A ist nicht kom-

pakt.

(b) folgt direkt aus Satz 1.3. 2

Die folgende Aussage gilt nicht in jedem metrischen Raum, sondern ist eine Spezia-
lität des IRn.

Satz 1.4 (Kompakte Mengen des IRn) Eine Teilmenge A ⊂ IRn ist genau dann
kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschränkt ist.

Beweis: Ist A eine abgeschlossene und beschränkte Teilmenge von IRn und (an) eine

Folge von Punkten aus A, dann existiert durch koordinatenweise Anwendung des Satzes

von Bolzano-Weierstraß eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert gemäß Satz 1.3 zu A

gehört. 2

Beispiel 1.7 Gemäß Beispiel 1.6 stellen die abgeschlossenen Kugeln sowie die n-
dimensionalen Quader im IRn abgeschlossene, beschränkte Mengen dar, welche nach
Satz 1.4 kompakt sind.

Übungsaufgaben

1.6? Ist eine Teilmenge A ⊂ IRn sowohl offen als auch abgeschlossen, so gilt: entweder
ist A = IRn oder A = ∅.

1.7 Sei A ⊂M eine Teilmenge eines metrischen Raums M .

(a) Ao ist die größte offene Teilmenge von A, d. h. Ao ist die Vereinigung aller
offener Teilmengen von A.

(b) A ist die kleinste abgeschlossene Obermenge vonA, d. h.A ist der Durchschnitt
aller abgeschlossener Obermengen von A.

(c) A ist genau dann offen bzw. abgeschlossen, wenn A = Ao bzw. A = A gilt.

1.8 (Äquivalente Normen) Die von äquivalenten Normen (s. Übungsaufgabe
1.5) erzeugten Topologien sind gleich, d. h. äquivalente Normen erzeugen dasselbe
System offener Mengen.

1.9 Eine Teilmenge D ⊂M eines metrischen Raums M mit der Metrik d ist selbst
ein metrischer Raum mit der Metrik d. Zeige: Eine TeilmengeD1 ⊂ D ist genau dann
offen (abgeschlossen) in (D, d), falls sie Durchschnitt einer offenen (abgeschlossenen)
Menge M1 ⊂M in (M,d) mit D ist.
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1.3 Stetige Funktionen zwischen metrischen Räumen

Zur Definition von Grenzwerten und der Stetigkeit reeller Funktion benutzten wir
Abstände im Urbild- wie im Bildbereich. Hat man nun eine Funktion f : D → M2

gegeben, die eine Teilmenge D ⊂ M1 eines metrischen Raums M1 in einen metri-
schen Raum M2 abbildet, so können wir die dortigen Definitionen unter Benutzung
der jeweiligen Metriken direkt übertragen. Man beachte, daß wir der Einfachheit
halber für die Metriken in M1 und M2 das gleiche Symbol d verwenden, obwohl in
M1 eine Metrik d1 und in M2 eine Metrik d2 gegeben sein kann. Je nachdem, ob
man Abstände in D oder in M2 betrachtet, ist mit d dann d1 bzw. d2 gemeint.

Definition 1.9 (Grenzwert und Stetigkeit) Sei f : D → M2 eine Funktion
einer Teilmenge D ⊂ M1 eines metrischen Raums M1 in einen metrischen Raum
M2 und sei eine punktierte Umgebung U \ {ξ} des Punktes ξ ∈M1 in D enthalten.

Die Zahl η ∈M2 heißt Grenzwert oder Limes von f(x) für x gegen ξ, wenn es zu
jeder vorgegebenen Zahl ε > 0 eine Zahl δ > 0 gibt, so daß

d(f(x), η) ≤ ε

für alle x 6= ξ mit

d(x, ξ) ≤ δ .

Wir schreiben dafür wieder

lim
x→ξ

f(x) = η oder f(x) → η für x→ ξ .

Ist nun weiter f auch an der Stelle ξ definiert, ist also ξ ∈ D, so heißt f stetig an
der Stelle ξ, falls

f(ξ) = lim
x→ξ

f(x)

gilt, andernfalls unstetig. Wir nennen f in ganz D stetig, wenn f an jedem Punkt
von D stetig ist. 4

Wie in Beispiel I.6.1 (S. I.143) erweisen sich konstante Funktionen sowie die Iden-
tität (falls M2 = M1) als stetig. In Beispiel I.6.2 (S. I.143) hatten wir die reelle
Betragsfunktion betrachtet. Allgemein gilt

Beispiel 1.8 (Stetigkeit der Metrik) Sei M ein metrischer Raum mit Metrik d
und sei a ∈M gegeben. Dann ist der Abstand bzgl. a, d. h. die Funktion dist : M →
IR mit distx := d(x, a), in ganz M stetig. Sei nämlich b ∈ M und ε > 0 gegeben.
Für δ := ε und d(x, b) ≤ δ gilt dann

| distx− dist b| = |d(x, a) − d(b, a)| ≤ d(x, b) ≤ ε

mit Hilfe der Dreiecksungleichung, und folglich ist d an der Stelle b stetig. Da b
beliebig war, ist d in ganz M stetig. 4



1.3 Stetige Funktionen zwischen metrischen Räumen 13

Die Sätze aus § 6.1 können nun direkt übertragen werden. Zunächst kann die Ste-
tigkeit wieder durch Folgen beschrieben werden.

Satz 1.5 (Folgenkonvergenz und Folgenstetigkeit) Sei f : D →M2 eine Funk-
tion einer TeilmengeD ⊂M1 eines metrischen RaumsM1 in einen metrischen Raum
M2, und sei eine punktierte Umgebung U \ {ξ} des Punktes ξ ∈M1 in D enthalten.
Dann ist lim

x→ξ
f(x) = η genau dann, wenn für jede gegen ξ konvergierende Folge

(xn)n in D liegender Punkte lim
n→∞

f(xn) = η ist.

Demnach ist f stetig an der Stelle ξ ∈ D genau dann, wenn für jede gegen ξ
konvergierende Folge (xn)n in D liegender Punkte f(ξ) = lim

n→∞
f(xn) ist. 2

Als direkte Folge haben wir dann wieder

Korollar 1.2 (Vertauschung von Grenzprozessen) Sei f : D → M2 eine ste-
tige Funktion einer Teilmenge D ⊂ M1 eines metrischen Raums M1 in einen me-
trischen Raum M2 und (xn)n eine Folge in D liegender Punkte. Konvergiert (xn)n

gegen einen Punkt ξ ∈ D, dann konvergiert (f(xn))n, und es gilt

lim
n→∞

f(xn) = f
(

lim
n→∞

xn

)
. 2

Aus dem Folgenkriterium für die Stetigkeit folgt wieder für die Komposition

Satz 1.6 (Stetigkeit der Komposition) Seien h : D1 → M2 und G : D2 →
M3 Funktionen von Teilmengen D1 ⊂ M1 bzw. D2 ⊂ M2 der metrischen Räume
M1,M2,M3 mit h(D1) ⊂ D2, die an der Stelle ξ ∈ D1 bzw. h(ξ) ∈ D2 stetig seien.
Dann ist die Komposition f = G ◦ h an der Stelle ξ stetig. Insbesondere: Ist h in
ganz D1 und G in h(D1) stetig, so ist G ◦ h stetig in D1. 2

Wir geben nun eine Charakterisierung stetiger Funktionen durch offene (abgeschlos-
sene) Mengen.6

Satz 1.7 (Topologische Charakterisierung der Stetigkeit) Eine Funktion f :
D →M2 einer Teilmenge D ⊂M1 eines metrischen Raums M1 in einen metrischen
Raum M2 ist genau dann stetig in D, falls das Urbild jeder offenen Teilmenge
von M2 offen ist, bzw. falls das Urbild jeder abgeschlossenen Teilmenge von M2

abgeschlossen ist.

Beweis: Da offene bzw. abgeschlossene Mengen Komplemente voneinander sind, reicht
es, die erste Äquivalenz zu zeigen. Sei also zunächst f stetig in D und die Menge W ⊂M2

sei offen. Wir müssen zeigen, daß f−1(W ) offen ist. Sei ξ ∈ f−1(W ), d. h. ξ ∈ D mit
f(ξ) ∈ W . Wegen der Offenheit von W gibt es ein ε > 0 derart, daß B(f(ξ), 2 ε) ⊂ W .
Zu diesem ε gibt es dann aber wegen der Stetigkeit von f an der Stelle ξ ein δ > 0, so
daß für alle x ∈ D mit d(x, ξ) ≤ δ die Beziehung d(f(x), f(ξ))) ≤ ε, also insbesondere
f(x) ∈ B(f(ξ), 2 ε) ⊂W . Also ist B(ξ, δ) ⊂ f−1(W ), und f−1(W ) ist folglich offen.

6Eine solche ist also rein topologisch, d. h. unabhängig von der Metrik, formuliert und liefert
die Grundlage für die Definition der Stetigkeit von Funktionen zwischen topologischen Räumen.
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Sei andererseits für jede offene Menge W ⊂M2 das Urbild f−1(W ) offen, und sei ξ ∈ D

gegeben. Dann hat insbesondere die offene Kugel B(f(ξ), ε) ein offenes Urbild B−1. Da

ξ ∈ B−1 liegt, gibt es nun also ein δ > 0 mit B(ξ, δ) ⊂ B−1. Dies besagt aber nichts

anderes, als daß aus d(ξ, x) < δ die Beziehung d(f(ξ), f(x)) < ε folgt, also die Stetigkeit

von f an der Stelle ξ. 2

Wir hatten erwähnt, daß die kompakten Mengen in der allgemeinen Theorie die
Rolle der abgeschlossenen Intervalle übernehmen. Solchen Fragestellungen wenden
wir uns nun zu. Eine erste wesentliche Folge der Kompaktheit ist der

Satz 1.8 (Bild kompakter Mengen) Bildet f : D →M2 eine TeilmengeD ⊂M1

eines metrischen Raums M1 stetig in einen metrischen Raum M2 ab und ist D
kompakt, so ist auch f(D) kompakt.

Beweis: Sei eine Folge (bn)n von Werten in f(D) vorgegeben. Dann gibt es eine Urbild-

folge (an)n von Werten in D mit bn = f(an). Da D kompakt ist, gibt es nun eine gegen

einen Punkt a ∈ D konvergierende Teilfolge ank , und zu dieser wiederum eine Bildfolge

bnk = f(ank ). Wegen der Stetigkeit strebt nun bnk = f(ank) → f(a) = b ∈ f(D), und

folglich ist f(D) kompakt. 2

Für Funktionen nach IR hat man hieraus sofort die folgende Verallgemeinerung von
Satz I.6.6 (S. I.160).

Korollar 1.3 [Stetige Funktionen nehmen ihre Extremalwerte an) Bildet
f : D → IR eine kompakte Teilmenge D ⊂ M1 eines metrischen Raums M1 stetig
nach IR ab, so nimmt sie dort ihr Supremum und Infimum an, d. h. es gibt Stellen
x1, x2 ∈ D mit

f(x1) = sup {f(x) ∈ IR | x ∈ D} = max {f(x) ∈ IR | x ∈ D}
sowie

f(x2) = inf {f(x) ∈ IR | x ∈ D} = min {f(x) ∈ IR | x ∈ D} .

Beweis: Gemäß Satz 1.8 wird D auf eine kompakte Teilmenge von IR abgebildet, die

nach Satz 1.4 abgeschlossen und beschränkt ist. Wegen der Beschränktheit existieren Su-

premum und Infimum von f(D), und da abgeschlossene Mengen ihre Häufungspunkte

enthalten, liegen sie beide in f(D). 2

Ebenso gilt die folgende Entsprechung von Satz I.6.11 (S. I.174).

Satz 1.9 (Stetigkeit der Umkehrfunktion) Bildet f : D →M2 eine kompakte
TeilmengeD ⊂M1 eines metrischen RaumsM1 stetig und injektiv in den metrischen
Raum M2 ab, so ist f−1 : f(D) →M1 stetig.

Beweis: Wir verwenden die topologische Charakterisierung der Stetigkeit aus Satz 1.7.

Wir müssen also zeigen, daß das Urbild jeder abgeschlossenen Menge A ⊂ D unter f−1

wieder abgeschlossen ist, bzw. daß das Bild f(A) jeder abgeschlossenen Menge A ⊂ D

abgeschlossen ist. Als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge D ist A gemäß

Lemma 1.3 (c) selbst kompakt, und somit ist wegen Satz 1.8 auch f(A) kompakt, insbe-

sondere abgeschlossen. 2

Auch der Satz über die gleichmäßige Stetigkeit hat allgemeine Gültigkeit.
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Definition 1.10 (Gleichmäßige Stetigkeit) Eine Funktion f : D → M2 einer
Teilmenge D ⊂M1 eines metrischen Raums M1 in einen metrischen Raum M2 heißt
gleichmäßig stetig in D, wenn zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert, derart, daß für
alle x, ξ ∈ D mit d(x, ξ) ≤ δ die Beziehung d(f(x), f(ξ)) ≤ ε folgt.

Satz 1.10 (Gleichmäßige Stetigkeit in kompakten Mengen) Bildet f : D →
M2 eine kompakte Teilmenge D ⊂ M1 eines metrischen Raums M1 stetig in den
metrischen Raum M2 ab, so ist f sogar gleichmäßig stetig in D.

Beweis: Der Beweis von Satz I.6.8 (S. I.165) ist direkt übertragbar und soll in Übungs-

aufgabe 1.10 durchgeführt werden. 2

Ebenso konvergiert eine gleichmäßg konvergente Folge stetiger Funktionen wieder
gegen eine stetige Funktion.

Definition 1.11 (Gleichmäßige Konvergenz) Eine Folge von Funktionen fn :
D →M2 einer Teilmenge D ⊂M1 eines metrischen Raums M1 in einen metrischen
Raum M2 heißt gleichmäßig konvergent auf D gegen die Funktion f : D →M2, falls
für alle ε > 0 ein Index N ∈ IN derart existiert, daß für alle x ∈ D und alle n ≥ N

d(fn(x), f(x)) ≤ ε

gilt. 4
Eine direkte Übernahme des Beweises von Satz I.12.2 (S. I.331) liefert

Satz 1.11 (Stetigkeit der Grenzfunktion) Die Grenzfunktion f : D →M2 ei-
ner auf einer TeilmengeD ⊂M1 eines metrischen RaumsM1 definierten gleichmäßig
konvergenten Folge (fn)n stetiger Funktionen fn : D →M2 ist wieder stetig. 2

Übungsaufgaben

1.10 Man führe den Beweis von Satz 1.10 aus.

1.11◦ (IRn-wertige Funktionen) Eine Funktion f = (f1, f2, . . . , fn) : D → IRn

einer Teilmenge D ⊂ M1 eines metrischen Raums M1 ist genau dann stetig in D,
falls die Koordinatenfunktionen fk : D → IR (k = 1, . . . , n) stetig sind.

1.12 Die folgenden Funktionen fk : IR2 → IR (k = 1, 2) sind stetig:

(a) f1(x, y) := x+ y , (b) f2(x, y) := x · y , (c) f3(x, y) := |x− y| .
1.13 Man zeige, daß die endliche Vereinigung kompakter Mengen eines metrischen
Raums wieder kompakt ist.

1.14? (Cauchy-Kriterium für gleichmäßige Konvergenz) Eine Folge von
Funktionen fn : D → M2 einer kompakten Teilmenge D ⊂ M1 eines metrischen
Raums M1 in einen vollständigen metrischen Raum M2 konvergiert genau dann
gleichmäßig auf D, falls es zu jedem ε > 0 ein N ∈ IN gibt mit

d(fn, fm) ≤ ε

für alle n,m ≥ N .
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1.15? (Weierstraßsches Majorantenkriterium) Sei fn : D → IR eine Folge von
Funktionen einer Teilmenge D ⊂M1 eines metrischen Raums M1 nach IR mit

‖fn‖D ≤Mn

für positive Zahlen Mn, für die
∑
Mk konvergiert, dann ist die Funktionenreihe∑

fk absolut und gleichmäßig konvergent in D.

1.16 Man gebe jeweils ein Beispiel einer stetigen Funktion, bei der es Bilder offener
Mengen gibt, die nicht offen sind bzw. nicht kompakte Urbilder kompakter Mengen.

1.4 Stetigkeit von Vektorfunktionen mehrerer Variablen

Definition 1.12 (Variablen und Koordinatenfunktionen) Wir betrachten nun
Funktionen f : D → IRm einer Teilmenge D ⊂ IRn. Werde durch f der Punkt
x :=(x1, x2, . . . , xn)∈D abgebildet auf den Vektor f(x) :=(f1(x),f2(x), . . . ,fm(x)),
so heißen x1, x2, . . . , xn die Variablen von f , und f1, f2, . . . , fm heißen die Ko-
ordinatenfunktionen. Wir nennen f eine Vektorfunktion bzw. vektorwertig. Statt

f(x) = f
(
(x1, x2, . . . , xn)

)
schreiben wir der Einfachheit halber f(x1, x2, . . . , xn).

Die Menge
{
(x1, x2, . . . , xn, f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) ∈ IRn+m

∣∣ x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ D
}

heißt wieder der Graph von f .

Beispiel 1.9 (Lineare Abbildungen sind stetig) Wir betrachten als erstes eine
lineare Abbildung A : IRn → IRm, die durch die m×n-Matrix7

A := (ajk) =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn




dargestellt sei. Wir zeigen, daß A stetig, ja sogar gleichmäßig stetig ist. Seien x, ξ ∈
IRn gegeben. Dann gilt für h = (h1, h2, . . . , hn) := x − ξ wegen der Linearität
von A mit den kanonischen Einheitsvektoren im Bildraum e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 =
(0, 1, . . . , 0), . . . , em = (0, 0, . . . , 1)

|A(x) −A(ξ)| = |A(h)| =

∣∣∣∣∣∣

m∑

j=1

n∑

k=1

ajk hk ej

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣

m∑

j=1

n∑

k=1

ajk hk

∣∣∣∣∣∣

≤

√√√√
m∑

j=1

n∑

k=1

a2
jk ·

√√√√
n∑

k=1

h2
k = ‖A‖ · |x− ξ| (1.6)

7Ohne Verwechslungen befürchten zu müssen, verwenden wir sowohl für die Funktion als auch
für die sie repräsentierende Matrix dasselbe Symbol A.
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unter Verwendung der Schwarzschen Ungleichung, wobei wir die Konstante ‖A‖ :=√
m∑

j=1

n∑
k=1

a2
jk als die Norm von A bezeichnen. Aus (1.6) folgt unmittelbar, daß A

gleichmäßig stetig ist. 4

In Übungsaufgabe 1.11 wurde gezeigt, daß eine vektorwertige Funktion f genau
dann überall stetig ist, wenn die Koordinatenfunktionen fk : D → IR (k = 1, . . . ,m)
überall stetig sind. Es stellt sich naturgemäß die Frage, ob eine Funktion mehrerer
Variablen stetig ist, falls sie bzgl. der einzelnen Variablen stetig ist. Das folgende
Beispiel zeigt, daß dies im allgemeinen nicht der Fall ist.

Beispiel 1.10 Sei f : IR2 → IR mit

f(x, y) :=

{ x y
x2+y2 falls (x, y) 6= (0, 0)

0 sonst
.

Die Funktion ist stetig bzgl. beider Variablen mit

lim
x→0

f(x, y) = f(0, y) = 0 sowie lim
y→0

f(x, y) = f(x, 0) = 0 .

Andererseits ist z. B. für y = x 6= 0

f(x, x) =
x2

2x2
=

1

2
6= 0 ,

und folglich ist f nicht stetig an der Stelle (0, 0) ∈ IR2.

Abbildung 1.1 Eine unstetige Funktion, die koordinatenweise stetig ist

Dieses Verhalten muß man sich folgendermaßen vorstellen: Während der Grenzwert
lim
x→0

f(x, y) Änderungen des Funktionswerts von f bei festem y nur in Richtung der
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x-Achse wahrnimmt, und bei lim
y→0

f(x, y) Abstände nur in Richtung der y-Achse

gemessen werden, verlangt die Stetigkeit von f an der Stelle (ξ1, ξ2) ∈ IR2 die
Kontrolle über den Abstand vom Grenzwert in einer Umgebung von (ξ1, ξ2) und
nicht nur parallel zu den Achsen. Für den Graphen

{
(x, y, z) ∈ IR3

∣∣ z = f(x, y)
}

von f heißt dies, daß zwar seine Schnitte mit der xz-Ebene {y = 0} bzw. yz-Ebene
{x = 0} stetig sind, nicht aber der Graph selbst, s. Abbildung 1.1.

Nach obigen Betrachtungen existiert in der Tat der Grenzwert

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)

nicht, denn der müßte ja eindeutig sein. 4

Andererseits gilt folgende Umkehrung:

Lemma 1.4 (Partielle Stetigkeit stetiger Funktionen) Existiert bei einer ste-
tigen Funktion f : D → IRm einer Teilmenge D ⊂ IRn der Grenzwert η := lim

x→ξ
f(x)

für einen Punkt ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), für den eine punktierte Umgebung U \{ξ} ⊂ D
ist, so existiert auch der koordinatenweise iterierte Grenzwert

lim
x1→ξ1

(
lim

x2→ξ2

(
· · ·
(

lim
xn→ξn

f(x1, x2, . . . , xn)

)
· · ·
))

(1.7)

und stimmt mit η überein, wobei es im gegebenen Fall auf die Reihenfolge der
Grenzwertbildung in (1.7) nicht ankommt.

Ist insbesondere f noch an der Stelle ξ erklärt und stetig, so sind auch die par-
tiellen Funktionen, die bei konstant gehaltenen anderen Variablen nur von jeweils
einer der Variablen abhängen, stetig.

Beweis: Wegen der Stetigkeit existiert der innerste Grenzwert

lim
xn→ξn

f (x1, x2, . . . , xn−1, xn) = f (x1, x2, . . . , xn−1, ξn)

und stimmt mit dem entsprechenden Funktionswert überein. Eine iterative Anwendung
desselben Arguments zeigt, daß der Grenzwert (1.7) gleich

lim
x1→ξ1

f (x1, ξ2, ξ3, . . . , ξn) (1.8)

ist. Gemäß Voraussetzung liegt für alle x in einer δ-Umgebung von ξ der Wert f (ξ) in
einer ε-Umgebung von η. Wegen

|x1 − ξ1| =

∣∣∣(x1, ξ2, ξ3, . . . , ξn) − (ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξn)

∣∣∣ =

∣∣∣(x1, ξ2, ξ3, . . . , ξn) − ξ
∣∣∣

liefert der Grenzwert (1.8) also den Wert η.

Der Grenzwert ist von der Reihenfolge der Iteration unabhängig, da dieselbe Argumen-

tation auf jede Reihenfolge des iterierten Grenzwerts angewendet werden kann. 2
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Sitzung 1.1 Man kann mit Derive keine mehrdimensionalen Grenzwerte berech-
nen, aber man kann in diesem Fall gemäß Lemma 1.4 mehrdimensionale Grenzwerte
iterativ bestimmen. Dabei kommt es nicht auf der Reihenfolge an. Ist die Prämisse
von Lemma 1.4 allerdings verletzt, können iterierte Grenzwerte von der Reihenfolge
abhängen. Wir betrachten folgende Beispiele:

Grenzwert Derive Eingabe Ausgabe

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
LIM(LIM(x y/(x^2+y^2),x,0,0),y,0,0) 0

LIM(LIM(x y/(x^2+y^2),y,0,0),x,0,0) 0

lim
(x,y)→(0,0)

x− y

x+ y
LIM(LIM((x-y)/(x+y),x,0,0),y,0,0) −1

LIM(LIM((x-y)/(x+y),y,0,0),x,0,0) 1

lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2
LIM(LIM((x^2-y^2)/(x^2+y^2),x,0,0),y,0,0) −1

LIM(LIM((x^2-y^2)/(x^2+y^2),y,0,0),x,0,0) 1

lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

(x2+y2)2
LIM(LIM((x^2-y^2)/(x^2+y^2)^2,x,0,0),y,0,0) −∞

LIM(LIM((x^2-y^2)/(x^2+y^2)^2,y,0,0),x,0,0) ∞

lim
(x,y)→(0,0)

e
x2

y2 LIM(LIM(EXP(x^2/y^2),x,0,0),y,0,0) 1

LIM(LIM(EXP(x^2/y^2),y,0,0),x,0,0) ∞

lim
(x,y)→(0,0)

xy
LIM(LIM(x^y,x,0,0),y,0,0) ?

LIM(LIM(x^y,y,0,0),x,0,0) 1

Man beachte, daß gemäß Beispiel 1.10 andererseits die Gleichheit der iterierten
Grenzwerte für die Existenz des mehrdimensionalen Grenzwerts nicht ausreicht.

Mit der folgenden Derive Funktion LIM2(f,x,y,x0,y0) kann der Grenzwert der
Funktion f der Variablen x und y am Punkt (x0, y0) bestimmt werden, indem die
Grenzwerte längs aller Strahlen y = mx (m ∈ IR) sowie x = 0 berechnet und
verglichen werden. Man kann zeigen, daß, falls diese alle übereinstimmen und die
betrachtete Funktion nur aus elementaren Funktionen zusammengesetzt ist,8 der
gesuchte Grenzwert lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) existiert und diesen Wert hat, s. aber auch

Übungsaufgabe 1.20.

LIM_2(f,x,y,x0,y0):=

[LIM(LIM(f,y,y0+m_*(x-x0)),x,x0),LIM(LIM(f,x,x0),y,y0)]

8Man betrachte Taylorentwicklungen.
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LIM2_AUX(f,x,y,x0,y0,aux):=IF(ELEMENT(aux,1)=ELEMENT(aux,2),

ELEMENT(aux,1),

"Grenzwert existiert nicht",

"Grenzwert existiert nicht"

)

LIM2(f,x,y,x0,y0):=LIM2_AUX(f,x,y,x0,y0,LIM_2(f,x,y,x0,y0))

Die Funktion f(x, y) := sin (x2 sin y)

x2y
ist z. B. nur für xy 6= 0 erklärt. Kann sie stetig

nach IR2 fortgesetzt werden? Die Berechnungen

Derive Eingabe Derive Ausgabe

LIM2(SIN(x^2 SIN(y))/(x^2 y),x,y,x,0) 1

LIM2(SIN(x^2 SIN(y))/(x^2 y),x,y,0,y)
SIN (y)

y

zeigen, daß f für y = 0 durch die Zuweisung f(x, 0) := 1 und für x = 0 durch die
Zuweisung f(0, y) := sin y

y
stetig nach IR2 fortgesetzt wird.

Übungsaufgaben

1.17 Man bestimme folgende Grenzwerte, falls diese existieren.

(a) lim
(x,y,z)→(0,0,0)

|x| + |y| + |z|
|(x, y, z)| , (b) lim

(x,y,z)→(0,0,0)

xy + xz + yz

|(x, y, z)| ,

(c) lim
(x,y,z)→(0,0,0)

x y z

(x2 + y2 + z2)3/2
, (d) lim

(x,y,z)→(0,0,0)

x y z

(x2 + y2 + z2)4/3
,

(e) lim
(x,y)→(0,0)

sin (x y)

x y
, (f) lim

(x,y)→(0,0)

sin (x2y)

x y
,

(g) lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2
, (h) lim

(x,y)→(0,0)

x
√
y

x2 + y2
.

1.18 Kann man die Funktionen

f : IR3 \
{
(x, y, z) ∈ IR3

∣∣ xy = 0
}
→ IR

bzw.

g : IR2 \
{
(x, y) ∈ IR2

∣∣ xy = 0
}
→ IR ,

gegeben durch

(a) f(x, y, z) :=
(1−cos (xy)) sin (xz)

x3 y2
, (b) g(x, y) :=

(1 − exy2

)(cosx− 1)

x3y2

stetig auf IR3 bzw. IR2 fortsetzen? Gegebenenfalls, durch welche Festsetzung für
xy = 0?
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1.193 Man schreibe eine Derive Funktion LIM3(f,x,y,z,x0,y0,z0), die wie in
Derive-Sitzung 1.1 den Grenzwert

lim
(x,y,z)→(x0,y0,z0)

f(x, y, z)

berechnet, und wende die Funktion auf die Beispielfunktionen der letzten Übungs-
aufgaben an.

1.20? Man konstruiere eine stetige Funktion f : IR2 → IR, für die alle radialen
Grenzwerte für (x, y) → (0, 0) existieren und übereinstimmen, die aber am Ursprung
unstetig ist. Hinweis: Man setze f im Komplement der Menge
M :=

{
(x, y) ∈ IR2

∣∣ 0 < y < x2
}

gleich Null und auf M geeignet stetig fort.
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2 Mehrdimensionale Differentiation

2.1 Partielle Differenzierbarkeit

Genauso, wie wir im letzten Kapitel bei mehrdimensionalen Funktionen Variablen
festgehalten hatten und die Stetigkeit bzgl. nur einer Variablen betrachtet haben,
können wir durch Festhalten aller Variablen bis auf eine eindimensionale Differen-
tiationen durchführen. Dies liefert den Begriff der partiellen Differenzierbarkeit.

Definition 2.1 (Partielle Differenzierbarkeit) Sei f = (f1, f2, . . . , fm) : D →
IRm eine Funktion einer Teilmenge D ⊂ IRn nach IRm, sei ξ ∈ D vorgegeben und
sei xk eine der Variablen. Halten wir die n − 1 anderen Variablen fest, betrachten
wir also x = (ξ1, ξ2, . . . , xk, . . . , ξn), wobei xk in einer Umgebung von ξk erklärt sei,
und existiert die gewöhnliche Ableitung der j. Koordinatenfunktion fj bzgl. xk an
der Stelle ξk, dann schreiben wir

∂fj

∂xk
(ξ) =

∂

∂xk
fj(ξ) = (fj)xk

(ξ) := lim
xk→ξk

fj(ξ1, ξ2, . . . , xk, . . . , ξn) − fj(ξ)

xk − ξk

und nennen diesen Wert die partielle Ableitung von fj bzgl. xk. Existieren die
partiellen Ableitungen aller Koordinatenfunktionen fj (j = 1, . . . ,m) bzgl. aller
Variablen xk (k = 1, . . . , n), so nennen wir f partiell differenzierbar an der Stelle ξ.
In diesem Fall existiert also die Jacobimatrix1

Jf (ξ) :=




∂f1
∂x1

(ξ)
∂f1
∂x2

(ξ) · · · ∂f1
∂xn

(ξ)

∂f2
∂x1

(ξ)
∂f2
∂x2

(ξ) · · · ∂f2
∂xn

(ξ)

...
...

. . .
...

∂fm

∂x1
(ξ)

∂fm

∂x2
(ξ) · · · ∂fm

∂xn
(ξ)




der partiellen Ableitungen von f an der Stelle ξ.
Ist f partiell differenzierbar für alle ξ ∈ D, so heißt f partiell differenzierbar

in D. In diesem Fall existieren also in ganz D die partiellen Ableitungsfunktionen
∂fj

∂xk
(j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n), und die Jacobimatrix ist eine in D erklärte

Funktionenmatrix. Sind zudem die partiellen Ableitungen alle stetig, dann heißt f
stetig partiell differenzierbar.

1Carl Gustav Jacob Jacobi [1804–1851]
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Ist speziell m = 1, d. h. f : D → IR mit D ⊂ IRn, so heißt der Vektor der partiellen
Ableitungen

grad f(ξ) :=

(
∂f

∂x1
(ξ),

∂f

∂x2
(ξ), . . . ,

∂f

∂xn
(ξ)

)

der Gradient von f an der Stelle ξ. 4

Im Gegensatz zur eindimensionalen reellen Situation reicht die partielle Differen-
zierbarkeit einer Funktion an einem Punkt ξ nicht aus, um dort die Stetigkeit zu
garantieren.

Beispiel 2.1 Wir betrachten wieder f : IR2 → IR mit

f(x, y) :=

{ x y
x2+y2 falls (x, y) 6= (0, 0)

0 sonst
.

Für alle (x, y) 6= (0, 0) existieren die partiellen Ableitungen

fx(x, y) =
∂f(x, y)

∂x
=
y (y2 − x2)

(x2 + y2)2
sowie fy(x, y) =

∂f(x, y)

∂y
=
x (x2 − y2)

(x2 + y2)2
,

die wir mit der Quotientenregel bestimmen, und am Ursprung gilt definitionsgemäß

∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)−f(0, 0)

x
= lim

x→0
0 = 0

sowie

∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)−f(0, 0)

y
= lim

y→0
0 = 0 ,

also grad f(0, 0) = (0, 0). Somit ist f in ganz IR2 partiell differenzierbar. Die Funk-
tion f ist aber nach Beispiel 1.10 am Ursprung unstetig.

Dieses Verhalten kann man sich wieder anhand des Graphen klarmachen, s. Abbil-
dung 1.1 auf S. 17: Die partielle Differenzierbarkeit von f besagt, daß die Schnitte
des Graphen

{
(x, y, z) ∈ IR3

∣∣ z = f(x, y)
}

mit der xz-Ebene {y = 0} bzw. der

yz-Ebene {x = 0} differenzierbar sind. Über andere als diese Richtungen sagt die
partielle Differenzierbarkeit aber nichts aus. 4

Dieses Beispiel zeigt, daß das Konzept der partiellen Differenzierbarkeit zu schwach
ist. Der Vorteil der partiellen Differenzierbarkeit ist die Zurückführung auf die Kon-
zepte der eindimensionalen Differentialrechnung. Im nächsten Abschnitt werden wir
das Konzept der (totalen) Differenzierbarkeit erklären, welche sowohl die Stetigkeit
als auch die partielle Differenzierbarkeit nach sich zieht.

Sitzung 2.1 Derives Ableitungsfunktion DIF(f,x) berechnet partielle Ableitun-
gen. Somit liefert die Derive Funktion
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JACOBIMATRIX(f,x):=VECTOR(VECTOR(

DIF(ELEMENT(f,k_),ELEMENT(x,j_)),j_,1,DIMENSION(x)),k_,1,DIMENSION(f)

)

JM(f,x):=JACOBIMATRIX(f,x)

die Jacobimatrix von f bzgl. der Variablen x=[x1,x2,...,xn]. Wir bekommen z. B.

Derive Eingabe2 Derive Ausgabe nach Simplify

JM([|[x,y,z]|],[x,y,z])

[
x√

x2+y2+z2

y√
x2+y2+z2

z√
x2+y2+z2

]

JM([r COS(φ),r SIN(φ)],[r,φ])

[
COS (φ) −r SIN (φ)

SIN (φ) r COS (φ)

]

JM([F(x,y,z),G(x,y,z)],[x,y,z])




d

dx
F (x, y, z)

d

dy
F (x, y, z)

d

dz
F (x, y, z)

d

dx
G(x, y, z)

d

dy
G(x, y, z)

d

dz
G(x, y, z)




Das letzte Ergebnis erhält man, wenn F und G als Funktionen dreier Variablen de-
klariert sind. Wir stellen fest, daß Derive für partielle Ableitungen die Symbolik
gewöhnlicher Ableitungen verwendet.

Abbildung 2.1 Der Graph der Betragsfunktion
√
x2 + y2

Die Derive Funktion GRAD(f,[x,y,z]) berechnet den Gradienten von f bzgl. der
Variablen [x,y,z], und wir bekommen z. B.

2Die Variable phi kann auch durch die Tastenkombination <ALT>F eingegeben werden und wird
von Derive durch das Symbol φ, einer alternativen Schreibweise von ϕ, dargestellt.
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Derive Eingabe Derive Ausgabe nach Simplify

GRAD(|[x,y]|,[x,y],[1,1])

[
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

]

GRAD(|[x,y,z]|,[x,y,z])

[
x√

x2+y2+z2
,

y√
x2+y2+z2

,
z√

x2+y2+z2

]

Wie in der eindimensionalen Analysis können wir rekursiv auch höhere Ableitungen
betrachten. Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf reellwertige Funktio-
nen. Bei vektorwertigen Funktionen kann mit den Koordinatenfunktionen genauso
verfahren werden.

Definition 2.2 (Höhere Ableitungen) Sei f : D → IR eine Funktion einer Teil-
menge D ⊂ IRn nach IR und sei ξ ∈ D vorgegeben. Existiert die partielle Ableitung
∂f
∂xk

bzgl. der Variablen xk in einer Umgebung von ξ und ist diese wiederum partiell

differenzierbar bzgl. der Variablen xj , so schreiben wir3

∂2

∂xj xk
f(ξ) = fxkxj

(ξ) :=
∂

∂xj

(
∂f

∂xk

)
(ξ) .

und nennen diesen Wert die zweite partielle Ableitung von f bzgl. xk und xj . Exi-
stieren alle zweiten partiellen Ableitungen, so nennen wir f zweimal partiell diffe-
renzierbar an der Stelle ξ. In diesem Fall existiert also die Hessematrix4

Hf (ξ) :=




∂2

∂x2
1

f(ξ)
∂2

∂x2 x1
f(ξ) · · · ∂2

∂xn x1
f(ξ)

∂2

∂x1 x2
f(ξ)

∂2

∂x2
2

f(ξ) · · · ∂2

∂xn x2
f(ξ)

...
...

. . .
...

∂2

∂x1 xn
f(ξ)

∂2

∂x2 xn
f(ξ) · · · ∂2

∂x2
n

f(ξ)




der zweiten partiellen Ableitungen von f an der Stelle ξ.
Ist f zweimal partiell differenzierbar für alle ξ ∈ D, so heißt f zweimal partiell

differenzierbar in D. In diesem Fall existieren also in ganz D die zweiten partiellen

Ableitungsfunktionen ∂2f
∂xj xk

(j, k = 1, . . . , n), und die Hessematrix ist eine in D er-

klärte Funktionenmatrix. Sind zudem die zweiten partiellen Ableitungen alle stetig,
dann heißt f zweimal stetig partiell differenzierbar.

Rekursiv werden höhere Ableitungen gemäß

3Man beachte, daß bei der Operatorenschreibweise die Reihenfolge der partiellen Ableitungen
von rechts nach links notiert wird, während bei der Indexschreibweise anders herum verfahren
wird. Wir werden bald sehen, daß die Reihenfolge in den meisten Fällen ohnehin keine Rolle spielt.

4Ludwig Otto Hesse [1811–1874]
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∂p

∂xkp
xkp−1

· · ·xk1

f(ξ) = fxk1
xk2

···xkp
(ξ) := (fxk1

xk2
···xkp−1

)xkp
(ξ) (2.1)

erklärt, und f heißt p-mal (stetig) partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ablei-
tungen p. Ordnung (2.1) existieren (stetig sind). 4

Sitzung 2.2 Die Derive Funktion

HESSEMATRIX(f,x):=VECTOR(VECTOR(

DIF(DIF(f,ELEMENT(x,j_)),ELEMENT(x,k_)),

k_,1,DIMENSION(x)),j_,1,DIMENSION(x)

)

HM(f,x):=HESSEMATRIX(f,x)

berechnet die Hessematrix einer Funktion f der Variablen x=[x1,x2,...,xn]. Zum
Beispiel bekommen wir

Derive Eingabe Derive Ausgabe nach Simplify

HM(x y^3/(x^2+y^2),[x,y])




2xy3(x2−3y2)

(x2 + y2)3
−y2(3x4−6x2y2−y4)

(x2 + y2)3

−y2(3x4−6x2y2−y4)

(x2 + y2)3
2x3y(3x2−y2)

(x2 + y2)3




HM(|[x,y]|,[x,y])




y2

(x2 + y2)3/2

−xy
(x2 + y2)3/2

−xy
(x2 + y2)3/2

x2

(x2 + y2)3/2




HM(x y/(x^2+y^2),[x,y])




2xy(x2 − 3y2)

(x2 + y2)3
−(x4 − 6x2y2 + y4)

(x2 + y2)3

−(x4 − 6x2y2 + y4)

(x2 + y2)3
2xy(y2 − 3x2)

(x2 + y2)3




HM(x^y,[x,y])




xy−2 (y2 − y) xy−1 (y LN (x) + 1)

xy−1 (y LN (x) + 1) xy LN (x)2




Die Beispiele der Derive-Sitzung legen die Vermutung nahe, daß die gemischten
partiellen Ableitungen generell übereinstimmen. Daß dies i. a. nicht der Fall zu sein
braucht, kann – trotz der gegenteiligen Vermutung – mit der ersten Beispielfunktion
gezeigt werden.
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Beispiel 2.2 Für

f(x, y) :=

{
xy3

x2+y2 falls (x, y) 6= (0, 0)

0 sonst

ist für (x, y) 6= (0, 0)

grad f(x, y) =

(
y3 (y2 − x2)

(x2 + y2)2
,
x y2 (3x2 + y2)

(x2 + y2)2

)

und somit insbesondere fx(0, y) = y sowie fy(x, 0) = 0. Wegen

fx(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)−f(0, 0)

x
= lim

x→0
0 = 0

sowie

fy(0, 0) = lim
y→0

f(0, y)−f(0, 0)

y
= lim

y→0
0 = 0

gelten diese Formeln auch für (x, y) = (0, 0). Damit folgt fxy(0, y) = 1 für alle y ∈ IR
sowie fyx(x, 0) = 0 für alle x ∈ IR und insbesondere

fxy(0, 0) = 1 6= 0 = fyx(0, 0) . 4

Der folgende Satz von Schwarz zeigt, daß es im Regelfall aber doch auf die Rei-
henfolge der partiellen Differentiationen nicht ankommt.

Satz 2.1 Sei f : D → IR eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion einer
offenen Teilmenge D ⊂ IRn nach IR. Dann gilt für alle ξ ∈ D und j, k = 1 . . . , n

∂2

∂xj xk
f(ξ) =

∂2

∂xk xj
f(ξ) .

Beweis: Wir zeigen die Aussage für n = 2. Ein Induktionsbeweis liefert dann das all-
gemeine Resultat. Sei ferner o. B. d. A. ξ = (0, 0, . . . , 0). Dann ist zu zeigen, daß unter den
gegebenen Voraussetzungen

fxy(0) = fyx(0) .

Für ein geeignetes δ > 0 ist die Menge
{
(x, y) ∈ IR2

∣∣ |x| ≤ δ, |y| ≤ δ
}
⊂ D .

Für festes |y| ≤ δ betrachten wir die Funktion ϕ : [−δ, δ] → IR, definiert durch

ϕ(x) := f(x, y) − f(x, 0) .

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es einen Punkt ξ1 ∈ [−x, x] mit

ϕ(x) − ϕ(0) = ϕ′(ξ1)x = (fx(ξ1, y) − fx(ξ1, 0))x .

Nun wenden wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf die Funktion y 7→ fx(ξ1, y)
an, d. h. es gibt η1 ∈ [−y, y] mit
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fx(ξ1, y) − fx(ξ1, 0) = fxy(ξ1, η1) y ,

so daß schließlich

fxy(ξ1, η1)x y = (fx(ξ1, y) − fx(ξ1, 0))x = ϕ(x) − ϕ(0)

= f(x, y) − f(x, 0) − f(0, y) + f(0, 0) . (2.2)

Aus Symmetriegründen können wir auch die Hilfsfunktion ψ : [−δ, δ] → IR mit

ψ(y) := f(x, y) − f(0, y)

betrachten, und wir finden nacheinander η2 ∈ [−y, y] und ξ2 ∈ [−x, x] derart, daß

fyx(ξ2, η2) x y = (fy(x, η2) − fy(0, η2)) y = ψ(y)−ψ(0) = f(x, y)−f(0, y)−f(x, 0)+f(0, 0) .

Zusammen mit (2.2) haben wir also

fxy(ξ1, η1) = fyx(ξ2, η2) .

Da nun aber wegen ξ1, ξ2 ∈ [−x, x] und η1, η2 ∈ [−y, y] mit (x, y) → (0, 0) auch (ξ1, η1) →
(0, 0) und (ξ2, η2) → (0, 0) streben, folgt aus der Stetigkeit der zweiten partiellen Ablei-
tungen mit (x, y) → (0, 0) die behauptete Gleichheit

fxy(0, 0) = fyx(0, 0) . 2

Mit Induktion folgt für partielle Ableitungen beliebiger Ordnung

Korollar 2.1 Sei f : D → IR eine p-mal stetig partiell differenzierbare Funktion
einer offenen Teilmenge D ⊂ IRn nach IR. Dann ist für alle ξ ∈ D jede gemischte
partielle Ableitung der Ordnung p von f von der Reihenfolge der partiellen Diffe-
rentiationen unabhängig. 2

Übungsaufgaben

2.1 Gib für jedes n ∈ IN ein Beispiel einer Funktionen f : IRn → IR, die am
Ursprung (0, 0, . . . , 0) partiell differenzierbar, dort aber nicht stetig ist.

2.2 Man berechne den Gradienten der Betragsfunktion abs : IRn → IR

abs (x1, x2, . . . , xn) :=
√
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n .

2.3 Man zeige, daß f : IR2 → IR, gegeben durch

f(x, y) :=

{
xy x2−y2

x2+y2 falls (x, y) 6= (0, 0)

0 sonst
,

zweimal partiell differenzierbar ist, aber die gemischten partiellen Ableitungen zwei-
ter Ordnung am Ursprung nicht übereinstimmen.

Wie sieht es mit der Stetigkeit von f aus?
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Abbildung 2.2 Kugel- und Zylinderkoordinaten

2.4 (Kugel- und Zylinderkoordinaten) Man berechne die Jacobimatrix der
sogenannten Kugelkoordinaten F : IR+

0 × IR2 → IR3, gegeben durch

(x, y, z) = F (r, ϕ, ϑ) := (r cosϕ cosϑ, r sinϕ cosϑ, r sinϑ)

sowie der Zylinderkoordinaten G : IR+
0 × IR2 → IR3, gegeben durch

(x, y, z) = G(r, ϕ, z) := (r cosϕ, r sinϕ, z) .

Man deute die Koordinaten geometrisch im dreidimensionalen Raum, s. Abbil-
dung 2.2.
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2.5 Berechne die Hessematrix der folgenden Funktionen in ihrem ganzen Definiti-
onsbereich.

(a) f(x, y) := sin (x+ y) , (b) f(x, y) := (x2 + y2)exy ,

(c) f(x, y, z) :=
√
x2 + y2 + z2 , (d) f(x, y, z) :=

1√
x2 + y2 + z2

,

(e) f(x, y) := xyz sin (x+ y + z) , (f) f(x, y) := e−(x2+y2) .

Abbildung 2.3 Der Graph der Funktion e−(x2+y2)

2.6 (Laplace-Operator) Berechne für f(x, y, z) := 1/
√
x2 + y2 + z2

∆f(x, y, z) :=
∂2

∂x2
f +

∂2

∂y2
f +

∂2

∂z2
f .

Der Differentialoperator ∆ := ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 wird Laplace-Operator genannt und
spielt in der Physik eine große Rolle.

2.73 Schreibe eine Derive Funktion LAPLACE(f,x), die den n-dimensionalen Laplace-
Operator

∆f(x1, x2, . . . , xn) :=
n∑

k=1

∂2

∂x2
k

f(x1, x2, . . . , xn)

einer Funktion f des Variablenvektors x berechnet. Berechne ∆f(x1, x2, . . . , xn) für
f(x) := |x| für n = 2, 3, . . . , 6. Zeige die sich ergebende Vermutung!
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2.2 Differenzierbarkeit mehrdimensionaler Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir nun die sogenannte totale Differenzierbarkeit mehr-
dimensionaler Funktionen erklären, die – im Gegensatz zu der partiellen Differen-
zierbarkeit – wie im Eindimensionalen z. B. die Stetigkeit der betrachteten Funktion
nach sich zieht.

Wir erinnern daran, daß wir im Kapitel über Taylorpolynome bzw. -reihen des
Bands Mathematik mit DERIVE die folgende Charakterisierung einer im Punkt ξ
differenzierbaren reellen Funktion f : I → IR gegeben hatten (s. I.(12.9), S. I.348)

f(x) = f(ξ) + f ′(ξ) (x− ξ) +R1(x, ξ)

(
lim
x→ξ

R1(x, ξ)

x− ξ
= 0

)
.

Wir nehmen diese Eigenschaft der linearen Approximierbarkeit einer an der Stelle ξ
differenzierbaren Funktion als Ausgangspunkt zur Definition der Differenzierbarkeit
einer mehrdimensionalen Funktion.

Definition 2.3 (Totale Differenzierbarkeit) Sei f : D → IRm eine Funktion
der offenen Teilmenge D ⊂ IRn nach IRm und sei ξ ∈ D gegeben. Die Funktion f
heißt (total) differenzierbar an der Stelle ξ, falls es eine lineare Abbildung A : IRn →
IRm gibt derart, daß in einer Umgebung von ξ, d. h. für |x− ξ| ≤ δ, die Beziehung

f(x) = f(ξ) +A · (x− ξ) +ϕ(x− ξ)

gilt mit einer Funktion ϕ, für die

lim
h→0

|ϕ(h)|
|h| = 0 .

Hierbei bezeichnet A · h das Matrizenprodukt der die lineare Abbildung repräsen-
tierenden Matrix A mit dem Spaltenvektor h. Für eine Funktion ϕ mit der ange-
gebenen Eigenschaft schreiben wir der Einfachheit halber auch o(|h|) und sagen:

”
ϕ ist klein o von Betrag h”. Das Symbol o wird das Landausche5Klein-o-Symbol6

genannt.
Ist f differenzierbar an der Stelle ξ, so schreiben wir auch f ′(ξ) := A für die

lineare Näherungsfunktion an der Stelle ξ und nennen sie die Ableitung von f .

Beispiel 2.3 In Beispiel 1.9 sahen wir, daß eine lineare Abbildung A : IRn → IRm,
die durch die m×n-Matrix

A := (ajk) =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn




5Edmund Landau [1877–1938]
6Der Buchstabe o steht für

”
Ordnung”. Das ebenfalls gebräuchliche Groß-O-Symbol werden wir

nicht verwenden.
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dargestellt ist, stetig ist.
Nun gilt offenbar für jede lineare Abbildung wegen der Linearität die Beziehung

A(x) = A(ξ) +A · (x− ξ) ,

und ein Vergleich mit der Definition der Differenzierbarkeit zeigt, daß f := A diffe-
renzierbar ist mit ϕ(h) = 0 und mit konstanter Ableitung f ′ = A.

Beispiel 2.4 Ist f = (f1, f2, . . . , fm) : D → IRm eine Funktion der offenen Teilmen-
ge D ⊂ IRn nach IRm, und sei ξ ∈ D gegeben. Dann ist gemäß Definition offenbar
f genau dann differenzierbar mit Ableitung f ′(ξ), falls die Koordinatenfunktionen
fj : D → IR differenzierbar sind mit Ableitungen f ′j(ξ), und es gilt

f ′(ξ) =




f ′1
f ′2
...
f ′m


 (ξ) . 4

Während im Eindimensionalen die Differenzierbarkeit einer Funktion f an einer
Stelle ξ durch eine Zahl, die Ableitung f ′(ξ), repräsentiert wird, die eine lineare
Approximation von f ermöglicht

f(x) − f(ξ) = f ′(ξ) (x− ξ) + ϕ(x− ξ) (ϕ = o(x− ξ)) ,

wird also im Mehrdimensionalen die Differenzierbarkeit einer Funktion f an einer
Stelle ξ durch eine Matrix, die Ableitung A = f ′(ξ), repräsentiert, die ebenfalls eine
lineare Approximation (im Sinne der linearen Algebra) von f ermöglicht

f(x) − f(ξ) = f ′(ξ) (x− ξ) +ϕ(x− ξ) (ϕ = o(|x− ξ|)) .

Es wäre verschwendete Zeit gewesen, wenn die eingeführe partielle Differenzierbar-
keit nichts mit der totalen Differenzierbarkeit zu tun hätte. Der nächste Satz zeigt,
daß bei mehrdimensionaler Differenzierbarkeit die Berechnung der Ableitung auf die
Berechnung eindimensionaler, nämlich partieller Ableitungen, hinausläuft.

Satz 2.2 (Eigenschaften total differenzierbarer Funktionen) Sei f : D →
IRm eine differenzierbare Funktion einer offenen Teilmenge D ⊂ IRn nach IRm. Dann
gilt:

(a) f ist stetig in D, sowie

(b) f ist partiell differenzierbar, und die Ableitungsmatrix f ′ ist die Jacobimatrix
Jf der partiellen Ableitungen: f ′ = Jf .

Beweis: (a) Wegen der Stetigkeit von A ist lim
x→ξ

A(x − ξ) = A(0) = 0 und folglich

lim
x→ξ

f (x) = f (ξ) + lim
x→ξ

A(x − ξ) + lim
x→ξ

ϕ(x − ξ) = f (ξ) ,
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da lim
h→0

ϕ(h) = 0.

(b) Sei 1 ≤ j ≤ m. Dann gilt

fj(x) − fj(ξ) =

n∑

k=1

ajk xk + ϕj(x − ξ)

mit ϕj(h) = o(|h|). Betrachten wir nun speziell Änderungen parallel zu der k. Koor-
dinatenachse (x = ξ + t ek (t ∈ IR), wobei ek := (0, 0, . . . , 1, . . . , 0) der k. kanonische
Einheitsvektor ist), enthält dies insbesondere die Information über die partielle Ableitung

∂fj

∂xk
(ξ) = lim

t→0

fj(ξ + t ek) − fj(ξ)

t
= ajk + lim

t→0

ϕj(t ek)

t
= ajk . 2

Da wir bereits Beispiele partiell differenzierbarer Funktionen kennengelernt haben,
die unstetig sind, zeigt eine Anwendung von Satz 2.2 (a), daß diese Funktionen
ebenfalls Beispiele partiell differenzierbarer Funktionen darstellen, die nicht total
differenzierbar sind. Demnach ist die Umkehrung von Teil (b) falsch.

Satz 2.2 zeigt nun zwar, daß jede total differenzierbare Funktion f auch parti-
ell differenzierbar ist und die Jacobimatrix mit der Ableitung übereinstimmt, und
liefert damit ein Verfahren zur Berechnung der Ableitung, andererseits gibt er uns
– außer der gegebenen Definition der totalen Differenzierbarkeit – kein Kriterium
in die Hand zu entscheiden, ob totale Differenzierbarkeit vorliegt. Dieser Situati-
on hilft der folgende Satz ab, der wiederum nur Anforderungen an die partiellen
Ableitungen stellt.

Satz 2.3 (Stetig partiell differenzierbare Funktionen) Sei f : D → IRm eine
partiell differenzierbare Funktion einer offenen Teilmenge D ⊂ IRn nach IRm derart,
daß die partiellen Ableitungen an der Stelle ξ ∈ D stetig seien. Dann ist f an der
Stelle ξ total differenzierbar.

Beweis: O. B. d. A. können wir annehmen, daß m = 1 ist, da f ja genau dann differen-
zierbar ist, wenn f1, f2, . . . , fm differenzierbar sind. Wir betrachten also f : D → IR unter
den gegebenen Voraussetzungen.

Wir definieren nun die Funktion

g(x) := f(x) − grad f(ξ) · (x − ξ) ,

für die offenbar grad g(ξ) = 0 gilt. Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen an
der Stelle ξ gibt es also für jedes ε > 0 ein δ > 0 derart, daß ∂g

∂xk
(x) ≤ ε

n
(k = 1, . . . , n)

für alle x ∈ B(ξ, δ) ⊂ D. Wir berechnen nun die Differenz der Funktionswerte von g für
x ∈ B(ξ, δ) durch folgende Teleskopsumme7

g(x) − g(ξ) =

n∑

k=1

(
g(x1, . . . , xk, ξk+1, . . . , ξn) − g(x1, . . . , xk−1, ξk, . . . , ξn)

)
.

Beim ersten Summanden auf der rechten Seite unterscheiden sich die beiden Argumente,
an denen g ausgewertet wird, nur in der ersten Koordinate, und sie haben einen Abstand
|x1 − ξ1|. Wendet man nun den Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf die partielle
Funktion bzgl. der Variablen x1 an, so folgt

7Man schreibe die Summe einmal aus!
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∣∣∣g(x1, ξ2, . . . , ξn) − g(ξ1, ξ2, . . . , ξn)

∣∣∣ ≤ |x1 − ξ1| max
B(ξ,δ)

∣∣∣ ∂g
∂x1

∣∣∣ ≤ |x1 − ξ1|
ε

n
,

und eine induktive Weiterführung desselben Arguments führt zu der Abschätzung

|g(x) − g(ξ)| ≤
n∑

k=1

∣∣∣g(x1, . . . , xk, ξk+1, . . . , ξn) − g(x1, . . . , xk−1, ξk, . . . , ξn)
∣∣∣

≤
n∑

k=1

|xk − ξk|
ε

n
≤ ε |x − ξ|

für x ∈ B(ξ, δ). Also ist g differenzierbar an der Stelle ξ mit g′(ξ) = 0, und folglich ist f

ebenfalls differenzierbar an der Stelle ξ mit f ′(ξ) = grad f(ξ). 2

Der Satz hat zusammen mit Satz 2.2 sofort die folgende Konsequenz.

Korollar 2.2 Jede in einer offenen Teilmenge D ⊂ IRn stetig partiell differenzier-
bare Funktion f : D → IRm ist dort stetig. 2

Auf Grund des Satzes werden wir in Zukunft statt
”
(n-mal) stetig partiell differen-

zierbar” nur noch
”
(n-mal) stetig differenzierbar” sagen.

Zusammenfassend haben wir also die die folgenden Implikationen:

1. stetige partielle Differenzierbarkeit ===⇒
2. totale Differenzierbarkeit ===⇒
3. partielle Differenzierbarkeit.

Wir haben bereits gesehen, daß Eigenschaften 2 und 3 nicht gleichwertig sind. Das
folgende Beispiel zeigt nun, daß auch Eigenschaften 1 und 2 nicht übereinstimmen.
Die durch diese drei Eigenschaften definierten Funktionenmengen sind also echte
Teilmengen voneinander.

Beispiel 2.5 Wir betrachten f : IR2 → IR mit

f(x, y) :=

{
(x2 + y2) sin 1√

x2+y2
falls (x, y) 6= (0, 0)

0 sonst
.

Mit (x, y) = (r cosϕ, r sinϕ) gilt r =
√
x2 + y2 und folglich f(r cosϕ, r sinϕ) =

r2 sin 1
r . Diese Funktion hatten wir im Eindimensionalen bereits betrachtet und

gesehen, daß sie zwar differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar an der Stelle
0 ist. Man sieht nun leicht, daß f diese Eigenschaften in der folgenden Form erbt:
f ist partiell differenzierbar in IR2, aber die partiellen Ableitungen sind nicht stetig
am Ursprung. Wären nämlich die partiellen Ableitungen stetig, so müßte auch die
eindimensionale Ableitung z. B. der partiellen Funktion f(x, 0) = x2 sin 1

|x| nach der

Variablen x stetig sein.
Andererseits ist f total differenzierbar am Ursprung mit Gradient 0. Dies folgt

wegen

f(x, y) − f(0, 0)

|(x, y)| =
r2 sin 1

r

r
→ 0 ((x, y) → (0, 0)) .
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Beispiel 2.6 (Tangentialebene und Normale) Wir wenden uns nun der geo-
metrischen Charakterisierung der mehrdimensionalen Ableitung zu. Während im
Eindimensionalen die Differenzierbarkeit der Existenz einer Tangente an den Gra-
phen entsprach und die Ableitung deren Steigung angab, zeigt es sich, daß im mehr-
dimensionalen Fall die Differenzierbarkeit der Existenz einer Tangential(hyper)ebene
an den Graphen entspricht und die Ableitung deren Lage im Raum angibt.

Wir erinnern daran, daß eine Ebene im dreidimensionalen euklidischen Raum
einer Gleichung der Form

ax+ by + c = d (a, b, c, d ∈ IR)

entspricht, während im n+ 1-dimensionalen euklidischen Raum die Gleichung

n+1∑

k=1

ak xk = C (ak ∈ IR (k = 1, . . . , n+1), C ∈ IR) (2.3)

eine Hyperebene der Dimension n darstellt.
Wir betrachten nun die lineare Näherung einer an der Stelle ξ ∈ IRn differenzier-

baren reellwertigen Funktion f : D → IR einer Teilmenge D ⊂ IRn

f(x) − f(ξ) = grad f(ξ) · (x− ξ) . (2.4)

Der Graph von f ist die Menge

{
(x1, x2, . . . , xn, xn+1) ∈ IRn+1

∣∣ (x1, x2, . . . , xn) ∈ D,xn+1 = f(x1, x2, . . . , xn)
}
,

und für x = (x1, x2, . . . , xn) und xn+1 = f(x1, x2, . . . , xn) liefert (2.4)

f(x) − f(ξ) = xn+1 − f(ξ) = grad f(ξ) · (x− ξ) =

n∑

k=1

∂f

∂xk
(ξ) (xk − ξk) , (2.5)

welches ganz offenbar die Gleichung einer Hyperebene (2.3) mit

ak =

{
− ∂f

∂xk
(ξ) falls k = 1, . . . , n

1 falls k = n+ 1
(2.6)

und

C = f(ξ) −
n∑

k=1

∂f

∂xk
(ξ) ξk

entspricht. Die Tangentialebene entspricht einem um C verschobenen Unterraum
der Dimension n. Eine Normale n = (n1, n2, . . . , nn+1) einer (Hyper)ebene ist ein
Vektor, der senkrecht auf diesem Unterraum steht, für den also das Skalarprodukt
n · ξ = 0 ist, und gemäß (2.6) ist also n = (grad f(ξ),−1) ein solcher Vektor.
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Beispiel 2.7 (Berechnung von Tangentialebene und Normale) Wir betrach-
ten die Halbkugeloberfläche, die durch x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0 bzw. die explizite
Funktion z = f(x, y) =

√
1 − x2 − y2 gegeben ist. Wir suchen die Tangentialebene

und einen Normalenvektor der Halbkugel am Punkt P = (1/2, 1/2, 1/
√

2), welcher
wegen f(1/2, 1/2) = 1/

√
2 ein Punkt des Graphen ist. Wir bekommen zunächst die

partiellen Ableitungen

grad f(x, y) =

(
−x√

1 − x2 − y2
,

−y√
1 − x2 − y2

)

und insbesondere

grad f(1/2, 1/2) =

(
−
√

2

2
,−

√
2

2

)
.

Gemäß (2.5) ist dann aber die Gleichung der Tangentialebene gegeben durch

z−f(1/2, 1/2) = z− 1√
2

= grad f(1/2, 1/2) ·
(
x− 1/2
y − 1/2

)
=

√
2

2

(
1

2
− x+

1

2
− y

)

bzw. nach z aufgelöst

z =

√
2

2
(2 − x− y) .

Die Normalenrichtung ist folglich n =
(
−

√
2

2 ,−
√

2
2 ,−1

)
. Die normierte Normale

n/|n| ergibt sich zu −
(
1/2, 1/2,

√
2

2

)
= −P , zeigt also auf den Ursprung der Halb-

kugel. Das wußten wir natürlich auch schon aus der Geometrie. 4

Eines der wichtigsten Ergebnisse der mehrdimensionalen Analysis ist die folgende
Verallgemeinerung der eindimensionalen Kettenregel.

Satz 2.4 (Mehrdimensionale Kettenregel) Sei f : D1 → IRm eine Funktion
der Teilmenge D1 ⊂ IRn und g : D2 → IRp eine Funktion der Teilmenge D2 ⊂ IRm

mit f(D1) ⊂ D2. Sind f an der Stelle ξ ∈ D1 und g an der Stelle η = f(ξ)
differenzierbar, so ist auch h := g ◦ f : D1 → IRp an der Stelle ξ differenzierbar,
und es gilt

h′(ξ) = g′(f(ξ)) · f ′(ξ) . (2.7)

Bei der mehrdimensionalen Kettenregel (2.7) handelt es sich offenbar um dieselbe
Formel wie im Eindimensionalen, nur daß die Formel diesmal etwas anderes bedeu-
tet: Diesmal sind die Ableitungen Matrizen und das auszuführende Produkt ist ein
Matrizenprodukt. Das heißt, daß die Berechnung mit Hilfe der mehrdimensionalen
Kettenregel auf Summen von Produkten partieller Ableitungen führt.
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Beweis: Sei A := f ′(ξ) und B := g′(η). Nach Voraussetzung ist dann

f (ξ + x) = f (ξ) +Ax + ϕf (x)

(
lim
x→0

|ϕf (x)|
|x| = 0

)

und

g(η + y) = g(η) +B y + ϕg(y)

(
lim
y→0

|ϕg(y)|
|y| = 0

)
,

und wir müssen zeigen, daß

h(ξ + x) = h(ξ) +BAx + ϕh(x)

(
lim
x→0

|ϕh(x)|
|x| = 0

)
.

Wegen

h(ξ + x) = g(f (ξ + x)) = g(f (ξ) +Ax + ϕf (x))

= g(f (ξ)) +B
(
Ax + ϕf (x))

)
+ ϕg

(
Ax + ϕf (x)

)

ist

ϕh(x) = Bϕf (x)) + ϕg

(
Ax + ϕf (x)

)
.

Mit ϕf (x) = o(|x|) und der Stetigkeit von B folgt B ϕf (x) = o(|x|), und es bleibt zu

zeigen, daß auch der zweite Term ϕg(Ax+ϕf (x)) = o(|x|). Die Funktion ψ(y) :=
ϕ

g
(y)

|y|

erfüllt offenbar lim
y→0

ψ(y) = 0, und wegen

ϕg(Ax + ϕf (x))

|x| =
|Ax + ϕf (x)|

|x| ψ(Ax + ϕf (x))

folgt aus der Stetigkeit von A, daß dieser Term für x→ 0 ebenfalls gegen Null strebt. 2

Beispiel 2.8 Sei f : [0, 2π] → IR2 mit f(t) := (cos t, sin t) und g : IR2\{(0, 0)} → IR

mit g(x, y) := x2−y2

x2+y2 . Wir betrachten die zusammengesetzte Funktion h := g ◦ f :

[0, 2π] → IR, für die wir

h(t) = g(cos t, sin t) =
cos2 t− sin2 t

cos2 t+ sin2 t
= cos2 t− sin2 t = cos (2t)

erhalten. Natürlich können wir mit dieser Darstellung sofort die Ableitung von h

h′(t) = −2 sin (2t)

bestimmen. Wir berechnen diese Ableitung nun mit Hilfe der Kettenregel. Wegen

f ′(t) =

(
− sin t
cos t

)

sowie
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g′(x, y) = grad(x, y) =

(
4x y2

(x2 + y2)2
,− 4x2 y

(x2 + y2)2

)

erhalten wir

h′(t) = g′(f(t)) f ′(t) = grad g(cos t, sin t) ·
(

− sin t
cos t

)

= (4 cos t sin2 t)(− sin t) + (−4 cos2 t sin t)(cos t)

= −4 cos t sin t = −2 sin (2t) .

Bei diesem Beispiel war die Anwendung der mehrdimensionalen Kettenregel selbst-
verständlich recht künstlich. Wir werden bald Beispiele behandeln, wo die Anwen-
dung der mehrdimensionalen Kettenregel unumgänglich ist. 4
Wir haben gesehen, daß die Existenz der totalen Ableitung einer mehrdimensionalen
Funktion die Existenz der partiellen Ableitungen nach sich zieht. Dies ist nicht weiter
überraschend, sind doch die partiellen Ableitungen nichts anderes als Ableitungen
in Richtung der Koordinatenachsen. Wir erwarten, daß Ableitungen auch in andere
Richtungen als parallel zu den Koordinatenachsen existieren. Diese definieren wir
nun.

Definition 2.4 (Richtungsableitungen) Sei f : D → IR eine reellwertige Funk-
tion der Teilmenge D ⊂ IRn, und sei e := (e1, e2, . . . , en) ein Einheitsvektor, d. h.
|e| = 1, so erklären wir die Richtungsableitung von f an der Stelle ξ ∈ D in Rich-
tung e durch

∂f

∂e
(ξ) := lim

t→0

f(ξ + t e) − f(ξ)

t
,

sofern dieser Grenzwert existiert. Die Ableitung in Richtung der kanonischen Ein-
heitsvektoren ek (k = 1, . . . , n) entsprechen offenbar den partiellen Ableitungen
bzgl. x1, x2, . . . , xn. 4
Wie meist, ist die Berechnung direkt nach Definition schwerfällig. Sie kann aber auf
die Berechnung partieller Ableitungen zurückgeführt werden. Man beachte, daß das
auftretende Produkt zweier Vektoren wieder das übliche Skalarprodukt ist.

Lemma 2.1 (Berechnung von Richtungsableitungen) Sei f : D → IR eine
an der Stelle ξ ∈ D differenzierbare Funktion der Teilmenge D ⊂ IRn nach IR und
sei e := (e1, e2, . . . , en) ein Einheitsvektor, so existiert die Richtungsableitung in
Richtung e an der Stelle ξ, und es gilt

∂f

∂e
(ξ) = grad f(ξ) · e =

n∑

k=1

∂f

∂xk
(ξ) ek .

Wegen grad f(ξ) · e = | grad f(ξ)| cosϑ,8 wobei ϑ der von den Vektoren grad f(ξ)
und e erzeugte Winkel ist, nehmen die Richtungsableitungen an der Stelle ξ somit
genau die Werte zwischen M := | gradf(ξ)| und −M an. Ist M 6= 0, dann wird
der größte Wert M in der durch gradf bestimmten Richtung und der kleinste Wert
−M in der entgegengesetzten Richtung angenommen.

8Dies lernt man in der linearen Algebra.
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Beweis: Wir definieren die Funktion ψ(t) := f(ξ + te), welche in einer Umgebung des
Ursprungs erklärt ist. Die Kettenregel garantiert die Existenz der Ableitung ψ′(0), welche
definitionsgemäß nichts anderes als die Richtungsableitung von f in Richtung e ist, und
liefert ihren Wert

ψ′(0) = grad f(ξ + te) e . 2

Das folgende Beispiel zeigt, daß andererseits die Existenz aller Richtungsableitungen
nicht die Differenzierbarkeit nach sich zieht.

Beispiel 2.9 Man betrachte f : IR2 → IR mit

f(x, y) :=

{
1 falls 0 < y < x2

0 sonst
.

Man sieht leicht, daß die Richtungsableitung von f am Ursprung in jede Richtung
existiert und gleich Null ist. Andererseits ist f nicht einmal stetig am Ursprung,
und somit erst recht nicht differenzierbar.

Sitzung 2.3 (Richtungsableitungen) Gemäß der Berechnungsvorschrift aus
Lemma 2.1 kann man mit Derive Richtungsableitungen bestimmen. Die Derive

Funktion

RICHTUNGSABLEITUNG(f,x,a,e):=LIM(GRAD(f,x),x,a) . e/|e|

RA(f,x,a,e):=RICHTUNGSABLEITUNG(f,x,a,e)

berechnet die Richtungsableitung von f bzgl. des Variablenvektors x in Richtung
des (nicht notwendig normierten) Vektors e an der Stelle a. Die Derive Funktion .

berechnet hierbei das Skalarprodukt zweier Vektoren gleicher Dimension.

Die Derive Funktion MAXRICHTUNG(f,x,a), gegeben durch

MAXRICHTUNG_AUX(f,x,a,aux):=[aux,RICHTUNGSABLEITUNG(f,x,a,aux/|aux|)]

MAXRICHTUNG(f,x,a):=MAXRICHTUNG_AUX(f,x,a,LIM(GRAD(f,x),x,a))

MR(f,x,a):=MAXRICHTUNG(f,x,a)

berechnet einen Vektor, dessen erste Komponente die (nicht normierte) Richtung
maximalen Zuwachses bestimmt, während die zweite Komponente die Richtungs-
ableitung in diese Richtung enthält.

Man erhält z. B. die folgenden Ergebnisse:
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Derive Eingabe Derive Ausgabe

f:=EXP(x+2y) COS(x y) EXP (x+ 2y)COS (xy) ,

g:=(1-COS(x y) SIN(x z))/(x^3 y^2)
1 − COS (xy) SIN (xz)

x3y2
,

h:=SIN(x^2 SIN(y))/(x^2 y)
SIN (x2 SIN (y))

x2y
,

RA(f,[x,y],[0,0],[COS(t),SIN(t)]) COS (t) + 2 SIN (t) ,

RA(g,[x,y,z],[pi,1,0],[1,1,1])

√
3

3π2
− 2

√
3

3π3
−

√
3

π4
,

MR(f,[x,y],[0,0])
[
[1, 2],

√
5
]

,

MR(g,[x,y,z],[pi,1,0])

[[
− 3

π4
,− 2

π3
,

1

π2

]
,

√
π4 + 4π2 + 9

π4

]
,

MR(x^2+y^2,[x,y],[r COS(t),r SIN(t)]) [[2 r COS (t), 2 r SIN (t)], 2 |r|] ,

MR(h,[x,y],[SQRT(pi),pi/2])

[[
− 4

π3/2
, 0
]
,

4

π3/2

]
,

MR(h,[x,y],[pi,pi])

[[
0,− 1

π

]
,
1

π

]
.

Übungsaufgaben

2.83 Man erkläre eine Derive Funktion TANGENTIALEBENE(f,x,x0), die die rechte
Seite der Gleichung der Tangential(hyper)ebene der Funktion f der Variablen x an
der Stelle x0 angibt. Ferner gebe man eine Derive Funktion NORMALE(f,x,x0) an,
welche die Normale auf die Tangentialebene berechnet.

2.9 (Niveaufläche) Man zeige, daß der Gradient gradf(x) einer stetig differen-
zierbaren Funktion f : D → IR einer offenen Menge D ⊂ IRn an jeder Stelle ξ ∈ D
auf der Niveaufläche

{x ∈ D | f(x) = f(ξ)}
senkrecht steht.

2.103 Man schreibe eine Derive Funktion ARG(z), die das Argument eines zweidi-
mensionalen Vektors [x,y] berechnet, wenn man diesen als komplexe Zahl auffaßt.
Man schreibe dann die Funktion MAXRICHTUNG(f,x,a) aus Derive-Sitzung 2.3 der-
art um, daß das erste Element der Ausgabe der Richtungswinkel des maximalen
Wachstums ist.

2.11 Man zeige, daß für den normierten Normalenvektor n des Graphen der Funk-
tion f(x, y) =

√
1 − x2 − y2 der Halbkugel an der Stelle (x0, y0) immer die Bezie-

hung n = −(x0, y0, f(x0, y0)) gilt. Berechne die Tangentialebene von f an der Stelle
(x0, y0).
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2.12 (Homogene Funktionen) Eine Funktion f : D → IR einer Teilmenge
D ⊂ IRn heißt homogen vom Grad α, falls für alle x ∈ D und t > 0 die Beziehung
f(tx) = tα f(x) gilt. Zeige, daß für eine differenzierbare homogene Funktion vom
Grad α die Eulersche Beziehung

f ′(x)x =
n∑

k=1

xk
∂f

∂xk
(x) = α f(x)

gilt. Eine Differentialgleichung wie diese, in der Ableitungen bzgl. verschiedener
Variablen vertreten sind, heißt partielle Differentialgleichung.

2.13 Sei g : IR −→ IR eine stetige Funktion und f : IR −→ IR definiert durch

f(x) :=

x∫

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
g(t) dt .

Zeige: f ist n-mal stetig differenzierbar und es gilt f (n)(x) = g(x). Hinweis: Be-
trachte die Funktion

F (x, y) :=

y∫

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
g(t) dt .

2.3 Taylorsche Formel

Wir werden nun die Taylorsche Formel auf die mehrdimensionale Situation über-
tragen. Dazu ist es bequem, die folgende Notationskonvention der sogenannten
Multiindexschreibweise einzuführen.

Definition 2.5 (Multiindex) Sei α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ INn
0 ein Multiindex.

Dann heißt |α| := α1 + α2 + · · · + αn die Ordnung des Multiindex α und wir
benutzen die Abkürzung α! := α1!α2! · · · αn!. Ist f : D → IR eine |α|-mal stetig
partiell differenzierbare Funktion einer Teilmenge D ⊂ IRn, dann sei

Dαf :=
∂|α|f

∂xαn
n · · · ∂xα2

2 ∂xα1
1

.

Ist x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ IRn, so schreiben wir ferner xα := xα1
1 xα2

2 · · ·xαn
n . 4

Wir werden die mehrdimensionale Taylorformel in zwei Schritten herleiten. Im er-
sten Schritt berechnen wir die Ableitungen einer geeigneten eindimensionalen Hilfs-
funktion, auf die wir im zweiten Schritt die eindimensionale Taylorformel anwenden.
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Lemma 2.2 Sei f : D → IR eine m-mal stetig partiell differenzierbare Funktion
einer offenen Teilmenge D ⊂ IRn, und seien ξ ∈ D, h ∈ IRn derart, daß für alle
t ∈ [0, 1] der Punkt ξ + th ∈ D liegt. Dann ist die Hilfsfunktion ψ : [0, 1] → IR,
gegeben durch

ψ(t) := f(ξ + th) ,

m-mal stetig differenzierbar, und es gilt

ψ(m)(t) =
∑

|α|=m

m!

α!
Dαf(ξ + th)hα .

Hierbei bedeutet die Schreibweise
∑

|α|=m

, daß über alle Multiindizes der Ordnung m

summiert werden soll.

Beweis: Wir leiten ψ zunächst einmal ab. Mit der Kettenregel bekommen wir9

ψ′(t) =

n∑

k1=1

∂f

∂xk1

(ξ + th)hk1 ,

insbesondere ist ψ einmal stetig differenzierbar. Mit Induktion folgt dann genauso, daß ψ
m-mal stetig differenzierbar ist mit m. Ableitung

ψ(m)(t) =

n∑

k1,k2,...,km=1

∂mf

∂xkm ∂xkm−1 · · · ∂xk1

(ξ + th)hk1 hk2 · · ·hkm .

Da wegen des Satzes von Schwarz die Differentiationen nicht von der Reihenfolge abhängen,
läuft nun alles darauf hinaus abzuzählen, wie oft jede einzelne Differentiation in der gege-
benen Summe vorkommt. Wir halten zunächst fest, daß alle Differentiationen die Ordnung
m haben. Wir sortieren nun die Summe nach den auftretenden partiellen Ableitungen.
Da es aber genau m!

α1! α2! ··· αn!
m-tupel (k1, k2, . . . , km) natürlicher Zahlen 1 ≤ kj ≤ n

(j = 1, . . . , n) gibt, bei denen jede der Zahlen p = 1, . . . , n genau αp-mal vorkommt
(α = (α1, α2, . . . , αn), |α| = m) (s. Übungsaufgabe 2.14), bekommen wir

ψ(m)(t) =

n∑

k1,k2,...,km=1

∂mf

∂xkm ∂xkm−1 · · · ∂xk1

(ξ + th)hk1 hk2 · · · hkm

=
∑

|α|=m

m!

α1!α2! · · · αn!
· ∂mf

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂xαn
n

(ξ + th)hα1
1 hα2

2 · · · hαn
n

=
∑

|α|=m

m!

α!
Dαf(ξ + th)hα .

2

Nun sind wir in der Lage, die Taylorformel zu formulieren.

9Wir verwenden hier den uns vertrauteren Ableitungsstrich, obwohl die Variable t heißt.
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Satz 2.5 (Taylorformel) Sei f : D → IR eine m + 1-mal stetig partiell differen-
zierbare Funktion einer offenen Teilmenge D ⊂ IRn, und seien ξ,x ∈ D derart, daß
für alle t ∈ [0, 1] der Punkt tx + (1 − t) ξ ∈ D liegt. Dann gibt es ein ϑ ∈ [0, 1]
derart, daß

f(x) = Tm(x) +
∑

|α|=m+1

Dαf(ϑx+ (1 − ϑ) ξ)

α!
(x− ξ)α

mit

Tm(x) =
∑

|α|≤m

Dαf(ξ)

α!
(x− ξ)α .

Beweis: Wir schreiben h := x− ξ und benutzen wieder die Hilfsfunktion ψ : [0, 1] → IR
mit ψ(t) := f(ξ + th) = f(tx + (1 − t) ξ). Nach Lemma 2.2 ist ψ (m+1)-mal stetig
differenzierbar, und nach dem Satz von Taylor für eine Variable mit dem Lagrangeschen
Restglied (s. Korollar I.12.3, S. I.350) gibt es ein ϑ ∈ [0, 1] derart, daß

ψ(1) =

m∑

k=0

ψ(k)(0)

k!
+
ψ(m+1)(ϑ)

(m+ 1)!
.

Wieder nach Lemma 2.2 gelten die Formeln

ψ(k)(0)

k!
=
∑

|α|=k

Dαf(ξ)

α!
(x − ξ)α

sowie
ψ(m+1)(ϑ)

(m+ 1)!
=

∑

|α|=m+1

Dαf(ξ + ϑh)

α!
(x − ξ)α ,

welche die zu beweisende Aussage vervollständigen. 2

Beispiel 2.10 Wir betrachten das Beispiel f(x, y) = yx in einer Umgebung von
(ξ, η) = (1, 1). Für die partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung gilt

f(x, y) = yx , fx(x, y) = yx ln y , fy(x, y) = x yx−1 ,

fxx(x, y) = yx ln2 y , fyy(x, y) = (x− 1)x yx−2

fxy(x, y) = fyx(x, y) = yx−1 + xyx−1 ln y ,

und somit

f(1, 1) = 1 , fx(1, 1) = 0 , fy(1, 1) = 1 ,

fxx(1, 1) = 0 , fxy(1, 1) = 1 , fyy(1, 1) = 0 .

Das Taylorpolynom erster Ordnung liefert die Gleichung der Tangentialebene, für
die wir gemäß Satz 2.5
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z = T1(x, y) =
∑

|α|≤1

Dαf(1, 1)

α!

(
x− 1
y − 1

)α

= f(1, 1) + fx(1, 1) (x− 1) + fy(1, 1) (y − 1) = 1 + (y − 1) = y ,

also z = y, erhalten.
Wir leiten nun die Taylorformel zweiter Ordnung her, die außer den linearen

Termen in x und y die quadratischen Terme x2, xy und y2 enthält. Der quadratische
Anteil ist gemäß Satz 2.5

∑

|α|=2

Dαf(1, 1)

α!

(
x− 1
y − 1

)α

=
D(2,0)f(1, 1)

(2, 0)!
(x− 1)2 +

D(1,1)f(1, 1)

(1, 1)!
(x− 1)(y − 1) +

D(0,2)f(1, 1)

(0, 2)!
(y − 1)2

=
fxx(1, 1)

2
(x− 1)2 + fxy(1, 1) (x− 1)(y − 1) +

fyy(1, 1)

2
(y − 1)2

= 0 (x− 1)2 + 1 (x− 1)(y − 1) + 0 (y − 1)2 ,

so daß wir schließlich die Taylorentwicklung zweiter Ordnung

z = T2(x, y) = T1(x, y) + (x− 1)(y − 1) = 1 − x+ xy

erhalten.
Für die Argumente x = y = 1.01 ergeben sich z. B. die Werte T1(1.01, 1.01) = 1.01

und T2(1.01, 1.01) = 1.0101, und zum Vergleich ergibt sich bei zwanzigstelliger
Genauigkeit der Wert f(1.01, 1.01) = 1.0101005033417415856.... 4
Man erhält das folgende allgemeine Resultat über die Güte der Taylorapproximati-
on.

Korollar 2.3 (Güte der Taylorapproximation) Sei f : D → IR eine m-mal
stetig differenzierbare Funktion einer offenen Teilmenge D ⊂ IRn, und seien ξ ∈ D,
δ > 0 derart, daß B(ξ, δ) ⊂ D ist. Dann gilt für alle h ∈ IRn mit |h| ≤ δ

f(ξ + h) =
∑

|α|≤m

Dαf(ξ)

α!
hα + o(|h|m) .

Hierbei bezeichnet o(|h|m) eine Funktion ϕ(h), für die lim
h→0

|ϕ(h)|
|h|m = 0 ist.

Beweis: Mit h := x − ξ gibt es nach Satz 2.5 ein ϑ ∈ [0, 1], für das

f(ξ + h) =
∑

|α|≤m−1

Dαf(ξ)

α!
h

α +
∑

|α|=m

Dαf(ξ + ϑh)

α!
h

α

=
∑

|α|≤m

Dαf(ξ)

α!
h

α +
∑

|α|=m

rα(h)hα ,

wobei
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rα(h) =
Dαf(ξ + ϑh) −Dαf(ξ)

α!
.

Wegen der Stetigkeit von Dαf ist lim
h→0

rα(h) = 0, und setzt man nun

ϕ(h) :=
∑

|α|=m

rα(h)hα ,

so ist wegen

|hα|
|h|m =

|hα1
1 hα2

2 · · ·hαn
n |

|h|α1 |h|α2 · · · |h|αn
=

(
|h1|
|h|

)α1
(
|h2|
|h|

)α2

· · ·
(
|hn|
|h|

)αn

≤ 1

offenbar ϕ(h) = o(|h|m). 2

Beispiel 2.11 (Approximation zweiter Ordnung) Wir wollen uns nun noch
einmal genauer mit dem Fall m = 2 beschäftigen. T2 besteht dann aus dem Abso-

lutglied f(ξ), dem linearen Anteil
∑

|α|=1

Dαf(ξ)
α! hα = grad f(ξ)h sowie dem quadra-

tischen Anteil
∑

|α|=2

Dαf(x)
α! hα, dem wir uns nun zuwenden. Da es genau zwei Arten

von n-tupeln α ∈ INn
0 mit |α| = 2 gibt, nämlich solche, bei denen an der k. Stelle

eine 2 steht: 2ek = (0, . . . , 0, 2, 0, . . . , 0) (k = 1, . . . , n), und solche, bei denen an
zwei verschiedenen Stellen eine 1 auftritt: ej + ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)
(1 ≤ j < k ≤ n), und da (2ek)! = 2 und (ej + ek)! = 1 für j 6= k, bekommen wir

∑

|α|=2

Dαf(ξ)

α!
hα =

1

2

n∑

k=1

∂2

∂x2
k

f(ξ)h2
k +

∑

1≤j<k≤n

∂2

∂xj ∂xk
f(ξ)hj hk .

Wegen des Satzes von Schwarz gilt für die letzte Summe auch

∑

1≤j<k≤n

∂2

∂xj ∂xk
f(ξ)hj hk =

1

2

n∑

j,k=1
j 6=k

∂2

∂xj ∂xk
f(ξ)hj hk ,

so daß wir schließlich für den Term zweiter Ordnung10

1

2

n∑

j,k=1

∂2

∂xj ∂xk
f(ξ)hj hk =

1

2
hTHf (ξ)h

bekommen, wobei Hf die Hessematrix ist. Insgesamt gilt also die Darstellung

f(x) = T2(x) + o(|h|2) (2.8)

mit

T2(x) = f(ξ) + grad f(ξ) (x− ξ) +
1

2
(x− ξ)THf (ξ) (x− ξ) .

Wir begegnen hier zum ersten Mal einer quadratischen Form. Demnächst werden
wir uns ausführlicher mit quadratischen Formen beschäftigen.

10Mit xT wird der transponierte Vektor von x bezeichnet.
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Sitzung 2.4 (Mehrdimensionale Taylorformel) Mit den Derive Funktionen

TANGENTIALEBENE(f,x,x0):=LIM(f,x,x0)+LIM(GRAD(f,x),x,x0) . (x-x0)

TAYLORZWEI(f,x,x0):=TANGENTIALEBENE(f,x,x0)+

1/2 (x-x0) . LIM(HESSEMATRIX(f,x),x,x0) . (x-x0)

kann man die Taylorapproximation erster und zweiter Ordnung der Funktion f

bezüglich der Variablen x=[x1,x2,...,xn] an der Stelle x0 berechnen. Die Taylor-
approximation erster Ordnung liefert die rechte Seite der Gleichung der Tangential-
ebene, während die Taylorapproximation zweiter Ordnung das bestapproximierende
Polynom zweiter Ordnung bzgl. der Variablen x1, x2, . . . , xn bestimmt. Natürlich
muß zur Definition von TAYLORZWEI(f,x,x0) die Funktion HESSEMATRIX(f,x) aus
Derive-Sitzung 2.2 geladen sein. Wir betrachten einige Beispiele.

Derive Eingabe Derive Ausgabe nach Expand

TANGENTIALEBENE(y^x,[x,y],[1,1]) y ,

TAYLORZWEI(y^x,[x,y],[1,1]) xy − x+ 1 ,

TAYLORZWEI(y^x,[x,y],[2,1]) xy − x+ y2 − 2y + 2 .

Dagegen berechnet die Derive Funktion

ITERATIVTAYLOR(f,x,x0,m):=TAYLOR(TAYLOR(

f,ELEMENT(x,1),ELEMENT(x0,1),m),ELEMENT(x,2),ELEMENT(x0,2),m

)

eine iterative Taylorentwicklung von f bezüglich der Variablen x1, x2, . . . , xn. Diese
stimmt gewöhnlich nicht mit der mehrdimensionalen Taylorapproximation überein,
da bei der mehrdimensionalen Taylorapproximation z. B. für n = 2 für die Ordnun-
gen der betrachteten Terme xj yk die Beziehung j + k ≤ 2 gilt, während für die
iterative Taylorentwicklung j, k ≤ 2 zugelassen ist. So haben wir z. B.

Derive Eingabe Derive Ausgabe nach Expand

ITERATIVTAYLOR(y^x,[x,y],[1,1],1) xy − x+ 1 ,

ITERATIVTAYLOR(y^x,[x,y],[2,1],1) xy − x+ 1 ,

ITERATIVTAYLOR(y^x,[x,y],[2,1],2)
x2y2

2
−x2y+

x2

2
− xy2

2
+2xy− 3x

2
+1 .

Übungsaufgaben

2.14 (Multinomialformel) Sei α = (α1, α2, . . . , αn) mit |α| = m. Man zeige,
daß es genau m!

α1! α2! ···αn! m-tupel (k1, k2, . . . , km) natürlicher Zahlen 1 ≤ kj ≤ n
(j = 1, . . . , n) gibt, bei denen jede der Zahlen p = 1, . . . , n genau αp-mal vorkommt.
Hinweis: Zeige durch Induktion, daß für (x1, x2, . . . , xn) ∈ IRn und m ∈ IN die
Multinomialformel gilt
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(x1 + x2 + · · · + xn)m = m!
∑

|α|=m

xα

α!
.

2.15 Man berechne die Taylorapproximationen erster, zweiter und dritter Ordnung
für

(a) f(x, y) := (x2 + y2)exy , (ξ, η) = 0 ,

(b) f(x, y) := xyz sin (x+ y + z) , (ξ, η, ζ) = 0 ,

(c) f(x, y, z) :=
√
x2 + y2 + z2 , (ξ, η, ζ) = (1, 0, 0),

(d) f(x, y, z) :=
1√

x2 + y2 + z2
, (ξ, η, ζ) = (1, 0, 0) .

2.4 Lokale Extrema

Ist eine differenzierbare Funktion f : D → IR einer Teilmenge D ⊂ IRn gegeben,
so bekommen wir – wie im Eindimensionalen – zunächst auf einfache Weise eine
notwendige Bedingung für ein lokales Extremum: Der Gradient wird Null.

Definition 2.6 (Lokales Extremum) Sei f : D → IR eine reellwertige Funktion
einer Teilmenge D ⊂ IRn. Eine Stelle ξ ∈ D heißt lokales Maximum von f , wenn
die Ungleichung

f(x) ≤ f(ξ)

für alle x ∈ U einer Umgebung U ⊂ D von ξ gilt. Gilt sogar f(x) < f(ξ) für alle
x ∈ U , nennen wir das Maximum isoliert. Entsprechend heißt ξ lokales Minimum
von f , wenn die Ungleichung

f(x) ≥ f(ξ)

für alle x ∈ U gilt. Gilt sogar f(x) > f(ξ) für alle x ∈ U , sprechen wir von einem
isolierten Minimum. Tritt einer dieser beiden Fälle auf, so heißt ξ lokales Extremum
von f .

Lemma 2.3 (Notwendige Bedingung für ein lokales Extremum) Sei
f : D ⊂ IR eine partiell differenzierbare Funktion einer Teilmenge D ⊂ IRn. Be-
sitzt f in D ein lokales Extremum ξ, so gilt dort

grad f(ξ) = 0 .

Beweis: Da die partielle Funktion g(t) := f(t, ξ2, ξ3, . . . , ξn) an der Stelle t = ξ1 ein

lokales Extremum hat, ist g′(ξ1) = ∂f
∂x1

(ξ) = 0 nach Satz I.9.8 (S. I.248). Entsprechendes

gilt für die anderen partiellen Ableitungen. 2
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Wie im Eindimensionalen gibt es Fälle mit grad f(x) = 0, wo trotzdem kein Ex-
tremum vorliegt, z. B. bei der Funktion f(x, y) = x y am Ursprung, s. Abbildung 2.4.

Abbildung 2.4 Die Funktion f(x, y) = x y am Ursprung

Um hinreichende Kriterien für lokale Extrema formulieren zu können, beschäftigen
wir uns nun etwas genauer mit quadratischen Formen.

Definition 2.7 (Quadratische Form, Definitheit) Ist A = (ajk)nn eine sym-
metrische quadratische Matrix, so nennt man die Funktion QA : IRn → IR mit

QA(x) := xTAx =

n∑

j,k=1

ajk xj xk

die von A erzeugte quadratische Form. Die Matrix A bzw. die quadratische Form
QA heißen positiv (semi)definit, falls QA(x) > 0 (QA(x) ≥ 0) für alle x ∈ IRn,
negativ (semi)definit, falls QA(x) < 0 (QA(x) ≤ 0) für alle x ∈ IRn und indefinit,
falls keiner dieser Fälle vorliegt. 4
Wir zeigen zunächst, daß quadratische Formen differenzierbar und damit stetig sind.

Lemma 2.4 Sei A = (ajk)nn eine symmetrische quadratische Matrix, dann ist die
zugehörige quadratische Form QA differenzierbar mit Q′

A(x) = 2Ax.

Beweis: Wir haben

QA(x + h) = (x + h)TA (x + h) = (x + h)T (Ax + Ah)

= x
TAx + hTAx + xTAh + hTAh

= QA(x) + 2xTAh + hTAh .

Mit (1.6) folgt

|hTAh| ≤ |h| |Ah| ≤ ‖A‖ |h|2

und daher hTAh = o(|h|). Folglich ist Q′
A(x) = 2xTA = 2Ax. 2

Ob an einer Stelle ξ mit grad f(ξ) = 0 ein Extremum vorliegt, hängt von der
Definitheit der Hessematrix ab.

Satz 2.6 (Hinreichende Bedingung für ein Extremum) Sei f : D → IR zwei-
mal stetig differenzierbar in der Teilmenge D ⊂ IRn, sei ξ ∈ D mit grad f(ξ) = 0.
Dann gilt:
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(a) IstHf (ξ) positiv definit, so hat f an der Stelle ξ ein isoliertes lokales Minimum,

(b) ist Hf (ξ) negativ definit, so hat f an der Stelle ξ ein isoliertes lokales Maxi-
mum,

(c) ist Hf (ξ) indefinit, so hat f an der Stelle ξ kein lokales Extremum.

Beweis: Gemäß (2.8) gilt

f(x) = f(ξ) +
1

2
(x − ξ)THf (ξ) (x − ξ) + ϕ(h)

(
ϕ(h) = o(|h|2)

)
.

Zu jedem vorgegebenen ε > 0 gibt es also ein δ > 0 derart, daß |ϕ(h)| ≤ ε|h|2 für alle
|h| ≤ δ.
(a) Sei nun Hf (ξ) positiv definit. Da die Einheitssphäre S := ∂B(0, 1) des IRn kompakt
ist, nimmt die von Hf (ξ) erzeugte quadratische Form wegen ihrer Stetigkeit auf S ihr
Minimum an. Da aber eTHf (ξ) e > 0 ist für alle e ∈ S, ist

α := min
e∈S

e
THf (ξ) e = inf

e∈S
e

THf (ξ) e > 0 .

Sei nun h ∈ IRn \ {0} gegeben. Dann ist e := h/|h| ∈ S und somit eTHf (ξ) e ≥ α. Die
Ungleichung

h
THf (ξ)h = |h|2 eTHf (ξ) e ≥ α |h|2

gilt also auf Grund der Herleitung für h 6= 0, und für h = 0 ist sie trivialerweise erfüllt.
Wählt man nun δ so klein, daß |ϕ(h)| ≤ α

4
|h|2 für alle |h| ≤ δ, dann folgt mit h = x−ξ

f(x) = f(ξ) +
1

2
h

THf (ξ)h + ϕ(h) ≥ f(ξ) +
α

4
|h|2

und insbesondere f(x) > f(ξ). Die Aussage (b) folgt entsprechend.
(c) Ist nun Hf (ξ) indefinit, gibt es zwei Punkte h1,h2 ∈ IRn \ {0}, wo hT

1 Hf (ξ)h1 =:
α1 > 0 und hT

2 Hf (ξ)h2 =: α2 < 0 gilt. Dann ist aber für genügend kleines t

f(ξ + th1) = f(ξ) +
1

2
(th1)

THf (ξ) (th1) + ϕ(th1) = f(ξ) +
α1

2
t2 + ϕ(th1)

mit ϕ(th1) ≤ α1
4
t2. Folglich ist

f(ξ + th1) > f(ξ)

für genügende kleine t. Da analog auch f(ξ+th2) < f(ξ) folgt, liegt kein lokales Extremum

vor. 2

Beispiel 2.12 (Quadriken) Wir betrachten zunächst die Funktion f(x, y) = x2+
y2, deren Graph ein Paraboloid mit der Gleichung z = x2 + y2 darstellt. Unter Ver-
wendung des Plot Befehls kann man – wie im Anhang des Bands Mathematik
mit DERIVE (Kapitel I.13) beschrieben – zweidimensionale Projektionen der drei-
dimensionalen Graphen von Funktionen f : IR2 → IR darstellen. Man sehe sich den
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Graphen des Paraboloids also einmal an, vgl. Abbildung 2.5.

Abbildung 2.5 Die Darstellung eines Paraboloids

Offenbar hat das Paraboloid ein globales Minimum am Ursprung. Daß am Ursprung
wirklich ein lokales Minimum vorliegt, sehen wir an

grad f(x, y) = (2x, 2y) , also grad f(0, 0) = 0

sowie

Hf (x, y) =

(
2 0
0 2

)
, also insbesondere Hf (0, 0) =

(
2 0
0 2

)
.

Hier sehen wir mit bloßem Auge, daß Hf (0, 0) positiv definit ist, also ein lokales
Minimum vorliegt. Im allgemeinen ist diese Entscheidung schwieriger zu treffen.

In Derive-Sitzung 2.5 wird ein Algorithmus zur Bestimmung der Definitheit einer
symmetrischen quadratischen Matrix vorgestellt, der sich auch leicht mit Derive

programmieren läßt.
Wir betrachten weiter die zu einer Sattelfläche gehörende Funktion g(x, y) =

x2 − y2. Auch für g gilt grad g(0, 0) = 0, aber g hat kein Extremum am Ursprung,
wie man auch durch eine Graphik nachvollziehen kann, welche Abbildung 2.6 ähnelt.

Abbildung 2.6 Die Darstellung einer Sattelfläche

Die Hessematrix ist in diesem Fall

Hg(x, y) =

(
2 0
0 −2

)
, also insbesondere Hg(0, 0) =

(
2 0
0 −2

)

indefinit.
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Sitzung 2.5 Die folgende Derive Funktion EXTREMWERTTEST(f,x,x0) testet, ob
die Funktion f der Variablen x=[x1,x2,...,xn] an der Stelle x0 ein Maximum, ein
Minimum oder kein Extremum hat. Dabei wird die Definitheit der Hessematrix mit
einem Verfahren der linearen Algebra festgestellt (wie?).

UNTERMATRIX(a,n):=VECTOR(VECTOR(ELEMENT(ELEMENT(a,j),k),k,1,n),j,1,n)

DEFINITHEIT(a):=

IF(DET(a)=0,

0,

IF(ELEMENT(ELEMENT(a,1),1)>0 AND

SUM(SIGN(DET(UNTERMATRIX(a,k_))),k_,1,DIMENSION(a))=DIMENSION(a),

1,

IF(ELEMENT(ELEMENT(a,1),1)<0 AND

SUM(SIGN(DET(UNTERMATRIX(-a,k_))),k_,1,DIMENSION(a))=DIMENSION(a),

-1,

0

),

-2

)

)

EXTREMWERTTEST_AUX(f,x,x0,aux):=

IF(SUM(ABS(LIM(DIF(f,ELEMENT(x,k_)),x,x0)),k_,1,DIMENSION(x))=0,

IF(aux=1,

"lokales Minimum",

IF(aux=-1,

"lokales Maximum",

"kein lokales Extremum"

)

),

"keine Nullstelle des Gradienten"

)

EXTREMWERTTEST(f,x,x0):=

EXTREMWERTTEST_AUX(f,x,x0,DEFINITHEIT(LIM(HESSEMATRIX(f,x),x,x0)))

Man erhält z. B. für die folgenden Paraboloide, Kugeln und Hyperboloide

Derive Eingabe Derive Ausgabe

EXTREMWERTTEST(x^2+y^2,[x,y],[0,0]) "lokales Minimum"

EXTREMWERTTEST(1-x^2-y^2,[x,y],[0,0]) "lokales Maximum"

EXTREMWERTTEST(x^2-y^2,[x,y],[0,0]) "kein lokales Extremum"

EXTREMWERTTEST(SQRT(1-x^2-y^2),[x,y],[0,0]) "lokales Maximum"

EXTREMWERTTEST(SQRT(1-x^2+y^2),[x,y],[0,0]) "kein lokales Extremum"
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Man stelle die Graphen der betrachteten Funktionen mit Derive dreidimensional
dar, um die Ergebnisse geometrisch zu veranschaulichen!

Übungsaufgaben

2.16 Man zeige durch Betrachtung der Funktionen f : IR2 → IR mit

(a) f(x, y) := x2 + y4 , (b) f(x, y) := x2 , (c) f(x, y) := x2 + y3 ,

daß im Falle der Semidefinitheit der Hessematrix keine allgemeinen Aussagen über
lokale Extrema gemacht werden können.

2.173 Man verwende die in Derive-Sitzung 2.5 erklärten Derive Funktionen, um
genaue Aussagen über die lokalen Extrema der folgenden Funktionen f : IR2 → IR
zu machen und stelle die Funktionen mit Derive graphisch dar.

(a) f(x, y) :=
1

9 + x2 + y2
, (b) f(x, y) := − y

9 + x2 + y2
,

(c) f(x, y) :=
y2 + 1

10

x2 + y2 + 1
10

, (d) f(x, y) :=
cos x2+y2

4

3 + x2 + y2
,

(e) f(x, y) := y (3x2 − y2) , (f) f(x, y) := e−
x
9

(π
2
− arctan y

)
.

2.183 Man verwende die in Derive-Sitzung 2.5 erklärten Derive Funktionen, um
genaue Aussagen über die lokalen Extrema der folgenden Funktionen f : IR2 → IR
zu machen und stelle die Funktionen mit Derive graphisch dar.

(a) f(x, y) := x+ y3 − y , (b) f(x, y) := x+ y3 − y + x2 ,

(c) f(x, y) := − cos
3πx

10
cos

πy

10
, (d) f(x, y) :=

50

50 + (
√
x2 + y2 − 4)2

,

(e) f(x, y) :=
1

9 + x2 + (y − 3)2
+

1

9 + x2 + (y + 3)2
.

2.19 Zeige: Die HessematrixHf einer Funktion f : D → IR einer TeilmengeD ⊂ IR2

ist genau dann indefinit, falls fxx fyy − f2
xy < 0 ist.
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3.1 Implizite Funktionen zweier Variablen

Häufig sind Funktionen nur implizit gegeben. Beispielsweise definiert die Kreisglei-
chung F (x, y) = x2 + y2 − 1 = 0 zwei explizite Funktionen g± durch Auflösen der
Kreisgleichung nach y, nämlich y = g±(x) = ±

√
1 − x2. Ist ein Punkt (ξ, η) des

Graphen der Kreisgleichung mit η 6= 0 gegeben, dann gibt es genau eine explizite
Lösung der impliziten Kreisgleichung, nämlich g+ bzw. g−, die in einer ganzen Um-
gebung von ξ gültig ist und eine stetige, ja sogar differenzierbare Funktion darstellt.
Man wird nun zwar im allgemeinen Fall nicht erwarten können, daß für jede implizit
gegebene Funktion eine explizite Auflösung gelingt, z. B. ist dies bekanntlich schon
bei Polynomgleichungen vom Grad größer als 4 i. a. nicht mehr möglich, aber man
fragt sich, ob eine implizite Funktion generell den Graphen einer Funktion repräsen-
tiert. Dies wird im allgemeinen, wie schon das betrachtete Beispiel lehrt, nur lokal,
d. h. in einer Umgebung von ξ möglich sein. Unter recht geringen Voraussetzungen
an die darstellende implizite Gleichung ist dies tatsächlich der Fall. Wir formulie-
ren und beweisen diesen wichtigen Sachverhalt, den man den Satz über implizite
Funktionen nennt, zunächst einmal für den einfachsten Fall, nämlich dem zweier
Variablen.

Satz 3.1 (Lokale Auflösbarkeit impliziter Funktionen) Sei F : D → IR eine
stetige Funktion der offenen Teilmenge D ⊂ IR2 mit F (ξ, η) = 0 an der Stelle
(ξ, η) ∈ D, die streng monoton wachsend (oder fallend) bzgl. der zweiten Variablen y
sei. Dann gibt es ein Rechteck R := I×J = [ξ−α, ξ+α]×[η−β, η+β] ⊂ D (α, β > 0)
und eine in I stetige Funktion g : I → IR mit den Eigenschaften

F (x, g(x)) = 0 für x ∈ I und F (x, y) 6= 0 sonst in R .

Ist darüberhinaus F stetig differenzierbar in D, dann ist g stetig differenzierbar in
I mit

g′(x) = −Fx(x, g(x))

Fy(x, g(x))
. (3.1)

Beweis: Wir betrachten o. B. d. A. den Fall, daß F streng wächst. Da D offen ist, gibt
es ein r > 0 mit B(ξ, η, r) ⊂ D. Sei nun β := r

2
. Dann sind wegen des strengen Wachstums

von F bzgl. y die Funktionswerte

F (ξ, η − β) < 0 sowie F (ξ, η + β) > 0 .
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Wegen der Stetigkeit von F bzgl. x gibt es ferner eine Zahl α > 0, so daß F (x, η − β) < 0
sowie F (x, η + β) > 0 für alle x ∈ I := [ξ − α, ξ + α] ist. Die Funktion F ist also negativ
auf der unteren Seite des Rechtecks R := I × J = [ξ − α, ξ + α] × [η − β, η + β] ⊂ D und
positiv auf der oberen Seite von R. Da F bzgl. der Variablen y stetig und streng wachsend
ist, gibt es auf Grund des Zwischenwertsatzes für stetige Funktionen für jedes x ∈ I genau
ein y =: g(x) mit F (x, y) = F (x, g(x)) = 0. Dadurch wird also g : I → IR auf I erklärt.

x

y

ξ

η

D

F>0

F=0

Abbildung 3.1 Zur Konstruktion der Funktion g

Wir zeigen nun die Stetigkeit von g. Sei x ∈ I und ε > 0 gegeben. Dann gelten wegen der
Monotonie von F die Beziehungen F (x, g(x) − ε) < 0 sowie F (x, g(x) + ε) > 0. Folglich
gibt es ein δ > 0 derart, daß

F (x̃, g(x) − ε) < 0 < F (x̃, g(x) + ε)

für alle x̃ in einer δ-Umgebung von x. Wegen F (x̃, g(x̃)) = 0 und der Monotonie von F
heißt das aber, daß

g(x) − ε < g(x̃) < g(x) + ε ,

und damit ist g stetig an der Stelle x.
Die Ausführung des Beweises der Differenzierbarkeit unter den angegebenen Bedin-

gungen lassen wir als Übungsaufgabe 3.1.1 Daß g dann die angegebene Ableitung (3.1)
hat, folgt direkt aus der mehrdimensionalen Kettenregel durch Ableiten der Beziehung
F (x, g(x)) = 0:

Fx(x, g(x)) + Fy(x, g(x)) g′(x) = 0 . 2

Wir haben sofort das folgende

1Mit stärkeren Mitteln werden wir in § 3.3 dieselbe Fragestellung in einem allgemeineren Zu-
sammenhang erneut beweisen.
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Korollar 3.1 Sei F : D → IR eine stetig differenzierbare Funktion der offenen
Teilmenge D ⊂ IR2 mit F (ξ, η) = 0 an der Stelle (ξ, η) ∈ D, für die Fy(ξ, η) 6= 0 ist.
Dann gibt es ein Rechteck R := I×J = [ξ−α, ξ+α]× [η−β, η+β] ⊂ D (α, β > 0)
und eine in I stetig differenzierbare Funktion g : I → IR mit den Eigenschaften

F (x, g(x)) = 0 für x ∈ I und F (x, y) 6= 0 sonst in R

und der Ableitungsregel

(3.1) g′(x) = −Fx(x, g(x))

Fy(x, g(x))
.

Beweis: Die Funktion F als Funktion der Variablen y (bei konstantgehaltenem x) ist

in einer Umgebung von η stetig differenzierbar und hat dort eine Ableitung verschieden

von Null. Somit ist die Ableitung in einer (eventuell kleineren) Umgebung verschieden von

Null, und damit ist F streng monoton, und die Aussage folgt direkt aus Satz 3.1. 2

Beispiel 3.1 (Taylorentwicklung impliziter Funktionen) Ist z. B. y = g(x)
implizit durch F (x, y) := y ey − x = 0 gegeben, so gilt

g′(x) = −Fx(x, y)

Fy(x, y)
=

1

(1 + y) ey
=: F1(x, y)

∣∣∣∣
y=g(x)

. (3.2)

In der Praxis ist es u. U. einfacher, mit Kenntnis der Existenz der differenzierbaren
Funktion g eindimensional implizit zu differenzieren, s. § I.9.6 (S. I.249). In unserem
Fall leiten wir die Gleichung

F (x, g(x)) = g(x) eg(x) − x = 0

ab und bekommen mit der eindimensionalen Kettenregel

(
g(x) eg(x) − x

)′
= g′(x) (1 + g(x)) eg(x) − 1 = 0 ,

oder nach g′(x) aufgelöst

g′(x) =
1

(1 + g(x)) eg(x)
(3.3)

entsprechend (3.2). Wir stellen fest, daß dieses Verfahren durch Satz 3.1 nun seine
Rechtfertigung findet.

Eine induktive Anwendung des Satzes über implizite Funktionen zeigt, daß die
explizite Funktion g so oft stetig differenzierbar ist, wie F stetig differenzierbar
ist. Ist insbesondere F beliebig oft partiell differenzierbar, so ist auch g beliebig oft
differenzierbar. Die höheren Ableitungen kann man durch sukzessives Differenzieren
bestimmen. Zum Beispiel bekommen wir durch erneutes Ableiten von (3.3)

g′′(x) = − (2 + g(x)) g′(x)

(1 + g(x))2 eg(x)
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und nach Einsetzen von (3.3) schließlich

g′′(x) = − (2 + g(x))

(1 + g(x))3 e2g(x)
. (3.4)

Dasselbe Ergebnis kann natürlich auch mit der mehrdimensionalen Kettenregel er-
zielt werden. Wir haben nämlich mit (3.2)

g′′(x) =
∂F1

∂x
(x, y) +

∂F1

∂y
(x, y) g′(x)

=
∂F1

∂x
(x, y) +

∂F1

∂y
(x, y)F1(x, y) =: F2(x, y)

∣∣∣∣
y=g(x)

,

(man rechne nach, daß sich mit dieser Methode ebenfalls (3.4) ergibt!) und allgemein

g(n+1)(x) =
∂Fn

∂x
(x, y) +

∂Fn

∂y
(x, y)F1(x, y) =: Fn+1(x, y)

∣∣∣∣
y=g(x)

.

Man findet nun zwar keine explizite Darstellung von g in einer Umgebung von
x = 0 mit g(0) = 0, aber man kann mit Hilfe des eindimensionalen Satzes von
Taylor wenigstens iterativ Taylorapproximationen bestimmen. Zum Beispiel ergibt
sich das Taylorpolynom zweiten Grades unserer Beispielfunktion g durch Einsetzen
von x = 0 in (3.3) und (3.4), d. h.

g′(0) = 1 sowie g′′(0) = −2 ,

zu

g(x) = g(0) +
g′(0)

1!
x+

g′′(0)

2!
x2 + o(x2) = x− x2 + o(x2) .

Sitzung 3.1 Offenbar ist es mühselig, höhere Ordnungen der Taylorapproximati-
on zu berechnen. Dies wollen wir lieber Derive überlassen. Das Taylorpolynom n.
Ordnung an der Stelle (x0, y0) des Graphen von g ist ja gegeben durch

y0 +

n∑

k=1

g(k)(x0)

k!
(x− x0)

k ,

was wir durch die Derive Funktion

IMPLIZIT_TAYLOR_AUX(f,x,y,x0,y0,n,aux):=

y0+SUM(LIM(LIM(ELEMENT(aux,k_),y,y0),x,x0)/k_! (x-x0)^k_,k_,1,n)

ausdrücken, wobei der Hilfsausdruck aux für die Liste der Ableitungen g′, g′′, . . . , g(n)

steht. Mit ystrich := y′ = −Fx(x,g(x))
Fy(x,g(x))

bekommt man durch Anwendung der mehr-

dimensionalen Kettenregel gemäß der Vorschrift

ITERATES(DIF(g_,y)*ystrich+DIF(g_,x),g_,ystrich,n-1)

diese Ableitungsliste (g′, g′′, . . . , g(n)). Also vervollständigen die Derive Funktionen
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IMPLIZIT_TAYLOR_YSTRICH(f,x,y,x0,y0,n,ystrich):=

IMPLIZIT_TAYLOR_AUX(f,x,y,x0,y0,n,

ITERATES(DIF(g_,y)*ystrich+DIF(g_,x),g_,ystrich,n-1))

IMPLIZIT_TAYLOR(f,x,y,x0,y0,n):=

IMPLIZIT_TAYLOR_YSTRICH(f,x,y,x0,y0,n,-DIF(f,x)/DIF(f,y))

das Programm. 2 IMPLIZIT_TAYLOR(f,x,y,x0,y0,n) berechnet demnach das Tay-
lorpolynom n. Grades der durch F (x, y) = 0 erklärten impliziten Funktion y = g(x)
am Entwicklungspunkt (x0, y0).

Wir erhalten z. B.

Derive Eingabe Derive Ausgabe nach Expand

IMPLIZIT_TAYLOR(y EXP(y)-x,x,y,0,0,5)
125x5

24
− 8x4

3
+

3x3

2
− x2 + x ,

IMPLIZIT_TAYLOR(x^2+y^2-1,x,y,0,1,8) −5 x8

128
− x6

16
− x4

8
− x2

2
+ 1 ,

IMPLIZIT_TAYLOR(x^2+y^3-1,x,y,0,1,8) −10 x8

243
− 5 x6

81
− x4

9
− x2

3
+ 1 ,

IMPLIZIT_TAYLOR(x+y^3-y,x,y,0,0,8) 12x7 + 3 x5 + x3 + x ,

IMPLIZIT_TAYLOR(x+y^3-y,x,y,0,1,4) −105x4

128
− x3

2
− 3x2

8
− x

2
+ 1 ,

IMPLIZIT_TAYLOR(x+y^3-y,x,y,0,-1,4)
105x4

128
+
x3

2
+

3x2

8
+
x

2
− 1 .

Insbesondere sind inverse Funktionen implizite Funktionen. Für das Taylorpolynom
vom Grad n der inversen Funktion g−1(x) von g(y) am Ursprung haben wir generell

INVERSE_TAYLOR(g,y,x,n):=

IF(LIM(DIF(g,y),y,0)=0,

"Taylorpolynom existiert nicht",

IMPLIZIT_TAYLOR(g-x,x,y,LIM(g,y,0),0,n),

IMPLIZIT_TAYLOR(g-x,x,y,LIM(g,y,0),0,n)

)

und insbesondere

Derive Eingabe Derive Ausgabe nach Expand

INVERSE_TAYLOR(y EXP(y),y,x,6) −54x6

5
+

125x5

24
− 8x4

3
+

3 x3

2
− x2 + x ,

INVERSE_TAYLOR(EXP(x)-1,x,y,5)
y5

5
− y4

4
+
y3

3
− y2

2
+ y ,

2Diese Funktionen wurden von Soft Warehouse, Inc. übernommem und stehen ab Version 2.59
in leicht abgewandelter Form in der Datei TAYLOR.MTH zur Verfügung.
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INVERSE_TAYLOR(SQRT(x),x,y,5) y2 ,

INVERSE_TAYLOR(x^2,x,y,5) "Taylorpolynom existiert nicht" ,

INVERSE_TAYLOR(-LN(1-x),x,y,5)
y5

120
− y4

24
+
y3

6
− y2

2
+ y ,

INVERSE_TAYLOR(SIN(x),x,y,10)
35 y9

1152
+

5 y7

112
+

3 y5

40
+
y3

6
+ y .

Übungsaufgaben

3.1? Man zeige, daß unter der zusätzlichen Voraussetzungen der stetigen Differen-
zierbarkeit von F die in Satz 3.1 erklärte Funktion f stetig differenzierbar ist in I
mit der Ableitungsregel (3.1).

3.2 Die Funktion

F (x, y) := yn + an−1(x) y
n−1 + · · · + a1(x) y + a0(x)

ist ein Polynom (bzgl. y) mit variablen Koeffizienten. Wir nehmen an, die Koeffizi-
entenfunktionen ak(x) (k = 0, . . . , n−1) seien auf IR stetig differenzierbar. An einer

Stelle (ξ, η) ∈ IR2 habe F eine Nullstelle, d. h. F (ξ, η) = 0 , und es sei ∂F (ξ,η)
∂y 6= 0.

Dann besitzt F (x, y) in einer hinreichend kleinen Umgebung von ξ Nullstellen y(x),
und die Funktion y(x) ist stetig differenzierbar. (Man sagt, die Nullstellen hängen
stetig differenzierbar von den Koeffizienten ab).

3.33 Man löse die implizite Funktion x + y3 − y = 0, deren Taylorentwicklung
am Ursprung in Derive-Sitzung 3.1 betrachtet worden war, mit soLve nach y
auf und finde den richtigen Lösungszweig heraus, der dem Punkt (0, 0) entspricht.
Berechne dessen Taylorentwicklung 8. Grades direkt und vergleiche die Resultate.
Zeige schließlich, daß die implizite Funktion ungerade ist und ihre Taylorentwicklung
lauter ganzzahlige Koeffizienten hat.

3.2 Iteration in metrischen Räumen

In diesem Abschnitt behandeln wir ein allgemeines Fixpunktprinzip, das für vie-
le Bereiche der Analysis bedeutsam ist. Insbesondere wird es uns ermöglichen, im
nächsten Abschnitt die Frage impliziter Funktionen mehrerer Variablen genauer zu
untersuchen. Man nennt dieses Prinzip den Banachschen Fixpunktsatz, da Banach

als erster seine breite Anwendbarkeit erkannte. Den ersten Beweis dieses Satzes
gaben unabhängig voneinander Picard3 und Lindelöf4 bei der Betrachtung der
Lösbarkeit von Differentialgleichungen – eine Anwendung, die wir in Kapitel 4 eben-
falls betrachten werden.

3Émile Picard [1856–1941]
4Ernst Lindelöf [1870–1946]
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Da wir den Banachschen Fixpunktsatz nur in Banachräumen anwenden werden,
verwenden wir die übliche Betragsschreibweise ‖y − x‖ = |y − x| := d(y, x).

Satz 3.2 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei D ⊂ M eine abgeschlossene Teil-
menge eines vollständigen metrischen Raums M und sei f : D → D kontrahierend,
d. h., es gebe eine Zahl λ < 1 derart, daß für alle x, y ∈ D die Beziehung

|f(y) − f(x)| ≤ λ |y − x| (3.5)

gilt. Dann hat f genau einen Fixpunkt ξ ∈ D, d. h., für ξ gilt die Gleichung

ξ = f(ξ) .

Beweis: Der Beweis verläuft konstruktiv durch sukzessive Approximation von ξ. Wir
betrachten nämlich die Punktfolge (xn)n∈IIN0 , die rekursiv durch

xn+1 := f(xn)

bei beliebigem Anfangspunkt x0 ∈ D gegeben ist. Definitionsgemäß sind alle xn ∈ D. Wir
beweisen zunächst durch Induktion die Abschätzung

|xn+1 − xn| ≤ λn |x1 − x0| . (3.6)

Der Induktionsanfang für n = 0 ist trivial. Gilt andererseits (3.6) für ein n ∈ IN, so folgt
mit (3.5)

|xn+2 − xn+1| = |f(xn+1) − f(xn)| ≤ λ |xn+1 − xn| ≤ λn+1 |x1 − x0| ,
und die Induktion ist vollständig. Ferner folgt ebenfalls aus (3.5) und der Dreiecksunglei-
chung für beliebige x, y ∈ D weiter

|y − x| = |y − f(y) + f(y) − f(x) + f(x) − x|
≤ |y − f(y)| + |f(y) − f(x)| + |f(x) − x|
≤ |y − f(y)| + λ |y − x| + |f(x) − x|

und folglich wegen λ ∈ (0, 1) die Beziehung

|y − x| ≤ 1

1 − λ

(
|f(y) − y| + |f(x) − x|

)
. (3.7)

Als erste Konsequenz bekommen wir hieraus die Eindeutigkeit eines möglichen Fixpunkts:
Sind nämlich x und y Fixpunkte von f , so folgt aus (3.7) |y − x| = 0, also y = x.

Setzt man in (3.7) ferner x := xn und y := xn+p (p ∈ IN) ein, so erhält man zusammen
mit (3.6)

|xn+p − xn| ≤ 1

1 − λ

(
|xn+p+1 − xn+p| + |xn+1 − xn|

)

≤ 1

1 − λ

(
λn+p + λn

)
|x1 − x0| ≤ C λn

mit C := (1 + λp)/(1− λ) |x1 − x0|. Wegen λ < 1 strebt also |xn+p − xn| → 0, d. h., (xn)n

ist eine Cauchyfolge. Da M vollständig ist, gibt es somit ein ξ ∈M mit xn → ξ, und wegen

der Abgeschlossenheit von D liegt ξ ∈ D. Es bleibt zu zeigen, daß ξ wirklich ein Fixpunkt

von f ist. Wegen (3.5) ist f aber stetig, und das Resultat folgt durch Grenzübergang für

n → ∞ aus der definierenden Beziehung xn+1 = f(xn). Damit sind sowohl Existenz als

auch Eindeutigkeit des Fixpunkts gezeigt. 2



60 3 Implizite Funktionen und Iteration

Bemerkung 3.1 Wir bemerken noch, daß aus (3.7) für die Iterationsfolge (xn)n

die Ungleichung (x := xn, y := ξ)

|xn − ξ| ≤ 1

1 − λ
|xn − xn+1| ≤

λn

1 − λ
|x1 − x0|

folgt.

Beispiel 3.2 (Eindimensionaler Fall) Ist speziell M = IR, so geht es um die
iterative Anwendung einer reellen Funktion. Drückt man beispielsweise bei einem
Taschenrechner (bei beliebigem Anfangswert) laufend die cos-Taste, so entsteht eine
Folge von Zahlenwerten, die schließlich konvergiert. Hier ist f(x) = cosx, und wir
generieren in der Tat die Folge

xn+1 = f(xn) = cosxn .

Wegen der Identität (s. Übungsaufgabe I.5.16 (d), S. I.132)

cos y − cosx = 2 sin
y + x

2
sin

y − x

2

und der Abschätzung | sin h| ≤ |h| folgt für x, y ∈ [0, 1]

| cos y − cosx| = 2

∣∣∣∣sin
y + x

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣sin

y − x

2

∣∣∣∣ ≤ sin 1 · |y − x| ,

und f erfüllt Gleichung (3.5) mit λ = sin 1 ≈ 0.8414709848... und konvergiert daher
gemäß Satz 3.2 in der Tat.

Sitzung 3.2 Man kann mit Derive den reellen Fall gut untersuchen. Die Derive

Funktion5

FIXPUNKTLISTE(f,x,x0,n):=ITERATES(f,x,x0,n)

FIXPUNKT_AUX(f,x,x0,n,aux):=ELEMENT(aux,DIMENSION(aux))

FIXPUNKT(f,x,x0,n):=FIXPUNKT\_$\,$AUX(f,x,x0,n,FIXPUNKTLISTE(f,x,x0,n))

iteriert die Anwendung von f und erzeugt gegebenenfalls den Fixpunkt mit approX .
Wir erhalten z. B.

Derive Eingabe Derive Ausgabe nach approX

FIXPUNKT(COS(x),x,0) 0.739085 ,

FIXPUNKT(EXP(-x),x,0) 0.567143 ,

FIXPUNKT(ATAN(x)+pi,x,0) 4.49341 ,

FIXPUNKT(COS(x)*EXP(-x),x,0) 0.517757 ,

FIXPUNKT(COS(x)+x,x,0) 1.57079 .
5Da ITERATE im Gegensatz zum ITERATES Kommando manchmal versagt (s. Derive-

Sitzung I.10.3, S. I.275), verwenden wir ITERATES



3.2 Iteration in metrischen Räumen 61

Auf diesem Wege haben wir also wieder einmal π/2 approximiert.

Wendet man statt des approX Kommandos Simplify an, wird symbolisch
iteriert. In diesem Fall muß die Iterationstiefe angegeben werden, da das Verfahren
sonst nicht abbricht. Wir erhalten z. B.

Derive Eingabe Derive Ausgabe nach Simplify

FIXPUNKT(COS(x),x,0,8) COS (COS (COS (COS (COS (COS (COS (1))))))) .

Wir können die Konvergenz auch graphisch darstellen. Die im folgenden definierte
Derive Funktion FIXPUNKT_GRAPH(f,x,x0,n) stellt die Approximation von x0 bis
xn dar.

Abbildung 3.2 Graphische Darstellung der Konvergenz des Iterationsverfahrens

FIXPUNKTFOLGE1(f,x,x0,n):=ITERATES(f,x,x0,n)

FIXPUNKTFOLGE2(f,x,x0,n,aux):=

VECTOR([ELEMENT(aux,k_),ELEMENT(aux,k_+1)],k_,1,DIMENSION(aux)-1)

FIXPUNKTFOLGE(f,x,x0,n):=

FIXPUNKTFOLGE2(f,x,x0,n,FIXPUNKTFOLGE1(f,x,x0,n))

FIXPUNKT_GRAPH_AUX(f,x,x0,aux):=[x,f,aux,

VECTOR(ELEMENT(ELEMENT(aux,k_),2)*ABS(CHI(ELEMENT(ELEMENT(aux,k_),1),

x,ELEMENT(ELEMENT(aux,k_+1),1))),k_,1,DIMENSION(aux)-1)]
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FIXPUNKT_GRAPH(f,x,x0,n):=

FIXPUNKT_GRAPH_AUX(f,x,x0,FIXPUNKTFOLGE(f,x,x0,n))

Approximiert man z. B. FIXPUNKT_GRAPH(COS(x),x,0,6), so ergibt ein Plot

Abbildung 3.2.

Wir beschäftigen uns nun wieder speziell mit vektorwertigen Funktionen. Die fol-
gende mehrdimensionale Version des Mittelwertsatzes liefert eine hinreichende Be-
dingung für eine Funktion f : D → IRm einer Teilmenge D ⊂ IRn, die Kontrakti-
onsbedingung (3.5) zu erfüllen.

Satz 3.3 (Mehrdimensionaler Mittelwertsatz) Bildet f : B → IRm die offene
Kugel B ⊂ IRn stetig differenzierbar ab und gilt6 ‖f ′(x)‖ ≤ λ für alle x ∈ B, so
folgt die Beziehung

|f(y) − f(x)| ≤ λ |y − x| .
Beweis: Seien x,y ∈ B. Dann liegt die ganze Verbindungsstrecke zwischen x und y in
B, und wir können somit die Funktionen g : [0, 1] → IRm und p : [0, 1] → IR durch

g(t) := f (x + t (y − x)) − f (x) sowie p(t) := |g(t)|

definieren. Aus der mehrdimensionalen Kettenregel folgt

g
′(t) = f

′(x + t (y − x)) · (y − x)

und folglich wegen ‖f ′(x)‖ ≤ λ (s. Beispiel 1.9)

|g′(t)| ≤ λ |y − x| .

Die reellwertige Funktion p hat damit die Eigenschaften p(0) = 0, p(1) = |f (y) − f (x)|
sowie (s. Übungsaufgabe 3.5)

|p′(t)| ≤ λ |y − x| (3.8)

an allen Stellen t ∈ [0, 1], an denen p(t) 6= 0 gilt. O. B. d. A. sei p(1) 6= 0. Ist dann s ∈ [0, 1]
die größte Nullstelle von p, so folgt p(t) > 0 für t ∈ (s, 1), und eine Anwendung des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung zeigt (s̃ ∈ (s, 1))

|f (y) − f (x)| = p(1) = p(1) − p(0) = (1 − s) p′(s̃) ≤ (1 − s)λ |y − x| ≤ λ |y − x| . 2

Als Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes behandeln wir nun eine mehr-
dimensionale Version des Newton-Verfahrens. Dazu verallgemeinern wir die Vor-
gehensweise des eindimensionalen Newton-Verfahrens in folgender Weise: Damals
betrachteten wir die Folge

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)

oder m. a. W. die Fixpunktgleichung

6Man beachte, daß ‖A‖ hier die in Beispiel 1.9 erklärte Matrix-Norm bezeichnet.
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x = x− (f ′(x))
−1

f(x) .

Für unsere jetzigen Zwecke ist es einfacher, diese Gleichung durch die Fixpunktglei-
chung

x = x− (f ′(ξ))
−1

f(x)

zu ersetzen, wobei wir die variable Größe (f ′(x))−1
durch die konstante Größe

(f ′(ξ))−1 ersetzt haben, bei der ξ die gesuchte Nullstelle bezeichnet.
Wir betrachten nun im mehrdimensionalen Fall eine analoge Fixpunktgleichung.

Satz 3.4 (Mehrdimensionales Newton-Verfahren) Bilde f : D → IRm die
Teilmenge D ⊂ IRm stetig differenzierbar ab, gelte f(η) = 0 für ein η ∈ D und sei
ferner die Determinante detA = |A| der quadratischen Matrix

A :=
∂f

∂y
(η)

ungleich 0. Dann gibt es eine Umgebung V ⊂ D von η, in der das Newton-Verfahren

yn+1 = yn −A−1 f(yn)

gegen η konvergiert. A−1 bezeichne hierbei, wie üblich, die zu A inverse Matrix.

Beweis: Wegen |A| 6= 0 ist A invertierbar. Offenbar geht es um die Fixpunktgleichung

y = F (y) := y − A−1
f (y) .

Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von f ist F ebenfalls stetig differenzierbar, und aus
der mehrdimensionalen Kettenregel folgt

∂F

∂y
= I −A−1 · ∂f

∂y
,

wobei I die m×m-Einheitsmatrix bezeichne (man rechne dies komponentenweise nach!).
Speziell gilt also an der Stelle η

∂F

∂y
(η) = I − A−1 ·A = 0 .

Wegen der Stetigkeit der Ableitung gibt es also zu jedem ε > 0 eine Umgebung V =
B(η, r) ⊂ IRm (r > 0) von η, in der

∥∥∥∥
∂F

∂y

∥∥∥∥ ≤ ε . (3.9)

Aus Satz 3.3 folgt, daß dann auch

|F (y) − F (x)| ≤ ε |y − x| (3.10)

für x,y ∈ V gilt. Da ε < 1 gewählt werden kann, müssen wir für die Anwendbarkeit des
Banachschen Fixpunktsatzes sowie seines Beweises nur noch nachweisen, daß F (V ) ⊂ V
gilt.

Wegen f (η) = 0 ist aber im gegebenen Fall definitionsgemäß F (η) = η und folglich
wegen (3.10)

|F (y) − η| = |F (y) − F (η)| ≤ ε |y − η| ≤ |y − η| ,
also F (V ) ⊂ V . 2
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Bemerkung 3.2 Das gegebene abgewandelte Newton-Verfahren war besonders ein-
fach zu behandeln und wird im nächsten Abschnitt erfolgreich angewandt werden.
Es ist aber im wesentlichen von theoretischem Interesse, da es sich für eine prakti-
sche Anwendung nicht eignet. Um nämlich mit diesem Verfahren z. B. eine Nullstelle
ξ einer reellen Funktion f zu approximieren, muß bereits der Wert der Ableitung
von f an der noch unbekannten Nullstelle bekannt sein. Dies ist i. a. natürlich nicht
der Fall.

Bemerkung 3.3 Das betrachtete Newton-Verfahren ist nicht nur kontrahierend,
sondern (3.10) gilt für jedes ε > 0 in einer geeigneten Umgebung von η. Damit gilt
die Abschätzung

|xn+1 − xn| ≤ ε |xn − xn−1|
für jedes ε > 0, und wie im eindimensionalen Fall konvergiert also das Newton-
Verfahren besser als linear, wenn man sich bereits nahe genug bei einer Nullstelle
befindet.

Sitzung 3.3 In der Derive Datei SOLVE.MTH, die mit Transfer Load Utility

geladen werden kann, ist ein mehrdimensionales Newton-Verfahren implementiert.
Die Funktion NEWTONS(f,x,x0,n) approximiert dabei eine Nullstelle des Funktio-
nenvektors f der Variablen x mit einem Anfangswert x0, gegebenenfalls werden n

Iterationen durchgeführt. Wir suchen eine Nullstelle des Gleichungssystems

x+ sin y = 0 ,

2 y − tanx+ 1 = 0

und wenden approX auf NEWTONS([x+SIN(y),2*y-TAN(x)+1],[x,y],[0,0]) an.
Als Ergebnis erhalten wir den Iterationsvektor

2 :




0 0
0.333333 −0.333333
0.325326 −0.331356
0.325318 −0.331348
0.325318 −0.331348
0.325318 −0.331348
0.325318 −0.331348
0.325318 −0.331348
0.325318 −0.331348
0.325318 −0.331348




.

In diesem konkreten Fall können wir die Lösung auch durch sukzessives direktes
Auflösen bestimmen. Dazu lösen wir zunächst die Gleichung

3 : x+ SIN (y) = 0

mit soLve nach x auf und erhalten

4 : x = −SIN (y) .
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Dieses Resultat können wir in die zweite Gleichung

5 : 2 y − TAN (x) + 1 = 0

mit Manage Substitute einsetzen, und wir bekommen

6 : 2 y − TAN (−SIN (y)) + 1 = 0 .

Diese Gleichung enthält nun nur noch eine Variable und kann mit soLve im
Options Precision Approximate Modus approximiert werden. Dies ergibt

7 : y = −0.331348 ,

welches wir wiederum in Zeile #4 einsetzen können

8 : x+ −SIN (−0.331348) = 0 ,

und eine weitere Anwendung von soLve liefert schließlich die Lösung

9 : x = 0.325318 .

Übungsaufgaben

3.4 Ist f : I → I eine differenzierbare Funktion eines abgeschlossenen Intervalls
I ⊂ IR mit ‖f ′‖

I
< 1. Dann hat f genau einen Fixpunkt in I. Zeige, daß die

Aussage nicht für eine beliebige abgeschlossene Menge gilt.

3.5 Man führe den Beweis von (3.8) in Satz 3.3 aus.

3.63 Benutze die Derive Funktionen aus Derive-Sitzung 3.2 zur numerischen und
graphischen Lösung der Fixpunktgleichungen x = f(x) bei geeigneten Anfangswer-
ten x0 für folgende reelle Funktionen f .

(a) f(x) := sin ex , (b) f(x) := sin x+ x , (c) f(x) := ex−sin x − x ,

(d) f(x) :=
√

1 − x2 , (e) f(x) :=
√

1 − x , (f) f(x) := 2 − coshx .

3.73 Untersuche die eindimensionalen Fixpunktprobleme für

(a) f(x) := cosx+
π

2
, (b) f(x) := 2 − x , (c) f(x) := lnx+ 1

auf Konvergenz bzw. Divergenz. Sind die Funktionen kontrahierend? Berechne dazu
jeweils ‖f ′‖IR (s. Übungsaufgabe 3.4). Verwende FIXPUNKT_GRAPH zur Illustration.

3.83 Bei der Derive Funktion FIXPUNKT_GRAPH werden nur die Iterationspunkte, die
auf dem Graphen von f liegen, und nicht jene, die auf der ersten Winkelhalbierenden
liegen, graphisch dargestellt. Ändere die Funktion in geeigneter Weise ab.
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3.93 Man verwende NEWTONS aus der UTILITIES Datei SOLVE.MTH, um die Glei-
chungssysteme

(a)
sin x+ sin y = 1 ,

x− y = 0 ,
(b)

sin x+ sin y + sin z = 1 ,

tanx = tan z ,

sin y = tan z + 1

zu lösen. Man verwende geeignete graphische Darstellungen zur Veranschaulichung
der Resultate.

3.3 Implizite Funktionen mehrerer Variablen

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, unter welchen Voraussetzungen man ana-
log zum Fall eines linearen Gleichungssystems von m Gleichungen in n+m Varia-
blen x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym (n,m ∈ IN) ein System m nicht notwendig linearer
Gleichungen in n+m Variablen

f1(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym) = 0

f2(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym) = 0

... = 0

fm(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym) = 0

nach y1, y2, . . . , ym auflösen kann. Wir verwenden in der Folge die Bezeichnungen

∂f

∂x
:=




∂f1

∂x1
· · · ∂f1

∂xn

...
. . .

...
∂fm

∂x1
· · · ∂fm

∂xn


 bzw.

∂f

∂y
:=




∂f1

∂y1
· · · ∂f1

∂ym

...
. . .

...
∂fm

∂y1
· · · ∂fm

∂ym


 .

Satz 3.5 (Satz über implizite Funktionen) Sei f : D → IRm eine stetig diffe-
renzierbare Funktion einer offenen Teilmenge D ⊂ IRn+m und gelte7

f(ξ,η) = 0 sowie

∣∣∣∣
∂f

∂y
(ξ,η)

∣∣∣∣ 6= 0

für ein (ξ,η) ∈ D (ξ ∈ IRn,η ∈ IRm). Dann gibt es eine offene Umgebung U ⊂ IRn

von ξ sowie eine offene Umgebung V ⊂ IRm von η und eine stetig differenzierbare
Funktion g : U → V derart, daß

f(x, g(x)) = 0 (3.11)

sowie

f(x,y) 6= 0 für y 6= g(x) und (x,y) ∈ U × V ⊂ D .

7Man erinnere sich: Mit | · | ist hier die Determinante gemeint!
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Beweis: Nach Voraussetzung ist die m×m-Matrix A :=
∂f

∂y
(ξ,η) invertierbar. Wir

können somit für jedes x einer noch zu spezifizierenden Umgebung von ξ das in Satz 3.4
betrachtete Newton-Verfahren

y = y − A−1
f (x,y) =: F (x,y)

betrachten. Gemäß (3.10) erhalten wir die Beziehung

|F (x,y2) − F (x,y1)| ≤ ε |y2 − y1| (3.12)

für y1,y2 in einer Umgebung V := B(η, r). Wir wählen hierbei generell ε ≤ 1
2

und r > 0
derart, daß (3.12) für alle x ∈ B(ξ, s1) einer gewählten Umgebung von ξ gilt. Auf Grund

der Kompaktheit von B(ξ, s1) ist dies möglich.
Wegen f (ξ,η) = 0 gibt es ferner ein s ∈ (0, s1), so daß

|F (x,η) − η| = |A−1
f (x,η)| ≤ r

2
(3.13)

für alle x ∈ U := B(ξ, s) (gleichmäßig) gilt.
Im ersten Schritt wollen wir nun die Existenz und Eindeutigkeit einer stetigen Funk-

tion g zeigen, die in U erklärt ist und die Eigenschaft (3.11) hat. Dazu wenden wir den
Banachschen Fixpunktsatz auf die Fixpunktgleichung

g = F (x, g) =: T (g) (3.14)

bzw. die Iteration

gn+1 := F (x, gn) = T (gn) = gn − A−1
f (x, gn) mit Anfangswert g0 := η (3.15)

im Banachraum C(U) der in der abgeschlossenen Menge U stetigen Funktionen mit der Ma-
ximumnorm an. Man beachte, daß auf Grund seiner Definition der Operator T : C(U) →
C(U) jeder stetigen Funktion g eine stetige Funktion T (g) zuordnet.

Wegen (3.12) gilt zunächst für jedes x ∈ U

|F (x,h(x)) − F (x, g(x))| ≤ ε |h(x) − g(x)| ≤ ε max
x∈U

|h(x) − g(x)| = ε ‖h − g‖ ,

und durch Übergang zum Maximum erhalten wir

‖T (h) − T (g)‖ = max
x∈U

|F (x,h(x)) − F (x, g(x))| ≤ ε ‖h − g‖ .

Also ist T kontrahierend, und wegen (3.13) ist für h ∈ C(U) weiter

‖T (h) − η‖ ≤ ‖T (h) − T (η)‖ + ‖T (η) − η‖ ≤ ε‖h − η‖ +
r

2
≤
(
ε+

1

2

)
r ,

und wegen ε ≤ 1
2

folgt T (B(η, r)) ⊂ B(η, r). Damit ist der Banachsche Fixpunktsatz

anwendbar, und die Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunkts g ∈ C(U) ist gesichert.
Man beachte, daß diese Argumentation u. a. auch die Stetigkeit von g garantiert.

Schließlich bleibt die stetige Differenzierbarkeit von g zu zeigen. Wüßten wir dies bereits,
könnten wir die Fixpunktgleichung (3.14) mit der Kettenregel ableiten und bekämen die
Identität

g
′ =

∂F

∂x
(x, g) +

∂F

∂y
(x, g) g′ . (3.16)
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Diese ist wiederum eine Fixpunktgleichung (für h := g′), nämlich

h =
∂F

∂x
(x, g(x)) +

∂F

∂y
(x, g(x))h =: S(h) (3.17)

mit dem Operator S, der Elemente des Banachraums M(C(U)) der m×n-Matrizen

A := (fjk) =




f11 f12 · · · f1n

f21 f22 · · · f2n

...
...

. . .
...

fm1 fm2 · · · fmn




von in der abgeschlossenen Teilmenge U stetigen Funktionen mit der Matrix-Norm

‖A‖ :=

√√√√
m∑

j=1

n∑

k=1

‖fjk‖2

U

in ebensolche überführt, s. Übungsaufgabe 3.11. Wegen (3.9) gilt

‖S(h2)−S(h1)‖ =

∥∥∥∥
∂F

∂y
(x, g(x)) (h2 − h1)

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥
∂F

∂y
(x, g(x))

∥∥∥∥ ‖h2−h1‖ ≤ 1

2
‖h2−h1‖ ,

und folglich ist S kontrahierend. Da alle partiellen Ableitungen der Anfangsfunktion η
verschwinden, ist die Startmatrix die Nullmatrix und da wegen ‖S(h)‖ ≤ 1

2
‖h‖ die Bezie-

hung S(B(0, R)) ⊂ B(0, R) für genügend kleines R > 0 gilt, liefert eine Anwendung des
Banachschen Fixpunktsatzes ein eindeutiges h ∈M(C(U)) mit S(h) = h.

Wäre (3.16) bereits erwiesen, würde nun sofort h = g′ folgen und wir wären fertig. Wir
behelfen uns durch Betrachtung der leicht abgewandelten Iteration

hn+1 :=
∂F

∂x
(x, gn(x)) +

∂F

∂y
(x, gn(x))hn mit Anfangswert h0 := 0 .

Differentiation von (3.15) liefert die Beziehung hn = g′n. Wir stellen zunächst fest, daß die
Folge (hn)n∈IIN0 wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen von F beschränkt ist.

Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen und wegen der gleichmäßigen Konver-
genz gn → g gibt es ein N ∈ IN und ein M ∈ IR+ derart, daß für alle n ≥ N die Relationen

∥∥∥∂F
∂x

(x, gn(x)) − ∂F

∂x
(x, g(x))

∥∥∥ ≤M ‖gn(x) − g(x)‖

sowie ∥∥∥∥
∂F

∂y
(x, gn(x)) − ∂F

∂y
(x, g(x))

∥∥∥∥ ≤M ‖gn(x) − g(x)‖

gelten. Benutzen wir die beiden Relationen

hn+1 :=
∂F

∂x
(x, gn(x)) +

∂F

∂y
(x, gn(x))hn

sowie

(3.17) h =
∂F

∂x
(x, g(x)) +

∂F

∂y
(x, g(x))h ,
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dann erhalten wir

‖hn+1(x) − h(x)‖ ≤
∥∥∥∂F
∂x

(x, gn(x)) − ∂F

∂x
(x, g(x))

∥∥∥

+

∥∥∥∥
∂F

∂y
(x, gn(x))

∥∥∥∥ ‖hn(x) − h(x)‖

+

∥∥∥∥
∂F

∂y
(x, g(x)) − ∂F

∂y
(x, gn(x))

∥∥∥∥ ‖h‖

≤ (1 + ‖h‖)M ‖gn − g‖
U

+
1

2
‖hn − h‖ ,

also durch Übergang zum Maximum über alle x ∈ U

‖hn+1 − h‖ ≤ cn +
1

2
‖hn − h‖

mit cn → 0 für n → ∞. Bezeichnet nun L := lim sup
n→∞

‖hn − h‖, so folgt also mit n → ∞
die Beziehung L ≤ L/2, und folglich ist L = 0, d. h., hn konvergiert gleichmäßig gegen h.

Wegen hn = g′n folgt aus Satz I.12.4 (S. I.332) h = g′ und damit die Behauptung. 2

Sitzung 3.4 Man kann die Iteration (3.15) mit Derive durchführen. Die folgen-
de Derive Funktion IMPLIZITE_ITERATION(f,x,y,xi,eta,n) führt diese Iteration
durch,

A_INVERSE(f,x,y,xi,eta):=LIM(LIM(JACOBIMATRIX(f,y),x,xi),y,eta)^(-1)

IMPLIZITE_ITERATION(f,x,y,xi,eta,n):=

ITERATES(g_-A_INVERSE(f,x,y,xi,eta) . LIM(f,y,g_),g_,eta,n)

wobei die Derive Funktion JACOBIMATRIX(f,x) aus Derive-Sitzung 2.1 geladen
sein muß. Wir erhalten für das Beispiel

IMPLIZITE_ITERATION([x+y-SIN(z),EXP(x)-x-y^3-1],[x],[y,z],[0],[0,0],1)

durch Simplify

[
[0, 0], [0, 0] −

[
1 −1
0 0

]−1

· [x, êx − x− 1]

]
,

also ist bei diesem Beispiel die Determinantenbedingung verletzt. Andererseits be-
kommen wir bei

IMPLIZITE_ITERATION([x+y-SIN(z),EXP(z)-x-y^3-1],[x],[y,z],[0],[0,0],3)

mit Simplify




0 0
0 x

−êx + SIN (x) + 1 −êx + 2x+ 1

−ê−êx+2x+1 − ê3x + . . . −ê−êx+2x+1 − ê3x + . . .


 .

Man stelle die jeweiligen ersten (also die y-) bzw. zweiten (die z-) Komponenten
graphisch dar!
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Zum Abschluß dieses Kapitels können wir folgendes Analogon zum eindimensiona-
len Satz über die Umkehrfunktion als Folge des Satzes über implizite Funktionen
formulieren. Man beachte, daß wir im Gegensatz zur eindimensionalen Situation nur
ein lokales Resulat erhalten.

Satz 3.6 (Satz über die Umkehrfunktion) Sei f : D → IRn eine stetig diffe-
renzierbare Funktion der offenen Teilmenge D ⊂ IRn, sei f(ξ) = η an einer Stelle
ξ ∈ D und gelte |f ′(ξ)| 6= 0. Dann gibt es eine offene Umgebung U ⊂ D von ξ mit
den Eigenschaften:

(a) Die Bildmenge V = f(U) ist eine offene Umgebung von η.

(b) f : U → V ist bijektiv.

(c) Die Umkehrfunktion f−1 : V → U ist stetig differenzierbar und für x ∈ U gilt
die Beziehung

(
f−1

)′
(f(x)) =

(
f ′(x)

)−1

. (3.18)

Beweis: Offenbar ist die Fragestellung gleichbedeutend damit, zu gegebenem y nahe bei
η ein eindeutiges x mit f (x) = y zu finden, m. a.W., die Gleichung F (x,y) := f (x)−y =
0 nach x aufzulösen. Aus dem Satz über implizite Funktionen folgt die Existenz offener
Mengen U von ξ und V von η mit der Eigenschaft, daß zu jedem y ∈ V genau ein
x := g(y) ∈ U mit y = f (x) existiert, wobei g : V → IRn stetig differenzierbar ist.

Folglich bildet f die Menge Ũ := g(V ) bijektiv auf V ab, und wir haben (b). Wegen der

Stetigkeit von f ist aber das Urbild Ũ = f−1(V ) der offenen Menge V selbst offen (s. Satz
1.7). Formel (3.18) folgt schließlich aus der mehrdimensionalen Kettenregel wegen

I =
(
id

Ũ

)′

=
(
f

−1 ◦ f
)′

=
(
f

−1
)′

(f ) · f ′ . 2

Beispiel 3.3 (Polarkoordinaten) Jeder Punkt (x, y) ∈ IR2 hat eine Polarkoordi-
natendarstellung (s. Definition I.6.11, S. I.181)

x = r cosϕ sowie y = r sinϕ

mit (r, ϕ) ∈ IR+
0 × IR. Die Funktion f : (r, ϕ) 7→ (r cosϕ, r sinϕ) hat zwar für jeden

Bildpunkt (x0, y0) 6= (0, 0) unendlich viele Urbilder, deren ϕ-Koordinaten sich um
Vielfache von 2π unterscheiden, aber wegen

∣∣∣∣
∂(x, y)

∂(r, ϕ)
(r, ϕ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

cosϕ −r sinϕ

sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣∣ = r 6= 0

hat f an der Stelle (r0, ϕ0) (r0 6= 0) mit f(r0, ϕ0) = (x0, y0) eine stetig differenzier-
bare lokale Umkehrfunktion

f−1(x, y) =
(√

x2 + y2, arg (x+ i y)
)
,

wobei das Argument arg(x+iy) derart gewählt werden muß, daß arg(x0+iy0) = ϕ0

gilt. Insbesondere kann man lokal immer eine stetige Argumentfunktion finden.
Anders ist die Situation für (x0, y0) = (0, 0). Hier ist |f ′(0, 0)| = 0, und es gibt in

keiner Umgebung eine Umkehrfunktion.
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Übungsaufgaben

3.103 Zeige, daß die Gleichung y2 + x z + z2 − exz = 1 in einer Umgebung des
Punkts (0,−1, 1) nach z eindeutig auflösbar ist. Berechne das Taylorpolynom von
z = g(x, y) bis zur zweiten Ordnung. Hinweis: Man setze einen geeigneten Potenz-
reihenansatz in die implizite Gleichung ein und bestimme die Koeffizienten. Zur
einfacheren Darstellung transformiere man an den Ursprung (x0, y0) = (0, 0).

3.11? (Banachraum von Matrizen stetiger Funktionen) Zeige, daß der Raum
M(C(D)) der m×n-Matrizen

A := (fjk) =




f11 f12 · · · f1n

f21 f22 · · · f2n

...
...

. . .
...

fm1 fm2 · · · fmn




von in der abgeschlossenen Teilmenge D ⊂ IRm stetigen Funktionen mit der Matrix-
Norm

‖A‖ :=

√√√√
m∑

j=1

n∑

k=1

‖fjk‖2

D

ein Banachraum ist.

3.123 (Kugel- und Zylinderkoordinaten) Man untersuche die Kugel- und Zy-
linderkoordinaten, die in Übungsaufgabe 2.4 erklärt worden waren, auf ihre Inver-
tierbarkeit und gebe lokale Umkehrfunktionen an.
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4 Gewöhnliche Differentialgleichungen

4.1 Explizite Differentialgleichungen erster Ordnung

In diesem Kapitel wollen wir gewöhnliche Differentialgleichungen und ihre Lösungen
behandeln.

Definition 4.1 (Gewöhnliche Differentialgleichung) Unter einer gewöhnlichen
Differentialgleichung1 verstehen wir eine Gleichung der Form

G(x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0 , (4.1)

wobei y eine reelle Funktion repräsentiert, y′, y′′, . . . , y(n) ihre Ableitungen darstellen
und G in einer Teilmenge D ⊂ IRn+2 erklärt ist. Die Zahl n heißt die Ordnung
der Differentialgleichung. Kann eine gewöhnliche Differentialgleichung n. Ordnung
explizit nach y(n) aufgelöst werden

y(n) = F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)) , (4.2)

so sprechen wir von einer expliziten Differentialgleichung n. Ordnung. Unter einer
Lösung der Differentialgleichung (4.1) bzw. (4.2) im abgeschlossenen Intervall I ⊂ IR
verstehen wir eine Funktion g : I → IR, deren Einsetzen für y in Gleichung (4.1)
bzw. (4.2) diese zu einer für alle x ∈ I gültigen Identität macht, z. B.

G(x, g(x), g′(x), g′′(x), . . . , g(n)(x)) ≡ 0 (x ∈ I) .

Beispiel 4.1 Im Band Mathematik mit DERIVE hatte wir bereits Beispiele von
Differentialgleichungen behandelt. In Übungsaufgabe I.10.6 (S. I.261) wurde gezeigt,
daß die Differentialgleichung y′ = y mit der Anfangsbedingung y(0) = 1 die eindeu-
tige Lösung y = g(x) = ex besitzt.

In Satz I.12.12 (S. I.342) wurde die Binomialfunktion y = g(x) = (1 + x)α als
Lösung der Differentialgleichung (1 + x) y′ − αy = 0 bzw. in expliziter Form

y′ =
α

1 + x
y

mit der Anfangsbedingung y(0) = 1 hergeleitet.
Ferner hatten wir in Übungsaufgabe I.12.34 (S. I.355) die Differentialgleichung

der erzeugenden Funktion der Fibonacci-Zahlen betrachtet. 4
1Englisch: ordinary differential equation, kurz oft: ODE, im Gegensatz zu einer partiellen Dif-

ferentialgleichung, englisch: partial differential equation, kurz: PDE, in der partielle Ableitungen
bzgl. verschiedener Variablen vorkommen.
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In diesem Abschnitt wollen wir zunächst explizite Differentialgleichungen erster Ord-
nung behandeln. Eine der wesentlichen Fragestellungen ist, unter welchen Voraus-
setzungen wir die Existenz einer nach Möglichkeit eindeutigen Lösung garantieren
können. Dies ist vor allem deshalb wichtig, da es i. a. keine algorithmische Strate-
gie zur Lösung einer Differentialgleichung gibt. Weiß man aber, daß eine eindeutige
Lösung existiert, kann man diese u. U. durch Erraten, d. h., durch einen geeigneten
Ansatz, ausfindig machen. Wie aus Beispiel 4.1 ersichtlich wird, kann man eine ein-
deutige Lösung nur bei Vorgabe einer geeigneten Anfangsbedingung erwarten. Wir
betrachten also in der Folge für x ∈ I das Anfangswertproblem

y′ = F (x, y) (4.3)

mit dem Anfangswert an der Stelle2 ξ ∈ I

x

y

Abbildung 4.1 Graphische Darstellung des Richtungsfelds einer Differentialgleichung

2Der Anfangswert darf durchaus auch auf dem Rand von I liegen. Gilt ξ = a und betrachtet
man die x-Achse als eine Zeitachse, wird die Bezeichnung

”
Anfangswert” erst richtig verständlich.
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y(ξ) = η ∈ IR , (4.4)

wobei F in I × IR erklärt sei.

Sitzung 4.1 (Richtungsfeld) Zunächst geben wir eine geometrische Interpretation
der vorliegenden Situation. Gleichung (4.3) liefert für jeden Punkt
(x, y) ∈ I × IR die Richtung der Tangente an den Graphen einer möglichen Lösung
g : I → IR. Man nennt dies ein Richtungsfeld. Die Derive Funktion
DIRECTION_FIELD(f,x,x0,xm,m,y,y0,yn,n) in der Datei ODE_APPR.MTH, die mit
Transfer Load Utility geladen werden kann, berechnet das von der Funkti-

on F für die Differentialgleichung y′ = F (x, y) erzeugte Richtungsfeld im Rechteck
[x0, xm] × [y0, yn] bei einer arithmetischen Unterteilung von [x0, xm] in m und von
[y0, yn] in n Teile in Form eines Vektors, den man mit Plot bei einer Einstellung
Options State Connected graphisch darstellen kann. Zum Beispiel liefert die

gemeinsame graphische Darstellung von DIRECTION_FIELD(y,x,-4,4,9,y,-3,3,7)

(man verwende approX ) zusammen mit der Lösung EXP(x) der entsprechenden
Differentialgleichung y′ = y mit dem Anfangswert y(0) = 1 eine Graphik, die Abbil-
dung 4.1 ähnelt. In unserer Abbildung haben wir das Richtungsfeld als ein gerichtetes

Vektorfeld dargestellt.

Im letzten Kapitel hatten wir mit dem Banachschen Fixpunktsatz eine Methode
kennengelernt, mit der man die eindeutige Lösbarkeit von Gleichungen nachweisen
konnte. Unser Anfangswertproblem (4.3)–(4.4) ist allerdings offenbar kein Fixpunkt-
problem. Nun hilft aber folgende Überlegung weiter: Unter der Annahme, daß g
eine im abgeschlossenen Intervall I stetige Lösungsfunktion von (4.3)–(4.4) und F
in I × IR stetig ist, folgt, daß g′(x) = F (x, g(x)) ebenfalls in I stetig ist, m. a. W.
die stetige Differenzierbarkeit von g. Wir erhalten daher für x ∈ I durch Integra-
tion von Gleichung (4.3) von ξ nach x mit dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

g(x) − g(ξ) =

x∫

ξ

F (t, g(t)) dt ,

d. h., g ist wegen (4.4) Lösung der Integralgleichung

y = η +

x∫

ξ

F (t, y(t)) dt = T (y) (4.5)

mit dem Operator T : C(I) → C(I)

T (y) := η +

x∫

ξ

F (t, y(t)) dt ,
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der jeder in I stetigen Funktion eine ebensolche zuordnet. Auf der anderen Seite
sieht man sofort ein, daß eine Lösung der Integralgleichung (4.5) auch das An-
fangswertproblem (4.3)–(4.4) löst. Das Anfangswertproblem und die betrachtete
Integralgleichung sind also gleichwertig. Bei näherem Hinsehen zeigt sich aber, daß
Integralgleichung (4.5) ein Fixpunktproblem für den Operator T ist! Wir zeigen
im nächsten Satz, daß sich der Banachsche Fixpunktsatz auf diese Situation an-
wenden läßt. Zur Erzielung eines möglichst weitreichenden Ergebnisses werden wir
allerdings die Menge C(I), auf der der Operator T wirkt, nicht wie üblich mit der
Maximumnorm, sondern mit einer in geeigneter Weise angepaßten Norm ausstatten.

Satz 4.1 (Fundamentaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz) Sei F : [a, b]×
IR → IR stetig, und gelte für ein L > 0 die Bedingung

|F (x, y2) − F (x, y1)| ≤ L |y2 − y1| (4.6)

für alle x ∈ [a, b] und y1, y2 ∈ IR. Dann hat das Anfangswertproblem

(4.3)–(4.4) y′ = F (x, y) mit der Anfangsbedingung y(ξ) = η ∈ IR

genau eine Lösung g : [a, b] → IR.

Beweis: Wie angekündigt, lösen wir das äquivalente Fixpunktproblem (4.5) y = T (y)
im normierten Raum der im abgeschlossenen Intervall [a, b] stetigen Funktionen C[a, b] mit
der gewichteten Maximumnorm

‖g‖ := max
x∈[a,b]

|g(x)| e−αx

für ein noch zu spezifizierendes α > 0. Der Raum C[a, b] versehen mit dieser Norm ist ein
Banachraum, s. Übungsaufgabe 4.1. Offenbar bildet T den Raum C[a, b] in sich ab, und es
gilt für alle x ∈ [a, b]

| (T (y2)) (x) − (T (y1)) (x)| =

∣∣∣∣∣∣

x∫

ξ

(
F (t, y2(t)) − F (t, y1(t))

)
dt

∣∣∣∣∣∣

≤
x∫

ξ

|F (t, y2(t))−F (t, y1(t))| dt ≤
x∫

ξ

L |y2(t)−y1(t)| dt

≤ L

x∫

ξ

e−αt |y2(t)−y1(t)| eαt dt ≤ L ‖y2 − y1‖
x∫

ξ

eαt dt

≤ L ‖y2 − y1‖
eαx−eαξ

α
≤ L ‖y2 − y1‖

eαx

α
,

also

| (T (y2)) (x)−(T (y1)) (x)| e−αx ≤ L

α
‖y2 − y1‖ ,

und folglich gilt für die Norm in Bildraum
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‖T (y2) − T (y1)‖ ≤ L

α
‖y2 − y1‖ .

Wählt man nun z. B. α := 2L, so liegt eine Kontraktion vor, und eine Anwendung des

Banachschen Fixpunktsatzes liefert die gesuchte Lösung g ∈ C[a, b]. 2

Bemerkung 4.1 In Bedingung (4.6) ist nicht L < 1 gefordert, so daß es sich
nicht um eine Kontraktionsbedingung handeln muß. Eine derartige Bedingung wird
Lipschitzbedingung3 genannt.

Sitzung 4.2 Man kann die sukzessiven Approximationen

yn+1(x) = η +

x∫

ξ

F (t, yn(t)) dt mit der Anfangsbedingung y0(x) ≡ η ,

die sich aus der Fixpunktgleichung (4.5) ergeben, mit der Derive Funktion

SUKZESSIVE_APPROXIMATION(f,x,y,x0,y0,n):=

ITERATES(y0+INT(LIM(f,y,g_),x,x0,x),g_,y0,n)

berechnen. Beispielsweise ergeben sich für die Exponentialfunktion die Näherungs-
funktionen SUKZESSIVE_APPROXIMATION(y,x,y,0,1,5) (als Lösung des Anfangswert-
problems y′ = y, y(0) = 1) und mit Simplify

[
1, x+ 1,

x2

2
+ x+ 1,

x3

6
+
x2

2
+ x+ 1,

x4

24
+
x3

6
+
x2

2
+ x+ 1, . . .

]
.

In diesem Fall liefert das Fixpunktverfahren also die Taylorpolynome. Kompliziertere
Näherungsfunktionen haben wir bei SUKZESSIVE_APPROXIMATION(y/x,x,y,1,1,5)

mit dem Ergebnis

[
1,LN (x)+1,

LN (x)2

2
+LN (x)+1,

LN (x)3

6
+

LN (x)2

2
+LN (x)+1, . . .

]
.

Man errate die Lösung des Anfangswertproblems auf Grund dieser Approximationen,
zeige durch Einsetzen, daß es sich um eine Lösung handelt und stelle die Lösung
zusammen mit den Näherungen graphisch dar!

Beispiel 4.2 (Taylorapproximation) Ist man lediglich an einer Taylorapproxi-
mation der Lösung eines Anfangswertproblems interessiert, kann man diese mit der
Methode, die in Beispiel 3.1 behandelt wurde, finden. Es ist ja, wie in Gleichung
(3.2), g′(x) implizit als Funktion von x und y = g(x) gegeben. Bei der Differen-
tialgleichung y′ =: F1(x, y) ergibt sich dann, falls F1 genügend oft differenzierbar
ist

g′′(x) =
∂F1

∂x
(x, y) +

∂F1

∂y
(x, y)F1(x, y) =: F2(x, y)

∣∣∣∣
y=g(x)

,

3Rudolf Lipschitz [1832–1903]
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und allgemein

g(n+1)(x) =
∂Fn

∂x
(x, y) +

∂Fn

∂y
(x, y)F1(x, y) =: Fn+1(x, y)

∣∣∣∣
y=g(x)

.

Im Falle der Differentialgleichung y′ = y =: F1(x, y) erhält man auf diese Weise
durch Induktion Fn(x, y) = y (n ∈ IN) und daher für die Lösung g(x) mit dem
Anfangswert g(0) = 1 die Taylorreihe

g(x) =
∞∑

k=0

Fk(0, 1)

k!
xk =

∞∑

k=0

1

k!
xk ,

die Exponentialreihe.

Sitzung 4.3 Lädt man die Derive Funktion IMPLIZIT_TAYLOR(f,x,y,x0,y0,n)

aus Derive-Sitzung 3.1 zusammen mit ihren Hilfsfunktionen (wir brauchen hier
nur die zugehörige Hilfsfunktion IMPLIZIT_TAYLOR_AUX), so können wir die Derive

Funktion

DSOLVE1_TAYLOR(f,x,y,x0,y0,n):=IMPLIZIT_TAYLOR_AUX(f,x,y,x0,y0,n,

ITERATES(DIF(g_,y)*f+DIF(g_,x),g_,f,n-1)

)

erklären, die das n. Taylorpolynom der Lösung des Anfangswertproblems y′ =
F (x, y), y(x0) = y0 berechnet. Wir erhalten z. B.

Derive Eingabe Derive Ausgabe mit Expand bzgl. x

DSOLVE1_TAYLOR(y/x,x,y,x0,y0,5)
y0 x

x0
,

DSOLVE1_TAYLOR(x/y,x,y,0,1,10)
7 x10

256
− 5 x8

128
+
x6

16
− x4

8
+
x2

2
+ 1 ,

DSOLVE1_TAYLOR(x^2+y^3,x,y,0,1,5)
337x5

40
+

37x4

8
+

17x3

6
+

3x2

2
+ x+ 1 ,

DSOLVE1_TAYLOR(y,x,y,0,1,5)
x5

120
+
x4

24
+
x3

6
+
x2

2
+ x+ 1 ,

DSOLVE1_TAYLOR(EXP(x)*y,x,y,0,1,5)
13x5

30
+

5 x4

8
+

5 x3

6
+ x2 + x+ 1 ,

DSOLVE1_TAYLOR(EXP(x*y),x,y,0,1,5)
49x5

120
+

5 x4

12
+
x3

2
+
x2

2
+ x+ 1 .

Übungsaufgaben

4.1? Zeige, daß die Menge der im abgeschlossenen Intervall [a, b] stetigen Funktionen
C[a, b] mit der Norm (α > 0)

‖g‖ := max
x∈[a,b]

|g(x)| e−αx

einen Banachraum bildet.



78 4 Gewöhnliche Differentialgleichungen

4.2? Man zeige, daß die Menge der Lipschitz-stetigen Funktionen

{f : [a, b] → IR | ‖f‖
Lip

<∞
}

mit der Norm

‖f‖Lip := sup
x,y∈[a,b]

|f(y) − f(x)|
|y − x|

einen Banachraum bilden.

4.3 Man versuche, die Anfangswertprobleme aus Derive-Sitzung 4.3 durch Erraten
der Lösungen explizit zu lösen. Man zeige, daß die Bedingungen des Existenz- und
Eindeutigkeitssatzes (Satz 4.1) erfüllt und damit die erratenen Lösungen eindeutig
sind.

4.4 Berechne die Lösung der folgenden Anfangswertprobleme durch induktive Be-
stimmung der Taylorreihe. Stelle die Lösungen zusammen mit dem Richtungsfeld
graphisch dar.

(a) y′ = −y, y(0) = 1 , (b) y′ = y2, y(0) = 1 , (c) y′ = x2 − y, y(0) = 1 .

4.53 Man berechne Taylorapproximationen 5. Ordnung der Lösungen der Anfangs-
wertprobleme (a, b ∈ IR)

(a) y′ = y2 + a x+ b, y(0) = 1 , (b) y′ = sin x sin y, y(0) = 1 ,

(c) y′ =
1

2 y
, y(1) = 1 , (d) y′ = x3 · y, y(0) = 1 ,

(e) y′ = x− y, y(0) = 1 , (f) y′ = y3, y(0) = 1 .

Stelle die Approximationen zusammen mit den zugehörigen Richtungsfeldern gra-
phisch dar.

4.63 Man berechne Taylorapproximationen 5. Ordnung der Lösungen der Anfangs-
wertprobleme

(a) y′ = ex + x cos y, y(0) = 0 , (b) y′ = x2 + y2, y(0) = 1 ,

(c) y′ = x3 + y3, y(0) = 1 , (d) y′ = x4 + y4, y(0) = 1 .

Stelle die Approximationen zusammen mit den zugehörigen Richtungsfeldern gra-
phisch dar.

4.7 Zeige, daß bei dem Anfangswertproblem (a ∈ IR)

y′ = 3
√
y2 mit der Anfangsbedingung y(a) = 0 (4.7)

die Bedingungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes nicht erfüllt sind, mit dem
Resultat, daß die Lösung nicht eindeutig ist: Für b ≤ a ≤ c sind alle Funktionen der
Schar



4.2 Elementare Lösungstechniken 79

g(x) :=





(x−b)3

27 falls x ≤ b

0 falls x ∈ (b, c)
(x−c)3

27 falls x ≥ c

.

Lösung von (4.7).

4.8 Sei F : [a, b] × IR → IR stetig differenzierbar, und gelte für ein L > 0 die Be-
dingung Fy(x, y) ≤ L für alle (x, y) ∈ [a, b]× IR. Dann hat das Anfangswertproblem
(4.3)–(4.4) genau eine Lösung g : I → IR.

4.9? (Stetige Abhängigkeit der Lösung) Sei F : [a, b]×IR → IR stetig und gelte
für ein L > 0 die Lipschitzbedingung (4.6) für alle x ∈ [a, b] und y1, y2 ∈ IR. Dann
ist die Lösung g : [a, b] → IR des Anfangswertproblems (4.3)–(4.4) stetig in bezug
auf den Anfangswert η als auch in bezug auf die rechte Seite F , d. h., für alle ε > 0
gibt es ein δ > 0 derart, daß

(a) für die korrespondierende Lösung h : [a, b] → IR derselben Differentialglei-
chung mit dem verschobenen Anfangswert h(ξ) = ϑ gilt

|ϑ− η| ≤ δ ===⇒ ‖h− g‖
[a,b]

≤ ε ,

bzw.

(b) für die korrespondierende Lösung h : [a, b] → IR der modifizierten Differenti-
algleichung y′ = G(x, y) mit dem Anfangswert h(ξ) = η gilt

‖G− F‖
[a,b]×IR

≤ δ ===⇒ ‖h− g‖
[a,b]

≤ ε .

4.2 Elementare Lösungstechniken

Wir wissen nun, daß ein gegebenes Anfangswertproblem erster Ordnung i. a. genau
eine Lösung hat. Wir untersuchen in diesem Abschnitt einige spezielle Situationen,
in denen man mit einfachen Mitteln diese Lösung bestimmen kann.

Die bekannteste Situation ist die, bei der man die rechte Seite der Differentialglei-
chung F (x, y) als Produkt zweier Funktionen darstellen kann, die jeweils nur von
einer der beiden Variablen abhängen

dy

dx
= y′(x) = f(x)h(y) ,

in welchem Fall man mit dx/h(y) multipliziert und anschließend integriert:

dy

h(y)
= f(x) dx , also

∫
dy

h(y)
=

∫
f(x) dx+ C .

Man erhält durch diese Vorgehensweise eine implizite Darstellung der Lösungsfunk-
tion, die bis auf die Integrationskonstante C eindeutig ist. Die Integrationskonstante
ist durch die Anfangsbedingung bestimmt. Diese Technik wird Trennung der Varia-
blen genannt. Daß diese Vorgehensweise i. a. gerechtfertigt ist, zeigt der
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Satz 4.2 (Trennung der Variablen) Sei f : I → IR im Intervall I und h : J → IR
im Intervall J stetig, sei (ξ, η) ∈ I × J und sei schließlich h(η) 6= 0. Dann hat das
Anfangswertproblem

y′ = f(x)h(y) mit der Anfangsbedingung y(ξ) = η (4.8)

in einer Umgebung U ⊂ I eine eindeutige Lösung g : U → IR, die der impliziten
Gleichung

g(x)∫

η

du

h(u)
=

x∫

ξ

f(t) dt (4.9)

genügt.

Beweis: Zunächst klären wir die Eindeutigkeitsfrage. Sei U eine Umgebung von ξ und
g : U → IR irgendeine Lösung von (4.8). Wegen h(η) 6= 0 ist h(y) 6= 0 in einer Umgebung
von ξ, und nach Division durch h(y) bekommen wir dann durch Integration (in einer
möglicherweise kleineren Umgebung von ξ, die wir wieder mit U bezeichnen)

x∫

ξ

g′(t)

h(g(t))
dt =

x∫

ξ

f(t) dt .

Wendet man die direkte Substitution u = g(t) (s. Satz I.11.4, S. I.295) auf das linke Integral
an, erhält man (4.9).

Nun wollen wir zeigen, daß hierdurch auch wirklich eine Lösung gegeben ist. Mit den
Bezeichnungen

F (x) :=

x∫

ξ

f(t) dt sowie H(y) :=

y∫

η

du

h(u)

ist (4.9) äquivalent zu
H(g(x)) = F (x) . (4.10)

Wegen h(η) 6= 0 ist H ′ = 1/h in einer Umgebung von η stetig und ungleich 0, und folglich
existiert in einer Umgebung V von η die Umkehrfunktion H−1 : U → IR, wobei U = H(V )
ist. Wir erklären

g(x) := H−1(F (x)) ,

und wir werden zeigen, daß diese Funktion das Anfangswertproblem (4.8) in U löst. Mit
F und H ist definitionsgemäß auch g differenzierbar, somit können wir die Identität (4.10)
implizit ableiten und erhalten

H ′(g(x)) g′(x) = F ′(x)

bzw.

g′(x) =
F ′(x)

H ′(g(x))
= f(x)h(g(x)) ,

und somit ist die Differentialgleichung erfüllt. Wegen

g(ξ) = H−1(F (ξ)) = H−1(0) = η

gilt auch die Anfangsbedingung. 2
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Sitzung 4.4 Die Methode der Trennung der Variablen ist in Derive verfügbar. Die
Derive Funktion

SEPARABLE(f,h,x,y,x0,y0):=INT(1/h,y,y0,y)=INT(f,x,x0,x)

die mit Transfer Load Utility ODE1.MTH geladen werden kann, erzeugt Glei-
chung (4.9). Gegebenenfalls kann diese dann nach y aufgelöst werden. Wir bekommen
beispielsweise

Derive Eingabe Derive Ausgabe soLve

SEPARABLE(1,y,x,y,0,1) LN (y) = x y = êx ,

SEPARABLE(x,y,x,y,0,1) LN (y) =
x2

2
y = êx2/2 ,

und

Derive Eingabe Ausgabe nach soLve

SEPARABLE(1/SIN(x),y LN(y),x,y,π/2,ê) y = êTAN (x/2) .

Nicht in jedem Fall kann natürlich die Gleichung nach y aufgelöst werden.

Derive Eingabe Ausgabe nach soLve

SEPARABLE(COS(x),1/COS(y)^2,x,y,π,0)
SIN (y)COS (y)

2
+
y

2
= SIN (x) .

Sind die Bedingungen des Satzes nicht erfüllt, können mehrere Lösungen existieren,
s. auch Übungsaufgabe 4.7. SEPARABLE(1/(2x+x^2),ê^(-y^2)/y,x,y,2,0) liefert
beispielsweise nach soLve die beiden Lösungen

y = −
√

LN
[
−LN

[
x+2
2

]
+ LN (x) + 1

]

y =

√
LN

[
−LN

[
x+2
2

]
+ LN (x) + 1

] .

Man mache sich dieses Verhalten am Richtungsfeld klar!

Natürlich kann man die Methode mit der Funktion

SOLVE_SEPARABEL(f,h,x,y,xi,eta):=

ELEMENT(SOLVE(SEPARABLE(f,h,x,y,xi,eta),y),1)

SS(f,h,x,y,xi,eta):=SOLVE_SEPARABEL(f,h,x,y,xi,eta)

auch in einem Schritt anwenden. Ist die Lösung nicht eindeutig, verliert man dann
allerdings gegebenenfalls Lösungen.4

Schließlich betrachten wir die zwei Beispiele

4Man kann auch SOLVE SEPARABEL(f,h,x,y,xi,eta):=SOLVE(SEPARABLE(f,h,x,y,xi,eta),y)

deklarieren und bekommt dann immer einen Lösungsvektor.
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Derive Eingabe Derive Ausgabe

SS(SIN(x),EXP(y),x,y,0,-LN(2)) y = −LN (COS (x) + 1) ,

SS(SIN(x),EXP(y),x,y,0,-LN(2)-1/100) y = −LN (2 ê1/100 + COS (x) − 1) .

Stellt man die beiden Lösungen zusammen mit dem Richtungsfeld graphisch dar,
erhält man Abbildung 4.2. Man sieht, daß die beiden Lösungen sich global völlig ver-
schieden verhalten, obwohl die Anfangswerte sehr nahe beieinander liegen: Während
die erste Lösung nur im Intervall (−π/2, π/2) erklärt ist und am Rand dieses Inter-
valls jeweils gegen ∞ strebt, ist die zweite Lösung in ganz IR erklärt und beschränkt.
Solch ein Verhalten nennt man unstabiles Lösungsverhalten: Kleine Änderungen der
Eingabedaten haben große Änderungen der Lösung zur Folge. Man überlege sich,
woran dieses Verhalten bei unserem Beispiel liegt, vgl. Übungsaufgabe 4.9.

Abbildung 4.2 Unstabiles Lösungsverhalten

Beispiel 4.3 Das in Beispiel 4.1 erwähnte Anfangswertproblem

y′ =
α

1 + x
y mit der Anfangsbedingung y(0) = 1

hatten wir in Satz I.12.12 (S. I.342) ad hoc gelöst. Wir können bei dieser Diffe-
rentialgleichung die Variablen trennen und sie daher nun systematisch lösen. Wir
erhalten
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dy

y
=

α

1 + x
dx und nach Integration

g(x)∫

1

ds

s
=

x∫

0

α

1 + t
dt

bzw.

ln g(x) = α ln (1 + x) .

Auflösen nach g(x) liefert wieder g(x) = (1 + x)α. 4

x

y

Abbildung 4.3 Richtungsfeld der Geradenschar

Als eine Anwendung der bislang behandelten Methoden betrachten wir das

Beispiel 4.4 (Orthogonaltrajektorien) Gegeben sei die implizite Geradenschar
G

F (x, y) = a x+ b y = 0 (a, b ∈ IR) . (4.11)
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von Geraden durch den Ursprung, deren Richtungsfeld in Abbildung 4.3 zu sehen
ist. Wir suchen diejenigen reellen Funktionen, deren Graphen jede Gerade unserer
Schar rechtwinklig schneiden. Diese heißen die Orthogonaltrajektorien der ursprüng-
lichen Schar G. Das Richtungsfeld der Orthogonaltrajektorien ist in Abbildung 4.4
abgebildet.

Zunächst bestimmen wir eine Differentialgleichung, die jedes Element g ∈ G
erfüllt. Nach dem Satz über implizite Funktionen gilt

g′(x) = −Fx(x, y)

Fy(x, y)
= −a

b
,

und setzt man nun b gemäß (4.11) ein, erhält man weiter

g′(x) =
y

x
.

x

y

Abbildung 4.4 Richtungsfeld der Orthogonaltrajektorien der Geradenschar
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Dies entspricht der Differentialgleichung y′ = y/x, welche das Richtungsfeld aus
Abbildung 4.3 besitzt und deren allgemeine Lösung in der Tat die Geradenschar G
ist (man überprüfe dies!). Da wir aber wissen, daß die zur Steigung m orthogonale
Steigung den Wert −1/m hat, erfüllen die Orthogonaltrajektorien der Schar G die
Differentialgleichung

y′ = −x
y
,

entsprechend dem Richtungsfeld aus Abbildung 4.4.

x

y

Abbildung 4.5 Geraden und Kreise als Orthogonaltrajektorien

Diese Differentialgleichung lösen wir nun. Wir bekommen durch Trennung der Va-
riablen zunächst y dy = −x dx und durch Integration

∫
y dy = −

∫
x dx bzw.

y2

2
= −x

2

2
+ C
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mit einer Integrationskonstanten C ∈ IR. Also haben wir

x2 + y2 = −2C = r2 (r ∈ IR) .

Hierbei kommt rechts nur eine positive Konstante r2 in Frage, da x2 + y2 ≥ 0 ist.
Die Orthogonaltrajektorien von G sind also die konzentrischen Kreislinien um den
Ursprung, s. Abbildung 4.5. Elementargeometrisch war dies natürlich von vornherein
klar. 4

Sitzung 4.5 Wir wollen an das Beispiel aus Abbildung 4.2 anschließen und die
Orthogonaltrajektorien der Lösungen von

y′ = sinx ey

suchen. Zunächst betrachten wir die Schar der Lösungen dieser Differentialglei-
chung mit den Anfangsbedingungen y(0) = t, die wir durch Vereinfachung von
SOLVE_SEPARABEL(SIN(x),EXP(y),x,y,0,t) bekommen, welches

y = t− LN (êt (COS (x) − 1) + 1)

Abbildung 4.6 Orthogonaltrajektorien der Differentialgleichung y′ = sinx ey

liefert. Die Orthogonaltrajektorienschar, die durch die Punkte (t, 0) geht, finden wir
durch Vereinfachung von SOLVE_SEPARABEL(-1/SIN(x),EXP(-y),x,y,t,0) mit dem
Ergebnis
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y = LN

[
−LN (1 − COS (x)) − LN

[
1

SIN (x) (1 − COS (t))

]
+ LN

[
1

SIN (t)

]
+ 1

]
.

Stellen wir eine geeignete Auswahl dieser Graphen dar, erhalten wir Abbildung 4.6.

Als weitere Beispielsklasse von Differentialgleichungen erster Ordnung, für die ein
Lösungsalgorithmus5 existiert, betrachten wir lineare Differentialgleichungen erster
Ordnung

A(x) y′ +B(x) y = C(x) ,

die, nach y′ aufgelöst, die Form

y′ = f(x) y + h(x) (4.12)

haben. Hierbei bezeichnen A,B,C, f und h im Intervall [a, b] stetige Funktionen
der Variablen x. Wir betrachten zunächst den Fall, daß die Funktion h(x) ≡ 0 die
Nullfunktion ist. Wir nennen dies den homogenen Fall, in welchem eine Situation
mit getrennten Variablen vorliegt

y′ = f(x) y , (4.13)

und wir erhalten mit der Anfangsbedingung y(ξ) = η gemäß Satz 4.2 die implizite
Lösung

g(x)∫

η

du

u
=

x∫

ξ

f(t) dt bzw. ln g(x) − ln η =

x∫

ξ

f(t) dt

und somit die explizite Lösung

g(x) = η · exp

(
x∫
ξ

f(t) dt

)
. (4.14)

Strenggenommen hätten wir eine Fallunterscheidung machen müssen, je nach Vor-
zeichen von η, aber Einsetzen von (4.14) in (4.13) zeigt die Gültigkeit der gegebenen
Lösung. Da die rechte Seite der Differentialgleichung eine Lipschitzbedingung bzgl.
y erfüllt

|f(x) y2 − f(x) y1| ≤ ‖f‖
[a,b]

|y2 − y1| ,
ist nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz die Lösung eindeutig. Wir haben also
das

5Dies heißt hier nur, daß wir eine generelle Strategie angeben können, um die Lösung durch In-
tegrale auszudrücken. Natürlich führen nicht alle autretenden Integrationen wieder zu elementaren
Lösungsfunktionen.
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Lemma 4.1 Sei f : [a, b] → IR stetig, ξ ∈ [a, b] und η ∈ IR. Dann gibt es genau eine
Lösung g : [a, b] → IR der homogenen linearen Differentialgleichung

(4.13) y′ = f(x) y

mit der Anfangsbedingung y(ξ) = η. Diese hat die Darstellung

(4.14) g(x) = η · exp

(
x∫
ξ

f(t) dt

)
.

2

Nun betrachten wir die inhomogene Differentialgleichung (4.12). Wieder sieht man
sofort, daß eine Lipschitzbedingung bzgl. y erfüllt ist, daß also genau eine Lösung
existiert. Diese wollen wir erraten. Dazu machen wir den Ansatz

g(x) = ϕ(x) · exp

(
x∫
ξ

f(t) dt

)
mit der Anfangsbedingung ϕ(ξ) = η , (4.15)

wir nehmen also die Lösung des zugehörigen homogenen Problems und ersetzen die
dortige Konstante η durch eine von x abhängige Funktion ϕ, welche die Anfangs-
bedingung ϕ(ξ) = η erfüllt. Dieses Verfahren, das im vorliegenden Fall erfolgreich
ist, nennt man Variation der Konstanten. Für die auftretende Exponentialfunktion
benutzen wir die Abkürzung

F (x) := exp

(
x∫
ξ

f(t) dt

)
. (4.16)

Setzen wir nun die durch (4.15) gegebene Funktion g in die Differentialgleichung
(4.12) ein, erhalten wir zunächst

(
ϕ′(x) + ϕ(x) f(x)

)
F (x) = f(x)ϕ(x)F (x) + h(x) ,

nach Division durch F (x) erhalten wir weiter

ϕ′(x) =
h(x)

F (x)

und schließlich durch Integration unter Berücksichtigung der Anfangsbedingung

ϕ(x) = η +

x∫

ξ

h(u)

F (u)
du .

Wir fassen dieses Resultat zusammen in dem
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Satz 4.3 (Lineare Differentialgleichung erster Ordnung) Sei f : [a, b] → IR
stetig, ξ ∈ [a, b] und η ∈ IR. Dann gibt es genau eine Lösung g : [a, b] → IR
der inhomogenen linearen Differentialgleichung (4.12) mit der Anfangsbedingung
y(ξ) = η, die die Darstellung

g(x) = F (x)


η +

x∫

ξ

h(u)

F (u)
du




hat, wobei F durch

(4.16) F (x) := exp

(
x∫
ξ

f(t) dt

)

gegeben ist. 2

Sitzung 4.6 Da wir bei linearen Differentialgleichungen erster Ordnung eine expli-
zite Lösungsformel erhalten haben, können wir diese ohne Mühe in Derive über-
tragen. Laden wir ODE1.MTH mit Transfer Load Utility , steht die Funktion

LINEAR1(p,q,x,y,x0,y0):=

y=(y0+INT(q*#e^INT(p,x,x0,x),x,x0,x))/#e^INT(p,x,x0,x)

zur Verfügung. Sie berechnet die Lösung der linearen Differentialgleichung

y′ + p(x) y = q(x)

mit der Anfangsbedingung y(x0) = y0. Wir erhalten beispielsweise die Resultate

Derive Eingabe Derive Ausgabe6

LINEAR1(-1,0,x,y,0,1) y = êx ,

LINEAR1(-SIN(x),SIN(2 x),x,y,pi/2,2) y = 2 − 2COS (x) ,

LINEAR1(1/TAN(x),1,x,y,pi/2,0) y = −COT (x) ,

LINEAR1(SIN(x),(1+SIN(x)) EXP(x),x,y,0,1) y = êx .

Übungsaufgaben

4.10 Man löse diejenigen Anfangswertprobleme aus Derive-Sitzung 4.3, bei denen
die Variablen getrennt werden können, explizit.

6Beim zweiten Ausdruck wird eines der auftretenden Integrale nur mit der Einstellung
Manage Trigonometry Expand gelöst.
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4.113 Man löse die folgenden Anfangswertprobleme durch Trennung der Variablen
und stelle die Lösungen zusammen mit dem Richtungsfeld graphisch dar.

(a) y′ = −y, y(0) = 1 , (b) y′ = sin x sin y, y(0) = 1 ,

(c) y′ =
1

2 y
, y(1) = 1 , (d) y′ = x3 · y, y(0) = 1 ,

(e) y′ =
√

1 − y2, y

(
2π

3

)
=

1

2
, (f) y′ = 1 + y2, y(0) = 0 .

4.123 Man löse die folgenden Anfangswertprobleme durch Trennung der Variablen.

(a) y′ = y2, y(0) = η , (b) y′ = y3, y(0) = η ,

(c) y′ = cosx ey, y(ξ) = η , (d) y′ =

√
1 − y2

y
, y(ξ) = η ,

(e) y′ = 1 − y2, y(0) = η , (f) y′ = (a2 + x2) (b2 + y2), y(ξ) = η .

4.13 Man löse die Differentialgleichung der erzeugenden Funktion der Fibonacci-
zahlen

(1 − x− x2) y′ − (1 + 2x) y = 0 ,

s. Übungsaufgabe I.12.34 (S. I.355), mit der Anfangsbedingung y(0) = 1.

4.143 Man bestimme die Orthogonaltrajektorien der Hyperbelschar

y2 − x2 = r2 (r ∈ IR)

und stelle beide Scharen graphisch dar.

4.153 Man bestimme die Lösung des Anfangswertproblems

(1 − x2) y′ = x y − 1 mit der Anfangsbedingung y(ξ) = η .

Was ergibt sich mit der Anfangsbedingung y(1) = η? Und was erhält man anderer-
seits durch Grenzübergang ξ → 1 aus dem allgemeinen Ergebnis? Erkläre, warum
dieses Ergebnis von η unabhängig ist, überprüfe seine Korrektheit und erkläre dieses
Lösungsverhalten.

4.163 Man löse die folgenden Anfangswertprobleme und stelle die Lösungen zusam-
men mit dem Richtungsfeld graphisch dar.

(a) y′ = sin x y + sin (2x), y(0) = 1 ,

(b) y′ + n tanx y = 1, y(0) = 0 (n = 1, . . . , 4) .
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4.17 (Homogene7 Differentialgleichung) Man löse das Anfangswertproblem

y′ = f(y/x) mit der Anfangsbedingung y(ξ) = η ,

bei dem die rechte Seite also nur von dem Quotienten y/x abhängt, durch Trennung
der Variablen unter Zuhilfenahme der Substitution u := y/x. Man begründe alle
Schritte sorgfältig.

Mit der erhaltenen Lösungsformel löse man dann die Anfangswertprobleme

(a) y′ =
y

x
− x2

y2
, y(1) = 1 , (b) y′ =

y − x

y + x
, y(1) = 0 .

4.18 Löse die folgenden Anfangswertprobleme mit Hilfe der Substitution u := x+y.

(a) y′ = (x+ y)2, y(ξ) = η , (b) y′ = (x+ y)3, y(ξ) = η .

4.19? (Bernoullische Differentialgleichung) Führe die Bernoullische Differenti-
algleichung (α 6= 1)

y′ + f(x) y + h(x) yα = 0

durch die Substitution u := y1−α auf eine lineare Differentialgleichung zurück und
löse das Anfangswertproblem mit der Anfangsbedingung y(ξ) = η allgemein.

Mit der erhaltenen Lösungsformel löse man dann die Anfangswertprobleme

(a) y′ +
y

1 + x
+ (1 + x) y4 = 0, y(0) = −1 ,

(b) y′ = x4 y + x4 y4 = 0, y(0) = η ,

(c) y′ + y + (sinx+ ex) y3 = 0 , y(ξ) = η .

4.3 Differentialgleichungen höherer Ordnung

Nachdem wir im letzten Abschnitt erfolgreich lineare Differentialgleichungen erster
Ordnung behandelt haben, stellt sich nun die Frage, inwiefern wir diese Metho-
den auf Differentialgleichungen höherer Ordnung verallgemeinern können. Wir sind
insbesondere interessiert an der Lösung linearer Differentialgleichungen n. Ordnung

n∑

k=0

ak(x) y(k) = an(x) y(n) +an−1(x) y
(n−1) + · · ·+a1(x) y

′ +a0(x) y = b(x) (4.17)

mit stetigen Funktionen ak (k = 0, . . . , n) und b. Wir machen zunächst die folgende
Feststellung: Setzen wir

y = (y1, y2, . . . , yn) := (y, y′, y′′, . . . , y(n−1)) ,

7Homogene Differentialgleichungen haben nichts mit homogenen linearen Differentialgleichun-
gen zu tun!
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so können wir die Differentialgleichung wegen der Beziehungen

y′1 = y2 , y′2 = y3 , . . . , y′n−1 = yn , y′n = y
(n)
1

auch durch das Differentialgleichungssystem




y′1
y′2
...

y′n−1

y′n




=




y2
y3
...
yn

− a0

an
y1 − a1

an
y2 − · · · − an−1

an
yn + b

an




=




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0 · · · 1
− a0

an
− a1

an
− a2

an
· · · −an−1

an







y1
y2
...

yn−1

yn




+




0
0
...
0
b

an



,

d. h. in Matrixform

y′ = A · y + b (4.18)

mit der Matrix

A :=




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0 · · · 1
− a0

an
− a1

an
− a2

an
· · · −an−1

an




und dem Vektor

bT := (0, 0, . . . , 0, b/an)

ausdrücken.
Das Differentialgleichungssystem (4.18) mit einer n×n-Matrix A stetiger Funktio-

nen ajk : [a, b] → IR heißt wieder homogen, falls b = 0 ist, andernfalls inhomogen,
und es sieht formal nicht anders aus als die explizite lineare Differentialgleichung er-
ster Ordnung, die wir im letzten Abschnitt behandelt hatten. Das noch allgemeinere
Differentialgleichungssystem

y′ = F (x,y) , (4.19)

bei dem F : [a, b] × IRn → IR eine stetige Funktion der n + 1 Variablen x und
y1, y2, . . . , yn ist, sieht formal genauso aus wie die Differentialgleichung (4.3), und
es zeigt sich, daß sich der Existenz- und Eindeutigkeitssatz aus § 4.1 mühelos über-
tragen läßt.
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Satz 4.4 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz für Differentialgleichungssy-
steme) Sei F : [a, b] × IRn → IRn stetig, und gelte für ein L > 0 eine Lipschitzbe-
dingung bzgl. der y-Variablen

|F (x,y2) − F (x,y1)| ≤ L |y2 − y1| (4.20)

für alle x ∈ [a, b] und y1,y2 ∈ IRn. Sei ferner ξ ∈ [a, b] und η ∈ IRn. Dann hat das
Anfangswertproblem

(4.19) y′ = F (x,y)

mit der Anfangsbedingung y(ξ) = η genau eine Lösung g : [a, b] → IRn.

Beweis: Der Beweis wird analog zum Beweis von Satz 4.1 geführt. Wieder wandelt man
das Anfangswertproblem durch (zeilenweise) Integration in ein Fixpunktproblem

y(x) = η +

x∫

ξ

F (t,y(t)) dt =: T (y)(x)

mit dem Operator T : C[a, b]n → C[a, b]n um. Versieht man C[a, b]n mit der Norm

‖g‖ := max
x∈[a,b]

e−2Lx |g(x)| ,

läßt sich wiederum der Banachsche Fixpunktsatz mit der Kontraktionskonstanten λ = 1/2

anwenden, und das Resultat folgt. 2

Als sofortige Folgerung aus Satz 4.4 haben wir das

Korollar 4.1 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz für lineare Systeme) Sei
A(x) eine n×n-Matrix stetiger Funktionen ajk : [a, b] → IR, b(x) ein n-Vektor
stetiger Funktionen bk : [a, b] → IR, seien ferner ξ ∈ [a, b] und η ∈ IRn. Dann gibt es
genau eine Lösung g : [a, b] → IRn des linearen Differentialgleichungssystems

(4.18) y′ = A · y + b

mit der Anfangsbedingung y(ξ) = η.

Beweis: Mit F (x,y) = A(x)y + b(x) sind alle Bedingungen von Satz 4.4 erfüllt, da
wegen

|F (x,y2) − F (x,y1)| = |A(x) (y2 − y1)| ≤ ‖A‖ · |y2 − y1|
eine Lipschitzbedingung (4.20) mit der Lipschitzkonstanten ‖A‖ gilt. 2

Beispiel 4.5 (Lineares Differentialgleichungssystem) Wir betrachten das Dif-
ferentialgleichungssystem8

y′1 = −ω y2
y′2 = ω y1

mit den Anfangsbedingungen
y1(0) = 1

y2(0) = 0
. (4.21)

8Das Symbol ω ist der griechische Buchstabe
”
omega”.
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In Matrizenschreibweise entspricht diesem das Anfangswertproblem

y′ =

(
0 −ω
ω 0

)
y mit der Anfangsbedingung y(0) =

(
1
0

)
.

Leitet man beide Differentialgleichungen (4.21) ein weiteres Mal ab und setzt man
die gegebenen Gleichungen in die resultierenden ein, erhält man die Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung

y′′1 = −ω2 y1 sowie y′′2 = −ω2 y2 ,

die entkoppelt sind, d. h., diese beiden Differentialgleichungen enthalten nun jeweils
nur eine der beiden gesuchten Funktionen. Wir machen den Lösungsansatz y2(x) :=
A cos (ω x) +B sin (ω x). Die Anfangsbedingung für y2 liefert dann zunächst

y2(0) = A = 0 ,

also y2(x) = B sin (ω x). Weiter folgt aus der zweiten Differentialgleichung

y′2 = ωB cos (ω x) = ω y1 ,

also y1(x) = B cos (ω x). Die Anfangsbedingung für y1 liefert schließlich

y1(0) = B = 1 ,

und die Lösung des gegebenen Anfangswertproblems ist also der Vektor

g(x) = (cos (ω x), sin (ω x)) .

Sitzung 4.7 Der Beweis von Satz 4.4 liefert – genau wie im Eindimensionalen –
nicht nur die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung eines gegebenen Anfangswert-
problems, sondern auch ein Approximationsverfahren, um diese Lösung anzunähern.
Da das Approximationsverfahren dem eindimensionalen völlig entspricht, können
wir wieder die Derive Funktion SUKZESSIVE_APPROXIMATION(f,x,y,x0,y0,n) aus
Derive-Sitzung 4.2 verwenden. Wir erhalten beispielsweise als Antwort auf die Ein-
gabe SUKZESSIVE_APPROXIMATION([[0,-1],[1,0]] . [x,y],t,[x,y],0,[1,0],5)

nach Expand den Approximationsvektor




1 0

1 t

1 − t2

2
t

1 − t2

2
t− t3

6

t4

24
− t2

2
+ 1 t− t3

6

t4

24
− t2

2
+ 1

t5

120
− t3

6
+ t
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als Approximation des Lösungsvektors (cos t, sin t), vgl. Beispiel 4.5.

Aber auch Approximationen der Lösungen nichtlinearer Differentialgleichungssyste-
me können angegeben werden. Beispielsweise liefert die Vereinfachung von
SUKZESSIVE_APPROXIMATION([x y,x+y],t,[x,y],0,[1,0],4) die Approximations-
liste




1 0

1 t

t2

2
+ 1 t2

2
+ t

t5

20
+ t4

8
+ t3

6
+ t2

2
+ 1 t3

3
+ t2

2
+ t

t9

540
+ t8

120
+ 121 t7

5040
+ t6

16
+ t5

12
+ 5 t4

24
+ t3

6
+ t2

2
+1 t6

120
+ t5

40
+ t4

8
+ t3

3
+ t2

2
+t




,

welche zeigt, daß, falls die Näherungsfunktionen Polynome sind, deren Koeffizien-
ten sich von Näherung zu Näherung ändern können und somit unsicher sind. Auf
echte Taylorapproximationen kommen wir gleich zurück. Selbstverständlich sind die
Näherungsfunktionen nicht notwendigerweise Polynome, wie die Vereinfachung von
SUKZESSIVE_APPROXIMATION([x/t,y],t,[x,y],1,[1,1],4) zu




1 1

LN (t) + 1 t

LN (t)2

2
+ LN (t) + 1

t2

2
+

1

2

LN (t)3

6
+

LN (t)2

2
+ LN (t) + 1

t3

6
+
t

2
+

1

3

LN (t)4

24
+

LN (t)3

6
+

LN (t)2

2
+ LN (t) + 1

t4

24
+
t2

4
+
t

3
+

3

8




zeigt.

Wie im Eindimensionalen können auch wieder Taylorapproximationen für die Kom-
ponenten der Lösung berechnet werden.

Dabei kann im Prinzip wieder derselbe Algorithmus wie in Derive-Sitzung 4.3 ver-
wendet werden, nur daß das dort auftretende Produkt DIF(g_,y)*f nun als An-
wendung der mehrdimensionalen Kettenregel interpretiert und folglich durch das
Skalarproukt JACOBIMATRIX(g_,y) . f ersetzt werden muß.

Wir laden also die Derive Funktion JACOBIMATRIX(f,x) aus Derive-Sitzung 2.1
sowie IMPLIZIT_TAYLOR_AUX aus Derive-Sitzung 3.1 und erklären

DSOLVE1_SYSTEM_TAYLOR(f,t,y,t0,y0,n):=

IMPLIZIT_TAYLOR_AUX(f,t,y,t0,y0,n,

ITERATES(JACOBIMATRIX(g_,y) . f+DIF(g_,t),g_,f,n-1))

DST(f,t,y,t0,y0,n):=DSOLVE1_SYSTEM_TAYLOR(f,t,y,t0,y0,n)

v:=[x,y]
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Dann erhalten wir z. B. die Ergebnisse

Derive Eingabe Derive Ausgabe mit Expand

DST([[0,-1],[1,0]].v,t,[x,y],0,[1,0],6)

[
− t6

720
+
t4

24
− t2

2
+1,

t5

120
− t3

6
+t

]
,

DST([[0,-w],[w,0]].v,t,[x,y],0,[1,0],5)

[
t4w4

24
− t2w2

2
+1,

t5w5

120
− t3w3

6
+tw

]
,

DST([[1,0],[0,1]].v,t,[x,y],0,[1,0],5)

[
t5

120
+
t4

24
+
t3

6
+
t2

2
+ t+ 1, 0

]
,

DST([[0,1],[1,1]].v,t,[x,y],0,[1,0],4)

[
t4

12
+
t3

6
+
t2

2
+1,

t4

8
+
t3

3
+
t2

2
+t

]
.

Ebenso bekommen wir für das inhomgene System

DST([[0,-1],[1,0]].v+[SIN(t),COS(t)],t,[x,y],0,[1,0],5)

das Ergebnis [
t4

24
− t2

2
+ 1,

t5

60
− t3

3
+ 2 t

]

als Approximation des Lösungsvektors (cos t, 2 sin t).

Für die folgenden nichtlinearen Systeme erhalten wir

Derive Eingabe Derive Ausgabe

DST([[t,1],[SIN(t),0]].v,t,[x,y],0,[0,1],4)

[
t4

12
+
t3

3
+ t,

t3

3
+ 1

]
,

DST([tSIN(x)+COS(t)y,t^2ê^(x+y)],t,[x,y],0,[0,0],4)

[
t4

12
,
t3

3

]
,

DST([ê^(t+x)-SIN(y),COS(x+y+t)],t,[x,y],0,[0,0],3)

[
5t3

6
+
t2

2
+t, t− 3t3

2

]
.

Wir kommen nun zu unserem Ausgangspunkt zurück. Für lineare Differentialglei-
chungen n. Ordnung erhalten wir den Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Korollar 4.2 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz linearer Differentialglei-
chungen n. Ordnung) Seien ak : [a, b] → IR (k = 0, . . . , n) stetige Funktionen
mit an(x) 6= 0 für x ∈ [a, b], sei ξ ∈ [a, b] und (η0, η1, . . . , ηn−1) ∈ IRn. Dann gibt es
genau eine Lösung g : [a, b] → IR der linearen Differentialgleichung

(4.17) an(x)y(n)+an−1(x)y
(n−1)+ · · · +a1(x)y

′+a0(x)y = b(x) ,

die die Anfangsbedingungen

y(ξ) = η0 , y′(ξ) = η1 , . . . , y(n−1)(ξ) = ηn−1

erfüllt.
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Beweis: Da an(x) 6= 0 für x ∈ [a, b] ist, sind die Funktionen − a1
an
,− a2

an
, . . . ,−an−1

an
in

[a, b] stetig, und eine Anwendung von Korollar 4.1 liefert das Resultat. 2

Die folgenden Resultate formulieren wir alle für lineare Differentialgleichungen n.
Ordnung. Sie können aber ohne Schwierigkeiten auch für Differentialgleichungssy-
steme bewiesen werden.

Auf Grund ihrer linearen Struktur haben lineare Differentialgleichungen ähnliche
Eigenschaften wie lineare Gleichungssysteme. Als erstes stellen wir fest:

Lemma 4.2 (Lösungsvektorraum) Die Gesamtheit aller Lösungen9 der homo-
genen Differentialgleichung

an(x) y(n) + an−1(x) y
(n−1) + · · · + a1(x) y

′ + a0(x) y = 0 (4.22)

bildet unter den Voraussetzungen von Korollar 4.2 einen n-dimensionalen Untervek-
torraum des Vektorraums C[a, b].

Beweis: Wegen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes gibt es zu jedem vorgegebenen

Anfangswertvektor η := (η0, η1, . . . , ηn−1) ∈ IRn eine Lösung gη , und weitere Lösungen

gibt es offenbar nicht. Es besteht also zwischen der Gesamtheit aller Lösungen und IRn die

genannte bijektive Zuordnung, die zudem die lineare Struktur des IRn auf die Lösungsge-

samtheit überträgt. Dies folgt, weil für beliebige µ1, µ2 ∈ IR und beliebige Lösungen g1 und

g2 der homogenen Differentialgleichung die Linearkombination µ1g1 + µ2g2 ebenfalls die

homogene Differentialgleichung löst. Gehört weiter g1 zum Anfangswertvektor η1 ∈ IRn

und g2 zum Anfangswertvektor η2 ∈ IRn, so hat offenbar µ1g1 + µ2g2 die Anfangswerte

µ1 η1 + µ2 η2 (Linearität der Ableitung!), womit der Beweis erbracht ist. 2

Der Inhalt des Satzes ermöglicht folgende

Definition 4.2 Unter einem Fundamentalsystem von Lösungen der homogenen
Differentialgleichung (4.22) verstehen wir eine Basis des Lösungsvektorraums.

Definitionsgemäß ist dann also die allgemeine Lösung der homogenen linearen
Differentialgleichung (4.22) eine beliebige Linearkombination eines Fundamentalsy-
stems. 4

Für die allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung folgt nun

Korollar 4.3 (Lösung der inhomogenen linearen Differentialgleichung) Die
allgemeine Lösung der inhomogenen linearen Differentialgleichung

(4.17) an(x) y(n) + an−1(x) y
(n−1) + · · · + a1(x) y

′ + a0(x) y = b(x)

ergibt sich als Summe der allgemeinen Lösung der homogenen linearen Differenti-
algleichung und einer speziellen Lösung der inhomogenen linearen Differentialglei-
chung.

9Man spricht auch von der
”
allgemeinen Lösung” der Differentialgleichung.
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Beweis: Ist g(x) die allgemeine Lösung der homogenen linearen Differentialgleichung
und ψ1(x) eine spezielle Lösung der inhomogenen linearen Differentialgleichung, dann folgt
zunächst für die Summe

n∑

k=0

ak

(
g + ψ1

)(k)

=

n∑

k=0

ak g
(k) +

n∑

k=0

ak ψ
(k)
1 = 0 + b = b ,

also ist sie eine Lösung der inhomogenen Gleichung. Ist andererseits ψ(x) irgendeine
Lösung der inhomogenen linearen Differentialgleichung und ψ1(x) eine vorgegebene spezi-
elle Lösung, so folgt für die Differenz

n∑

k=0

ak

(
ψ − ψ1

)(k)

=

n∑

k=0

ak ψ
(k) −

n∑

k=0

ak ψ
(k)
1 = b− b = 0 ,

sie ist also Lösung des homogenen Problems, also ist ψ = g+ψ1, wobei g irgendeine Lösung

des homogenen Problems darstellt. Dies war aber zu zeigen. 2

Wir wollen uns in der Folge hauptsächlich auf konstante Koeffizientenfunktionen
beschränken. In diesem Fall läßt sich das Problem wieder algorithmisch lösen. Sei
zunächst die homogene lineare Differentialgleichung

n∑

k=0

ak y
(k) = an y

(n) + an−1 y
(n−1) + · · · + a1 y

′ + a0 y = 0 (4.23)

mit konstanten Koeffizienten ak ∈ IR (k = 0, . . . , n) gegeben. Das von der Differen-
tialgleichung erzeugte Polynom

P (λ) :=
n∑

k=0

ak λ
k = 0

nennen wir das charakteristische Polynom der Differentialgleichung.
Es gilt nun der folgende

Satz 4.5 Seien λj (j = 1, . . . , J) die Nullstellen des charakteristischen Polynoms,
und habe λj die Vielfachheit µj . Dann ist ein (komplexes) Fundamentalsystem der
Differentialgleichung

(4.23) any
(n) + an−1 y

(n−1) + · · · + a1 y
′ + a0 y = 0

gegeben durch die n Funktionen

eλ1x , x eλ1x , . . . , xµ1−1eλ1x ,
eλ2x , x eλ2x , . . . , xµ2−1eλ2x ,

...
...

. . .
...

eλJx , x eλJx , . . . , xµJ−1eλJ x .

Geht man bei den komplexen Nullstellen λ zu Real- und Imaginärteil der entspre-
chenden Exponentialfunktionen über, bekommt man ein reelles Fundamentalsystem
der Differentialgleichung (4.23).
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Beweis: Zunächst untersuchen wir den Fall komplexer Nullstellen. Gibt es eine komplexe
Nullstelle λ = α + iβ (α, β ∈ IR, β 6= 0), so ist auch die konjugiert komplexe Zahl eine
Nullstelle (s. §I.3.6), und wir erhalten die Funktionen

xq eλx = xq eαx (cos (βx) + i sin (βx))

sowie
xq eλx = xq eαx (cos (βx) − i sin (βx)) ,

deren Real- und Imaginärteile gerade die Linearkombinationen

1

2

(
xq eλx + xq eλx

)
= xq eαx cos (βx)

bzw.
1

2i

(
xq eλx − xq eλx

)
= xq eαx sin (βx)

sind. Da andererseits die betrachteten komplexen Funktionen ebenfalls Linearkombinatio-
nen dieser reellen Funktionen darstellen, können wir formal mit den komplexen Funktionen
arbeiten und sie am Ende durch die entsprechenden reellen ersetzen.

Nun wollen wir zeigen, daß alle angegebenen Funktionen wirklich Lösungen der Diffe-
rentialgleichung sind. Sei also λ eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms der Viel-
fachheit µ.

Wir wollen zeigen, daß dann die Funktionen xq eλx für q = 0, 1, . . . , µ − 1 die Differen-
tialgleichung erfüllen. Wegen der Identität (q ∈ IN0)

10

xq eλx =
∂q

∂λq
eλx ,

die leicht mit Induktion folgt, bekommen wir

n∑

k=0

ak

(
xq eλx

)(k)

=

n∑

k=0

ak

(
∂q

∂λq
eλx
)(k)

=
∂q

∂λq

n∑

k=0

ak

(
eλx
)(k)

=
∂q

∂λq

n∑

k=0

ak λ
k eλx =

∂q

∂λq

(
eλx P (λ)

)
,

da die Reihenfolge der Differentiationen wegen der Stetigkeit aller auftretenden Ableitun-
gen vertauscht werden darf. Da nach Voraussetzung P an der Stelle λ eine Nullstelle der
Ordnung µ hat, verschwinden alle Ableitungen von P bis zur Ordnung µ− 1 an der Stelle
λ, welches dann wegen der Produktregel auch für die Funktion eλx P (λ) gilt. Daraus folgt
die Behauptung.

Es bleibt zu zeigen, daß die angegebenen Lösungen linear unabhängig sind und somit
eine Basis des Lösungsraums darstellen. Jede Linearkombination der gegebenen Lösungen
hat die Gestalt (m ≤ J)11

Ψ(x) :=

m∑

j=1

pj(x) e
λjx

10Man beachte, daß wir hier komplexe Argumente haben, für die wir partielle Ableitungen ei-
gentlich gar nicht erklärt haben. Man kann diese Vorgehensweise aber rechtfertigen.

11Das Symbol Ψ ist der griechische Buchstabe
”
Psi”.
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mit Polynomen pj , wobei die Zahlen λj (j = 1, . . . , J) alle verschieden sind. Wir müssen
zeigen, daß Ψ nur dann die Nullfunktion ist, wenn alle pj ≡ 0 sind. Wir beweisen dies
durch Induktion nach m. Für m = 1 ist alles klar. Sei die Aussage für m bewiesen, dann
folgt für eine Linearkombination mit m+ 1 Termen

Ψ(x) + p(x) eλx (λ 6= λ1, λ2, . . . , λm) ,

wobei p ein Polynom ist, durch Multiplikation mit e−λx

m∑

j=1

pj(x) e
(λj−λ)x + p(x) .

Ist dies nun identisch 0
m∑

j=1

pj(x) e
(λj−λ)x + p(x) ≡ 0 ,

so differenziert man deg p+ 1 Mal (bzgl. x) und erhält

m∑

j=1

qj(x) e
(λj−λ)x ≡ 0

mit irgendwelchen Polynomen qj (j = 1, . . . ,m), und aus der Induktionsvoraussetzung folgt

dann, daß qj ≡ 0 (j = 1, . . . ,m). Dann muß aber auch pj ≡ 0 (j = 1, . . . ,m) gelten, da

durch Differentiation eines Ausdrucks r(x) esx mit s 6= 0 der Ausdruck (r′(x) + s r(x)) esx

erzeugt wird, und r′(x) + s r(x) ein Polynom vom selben Grad wie r ist. 2

Sitzung 4.8 Sei die Differentialgleichung

y(5) − 3 y(4) + 4 y′′′ − 4 y′′ + 3 y′ − y = 0

gegeben. Faktorisieren wir die linke Seite des charakteristischen Polynoms
y^5-3y^4+4y^3-4y^2+3y-1 mit Factor Complex , erhalten wir

2 : (−y + ı̂) (y + ı̂) (1 − y)3

und somit die dreifache Nullstelle λ1 = 1 sowie die beiden einfachen konjugiert
komplexen Nullstellen λ2 = i und λ3 = −i. Ein reelles Fundamentalsystem ist also
gegeben durch die 5 Funktionen ex, x ex, x2 ex, cosx und sinx. Setzen wir in die linke
Seite der Differentialgleichung

DIF(y,x,5)-3 DIF(y,x,4)+4 DIF(y,x,3)-4 DIF(y,x,2)+3 DIF(y,x)-y

mit Manage Substitute die Linearkombination

f:=a ê^x+b x ê^x+c x^2 ê^x+d COS(x)+e SIN(x)

ein, erhalten wir durch Simplify 0, wie erwartet.

Wir suchen nun diejenige Lösung, die die Anfangsbedingungen

y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 0, y′′′(0) = 0, y(4)(0) = 1

erfüllt. Dazu vereinfachen wir

SOLVE(VECTOR(LIM(DIF(f,x,k),x,0),k,0,4)=[0,0,0,0,1],[a,b,c,d,e])

und erhalten
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8 :
[
a =

1

4
b = −1

2
c =

1

4
d = −1

4
e =

1

4

]
.

Das Anfangwertproblem wird also gelöst von der Funktion

1

4

(
ex − 2x ex + x2 ex − cosx+ sinx

)
.

Schließlich interessiert uns die allgemeine Lösung einer inhomogenen linearen Dif-
ferentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Gemäß Korollar 4.3 reicht es, ei-
ne einzige solche Lösung zu finden. Hierfür verwenden wir wieder die Technik der
Variation der Konstanten, angewandt auf das zugehörige lineare Differentialglei-
chungssystem. Die Details des Beweises überlassen wir als Übungsaufgabe 4.21.
Wir möchten an dieser Stelle auf eine direkte Methode (ohne den Umweg über das
Mehrdimensionale) verweisen, die in Übungsaufgabe 4.28 behandelt wird.

Lemma 4.3 (Lösung eines inhomogenen linearen Differentialgleichungs-
systems) Sei A(x) eine n×n-Matrix stetiger Funktionen ajk : [a, b] → IR, b(x) ein
n-Vektor stetiger Funktionen bk : [a, b] → IR, sei ferner W := (g1, g2, . . . , gn) die
aus den Spaltenvektoren eines Fundamentalsystems von Lösungen des homogenen
Differentialgleichungssystems

y′ = A · y
gebildete Wronski-Matrix12 W . Dann erhält man eine Lösung g : [a, b] → IRn des
inhomogenen Differentialgleichungssystems

(4.18) y′ = A · y + b

durch den Ansatz

g(x) = W (x) ·ϕ(x) ,

wobei ϕ : [a, b] → IRn die durch

ϕ(x) :=

x∫

ξ

W (t)−1 b(t) dt

gegebene differenzierbare Funktion ist. 2

Sitzung 4.9 Wir wollen die inhomogene lineare Differentialgleichung

y(5) − 3 y(4) + 4 y′′′ − 4 y′′ + 3 y′ − y = ex

mit den Anfangsbedingungen

y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 0, y′′′(0) = 0, y(4)(0) = 1

lösen. Die zugehörige homogene Differentialgleichung hatte gemäß Derive-Sitzung 4.8
das Fundamentalsystem

ex , x ex , x2 ex , cosx , sinx .

Die Derive-Funktion

12Josef-Maria Wronski [1778–1853]
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WRONSKIMATRIX(g,x):=VECTOR(VECTOR(

DIF(ELEMENT(g,k_),x,j_),k_,1,DIMENSION(g)),j_,0,DIMENSION(g)-1

)

berechnet die zu einem Fundamentalsystem g gehörige Wronskimatrix. Im gegebenen
Fall erhalten wir durch die Zuweisung

W(t):=LIM(WRONSKIMATRIX([ê^x,x ê^x,x^2 ê^x,COS(x),SIN(x)],x),x,t)

die Wronskimatrix W (t), und nach Vereinfachung ergibt sich

3 :




êt t êt t2 êt COS (t) SIN (t)

êt êt (t+ 1) êt (t2 + 2 t) −SIN (t) COS (t)

êt êt (t+ 2) êt (t2 + 4 t+ 2) −COS (t) −SIN (t)

êt êt (t+ 3) êt (t2 + 6 t+ 6) SIN (t) −COS (t)

êt êt (t+ 4) êt (t2 + 8 t+ 12) COS (t) SIN (t)



.

Für ihre Inverse W(t)^(-1) erhalten wir

5 :

[[
ê−t (t2 + 4 t+ 5)

4
,− ê

−t (t2 + 3 t+ 2)

2
,
ê−t (t2 + 3 t+ 3)

2
, . . .

]
, . . .

]
.

Nun multiplizieren wir diese mit dem Vektor b, d. h. mit [0,0,0,0,ê^t] und erhalten
nach Simplify das Resultat

8 :

[
t2 + 2 t+ 1

4
,− t+ 1

2
,
1

4
,−êt

[
COS (t)

4
+

SIN (t)

4

]
, êt

[
COS (t)

4
− SIN (t)

4

]]
.

Nun können wir ϕ(t) berechnen

9 :

x∫

0

<F4> dt ,

und Simplify liefert

10 :

[
x (x2 + 3x+ 3)

12
,−x (x+ 2)

4
,
x

4
,− ê

x SIN (x)

4
,
êx COS (x)

4
− 1

4

]
,

so daß sich schließlich die spezielle Lösung

11 : W (x) · <F4>

bzw.

12 :

[
x êx (x2 − 3x+ 3)

12
− SIN (x)

4
, . . .

]
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ergibt. Die erste Komponente ist die spezielle Lösung des gegebenen Problems, wel-
ches wir durch Einsetzen mit Manage Substitute in die linke Seite der Differen-
tialgleichung

DIF(y,x,5)-3 DIF(y,x,4)+4 DIF(y,x,3)-4 DIF(y,x,2)+3 DIF(y,x)-y,

welche zu ex vereinfacht, verifizieren.

Wir suchen nun diejenige Lösung, die die Anfangsbedingungen

y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 0, y′′′(0) = 0, y(4)(0) = 1

erfüllt. Dazu erklären wir den Ausdruck

a ê^x+b x ê^x+c x^2 ê^x+d COS(x)+e SIN(x)+(x ê^x(x^2-3x+3)/12-SIN(x)/4),

vereinfachen

SOLVE(VECTOR(LIM(DIF(<F4>,x,k),x,0),k,0,4)=[0,0,0,0,1],[a,b,c,d,e]),

und erhalten schließlich (wieder)

17 :
[
a =

1

4
b = −1

2
c =

1

4
d = −1

4
e =

1

4

]
.

Das Anfangwertproblem wird also gelöst von der Funktion

ex (x3 − 3x+ 3)

12
− cosx

4
.

Am Schluß dieses Kapitels wollen wir uns noch mit Taylorapproximationen der
Lösungen nicht notwendig linearer Differentialgleichungen höherer Ordnung beschäf-
tigen. Wir behandeln speziell den Fall einer expliziten Differentialgleichung zweiter
Ordnung

y′′ = F (x, y, y′) (4.24)

mit Anfangswerten

y(ξ) = y0 sowie y′(ξ) = y1 . (4.25)

Die Taylorapproximation n. Ordnung der Lösung g des Anfangswertproblems
(4.24)–(4.25) hat die allgemeine Form

Tn(g, x, ξ) = y0 + y1 (x− ξ) +

n∑

k=2

g(k)(ξ)

k!
(x− ξ)k ,

und wir können wieder die Methode aus Beispiel 3.1 zur Berechnung der Werte
g(k)(ξ) anwenden.

Sei die rechte Seite F (x, y, u) von (4.24) eine genügend oft differenzierbare Funkti-
on der drei Variablen x, y und u. Wir differenzieren dann die definierende Gleichung
für g

g′′(x) = F (x, g(x), g′(x))
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mit der Kettenregel und bekommen

g′′′(x) =
∂F

∂x
(x, y, u) +

∂F

∂y
(x, y, u) g′(x) +

∂F

∂u
(x, y, u) g′′(x)

=
∂F

∂x
(x, y, u)+

∂F

∂y
(x, y, u)u+

∂F

∂u
(x, y, u)F (x, y, u)=:F3(x, y, u)

∣∣∣∣y=g(x)

u=g′(x)

,

und allgemein

g(k)(x) =
∂Fk−1

∂x
(x, y, u) +

∂Fk−1

∂y
(x, y, u)u+

∂Fk−1

∂u
(x, y, u)F (x, y, u)

∣∣∣∣y=g(x)

u=g′(x)

.

Um nun g(k)(ξ) (k ≥ 2) zu bestimmen, müssen wir g(k)(x) an der Stelle x = ξ
auswerten, d. h., wir nehmen den Grenzwert für u→ y1, y → y0 und x→ ξ.

Sitzung 4.10 Diese Prozedur wird von der folgenden Derive Funktion
DSOLVE2_TAYLOR(f,x,y,u,x0,y0,y1,n) durchgeführt, welche durch 13

DSOLVE2_TAYLOR_AUX(f,x,y,u,x0,y0,y1,n,aux):=y0+y1*(x-x0)+SUM(

LIM(LIM(LIM(ELEMENT(aux,k_-1),u,y1),y,y0),x,x0)/k_!*(x-x0)^k_,k_,2,n)

DSOLVE2_TAYLOR(f,x,y,u,x0,y0,y1,n):=

DSOLVE2_TAYLOR_AUX(f,x,y,u,x0,y0,y1,n,

ITERATES(DIF(g_,u)*f+DIF(g_,y)*u+DIF(g_,x),g_,f,n-2))

erklärt ist. Wir erhalten beispielsweise die Ergebnisse

Derive Eingabe Derive Ausgabe nach Expand

DSOLVE2_TAYLOR(y^3,x,y,u,0,1,0,10)
61x10

19200
+

7x8

640
+

3 x6

80
+
x4

8
+
x2

2
+ 1 ,

DSOLVE2_TAYLOR(-y,x,y,u,0,0,1,10)
x9

362880
− x7

5040
+

x5

120
− x3

6
+ x ,

DSOLVE2_TAYLOR(-y,x,y,u,0,1,0,8)
x8

40320
− x6

720
+
x4

24
− x2

2
+ 1 .

Die Komplexität der rechten Seite kann durchaus auch höher sein: Für das Anfangs-
wertproblem

y′′ = sin (y y′) + cos (y′ + x) mit den Anfangsbedingungen y(0) = 1 und y′(0) = 0

bekommen wir z. B. die Taylorapproximation

DSOLVE2_TAYLOR(SIN(y u)+COS(u+x),x,y,u,0,1,0,5),

13Diese Funktionen wurden von Soft Warehouse, Inc. übernommem und stehen ab Version 2.59
in leicht abgewandelter Form in der Datei TAYLOR.MTH zur Verfügung.
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und nach Expand das Resultat

−7x5

120
− x4

8
+
x3

6
+
x2

2
+ 1 .

Wir bemerken, daß sich diese Methode auf offensichtliche Weise ausdehnen läßt auf
den Fall expliziter Differentialgleichungen höherer Ordnung (n ∈ IN)

y(n) = F (x, y, y′, . . . , y(n−1))

mit Anfangswerten

y(ξ) = y0 , y′(ξ) = y1 , . . . , y(n−1)(ξ) = yn−1 .

Übungsaufgaben

4.203 Man berechne Taylorapproximationen 5. Ordnung der Lösungen (x(t), y(t))
folgender Differentialgleichungssysteme:

(a)

(
x′

y′

)
=

(
cos (x+ y)
sin (x+ y)

)
,

(
x(0)
y(0)

)
=

(
0
0

)
,

(b)

(
x′

y′

)
=

(
x · y
x+ y

)
,

(
x(0)
y(0)

)
=

(
1
0

)
.

4.21 (Homogene Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizi-
enten) Zeige: Die Lösungen des homogenen Differentialgleichungssystems

y′ = Ay (4.26)

n. Ordnung bilden einen Vektorraum der Dimension n. Ist

A := (ajk) =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann




eine Matrix mit konstanten Koeffizienten und macht man den Ansatz y = c eλx (c ∈
IRn) für eine Lösung von (4.26), folgt, daß λ ein Eigenwert von A ist. Folglich muß
die Eigenwert-Determinantenbedingung

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

für λ erfüllt sein. Wie sieht diese Bedingung aus, wenn das gegebene System das zu
einer homogenen linearen Differentialgleichung n. Ordnung gehörige System ist?

Man bestimme ein (reelles) Fundamentalsystem der Differentialgleichungssysteme
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(a) y′ =




1 2 3 0
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1


 · y , (b) y′ =




λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ


 · y (λ ∈ IR) .

4.223 Derive hat die Systemfunktionen EIGENVALUES(A) zur Berechnung der Ei-
genwerte der Matrix A sowie CHARPOLY(A,w) zur Berechnung des charakteristischen
Polynoms einer Matrix A, ausgedrückt mit der Variablen w. Man berechne die Ei-
genwerte und ihre Ordnungen der Matrizen aus Übungsaufgabe 4.21. Man berechne
ferner die Eigenwerte der Matrix (a ∈ IR)

An :=




1 a · · · an−1

a a2 · · · an

...
...

. . .
...

an−1 an · · · a2n−2




für n = 2, . . . , 6, vermute die allgemeine faktorisierte Form des charakteristischen
Polynoms für symbolisches n und beweise diese. Welche Eigenwerte hat An also?

4.23 (Eulersche Differentialgleichung) Man zeige, daß die Eulersche Differen-
tialgleichung

an x
n y(n) + an−1 x

n−1 y(n−1) + · · ·+ a1 x
1 y′ + a0 y = 0 (ak ∈ IR (k = 0, . . . , n))

mit der Substitution t := lnx in eine lineare Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten für u(t) := y(et) übergeführt wird. Man gebe ein Fundamentalsystem
der Differentialgleichung

(a) x2 y′′ − 3x y′ + 7y = 0

an und löse das Anfangswertproblem

(b) x2 y′′ = y mit den Anfangsbedingungen y(1) = 0 , y′(1) =
√

5 .

4.24 (Schwingungen) Man untersuche die Lösungen des Anfangswertproblems
(a, b ∈ IR)

y′′ + 2 a y′ + b y = 0 mit den Anfangsbedingungen y(0) = 0 , y′(0) = 1 .

Bei welcher Parameterkonstellation

(a) treten Schwingungen auf? Wie hängt die Frequenz von den Parametern a und
b ab? Dabei heißt eine Funktion Schwingung der Frequenz ω ∈ IR, wenn es ein
t0 ∈ IR gibt, so daß für alle k ∈ IN0 die Relation f(t0 + kω) = 0 gilt.

(b) tritt exponentielles Fallen der Lösung auf?

(c) tritt exponentielles Wachsen der Lösung auf?

4.25 Man beweise Lemma 4.3.
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4.26? (Wronski-Determinante) Man zeige: Die n Lösungen g1, . . . , gn : [a, b] → IR
der homogenen linearen Differentialgleichung (4.22) bilden genau dann ein Funda-
mentalsystem, wenn die Wronski-Determinante

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g1(x) g2(x) · · · gn(x)
g′1(x) g′2(x) · · · g′n(x)

...
...

. . .
...

g
(n−1)
1 (x) g

(n−1)
2 (x) · · · g

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0

ist, d. h. die Determinante der Wronski-Matrix, für alle x (oder gleichbedeutend: für
ein x) nicht verschwindet.

4.27 Die Derive Funktionen

WRONSKIMATRIX(g,x):=

VECTOR(VECTOR(DIF(ELEMENT(g,k_),x,j_),k_,1,DIMENSION(g)),j_,0,DIMENSION(g)-1)

W_AUX(g,t):=LIM(WRONSKIMATRIX(g,x),x,t)

B_AUX(g,b,t):=LIM(VECTOR(IF(k_<DIMENSION(g),0,b),k_,1,DIMENSION(g)),x,t)

PH_AUX(g,b,x):=INT(W_AUX(g,t)^(-1) . B_AUX(g,b,t),t,0,x)

SPEZIELL_INHOMOGEN(g,b,x):=ELEMENT(W_AUX(g,x) . PH_AUX(g,b,x),1)

automatisieren die Suche nach einer speziellen Lösung der inhomogenen Differential-
gleichung (4.17) mit rechter Seite b und dem Fundamentalsystem g der zugehörigen
homogenen Differentialgleichung.

Man löse damit die Anfangswertprobleme

(a) y′′ + 4y′ + 4y = ex, y(0) = 1, y′(0) = 0 ,

(b) y′′ − 2y′ + 5y = ex, y(0) = 1, y′(0) = 0 ,

(c) y(4) + 5y′′ + 4 = sin x

y(0) = 0 , y′(0) = 1 , y′′(0) = 2 , y′′′(0) = 3 .

4.28 Sei

an y
(n) + an−1 y

(n−1) + · · · + a1 y
′ + a0 y = b(x) (ak ∈ IR (k = 0, . . . , n))

eine inhomogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten und f
die Lösung der zugehörigen homogenen Differentialgleichung, die die Anfangsbedin-
gungen

f(0) = f ′(0) = · · · = f (n−2)(0) = 0 und f (n−1)(0) =
1

an

erfüllt. Dann ist
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x∫

0

f(x− t) b(t) dt

eine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung. Hinweis: Verwende Übungs-
aufgabe 2.13. Löse mit diesem Verfahren das Anfangswertproblem aus Derive-
Sitzung 4.9 sowie die Beispiele aus Übungsaufgabe 4.27.

4.293 Man berechne Taylorappoximationen 5. Ordnung für die Anfangswertproble-
me

(a) y′′ = 2x y′ + x2 y + 3x , (y(0) = 0 , y′(0) = 1) ,

(b) y′′ = ey′

y2 − sin x , (y(0) = 0 , y′(0) = 1) .
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5 Kurven im IRn

5.1 Parameterdarstellungen von Kurven

In diesem Kapitel untersuchen wir Kurven im IRn und ihre Parameterdarstellungen.
Wir erklären die Kurvenlänge und führen ihre Berechnung im differenzierbaren Fall
auf eine Integration zurück. Schließlich werden wir Kurvenintegrale betrachten.

Zunächst stellen wir fest, daß der Begriff einer Kurve im umgangssprachlichen
Gebrauch zwei voneinander verschiedene Sachverhalte bezeichnet:

1. zum einen meint man eine
”
eindimensionale” Teilmenge des 2- oder 3-dimen-

sionalen Raums, z. B. eine Kreislinie oder einen Großkreis auf einer Kugel,

2. zum anderen meint man das Durchlaufen einer derartigen Teilmenge des 2-
oder 3-dimensionalen Raums, z. B. eine bei einer Drehung durchlaufene Kreis-
linie.

Die zweite Charakterisierung enthält außer der statischen Orts- auch dynamische
Bewegungsinformation. Dies stellt einerseits einen Vorteil dar, bedeutet aber an-
dererseits, daß bei der Betrachtung von Eigenschaften, die von der Dynamik un-
abhängig sind – welches man z. B. vom Begriff der Kurvenlänge erwartet –, diese
Unabhängigkeit erst nachgewiesen werden muß.

Eine Präzisierung des Kurvenbegriffs werden wir daher in zwei Schritten vorneh-
men. Im ersten Schritt betrachten wir die dynamische Variante, welche in der Praxis
erhebliche Vorteile bietet, und im zweiten Schritt gehen wir zur statischen über. Um
diesen Unterschied auch sprachlich hervorzuheben, werden wir die dynamische Va-
riante eine Parameterdarstellung einer Kurve1 nennen.

Definition 5.1 (Parameterdarstellung einer Kurve im IRn) Eine stetige Funk-
tion γ : [a, b] → IRn eines abgeschlossenen Intervalls2 nach IRn nennen wir eine
Parameterdarstellung einer Kurve. Durch sie wird die Teilmenge γ([a, b]) ⊂ IRn

dargestellt, die wir die Spur von γ nennen und mit spur (γ) bezeichnen. Die Punk-
te γ(a) und γ(b) heißen Anfangs- bzw. Endpunkt von γ. Sind sie gleich, gilt also
γ(a) = γ(b), so nennen wir γ geschlossen. Die Variable t wird der Parameter der
Parameterdarstellung genannt.

1Manchmal spricht man auch von einem Weg.
2Man kann auch offene und unbeschränkte Intervalle als Definitionsbereiche zulassen.
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Beispiel 5.1 (Kreislinie) Durch die stetige Funktion γ1 : [0, 2π] → IR2 mit t 7→
(cos t, sin t) ist offenbar die Parameterdarstellung einer Kurve gegeben, deren Spur
die Einheitskreislinie ist. Wegen γ1(0) = γ1(2π) = (1, 0) ist γ1 geschlossen. Durch-
läuft der Parameter t das Intervall [0, 2π] gleichförmig, so wird die Einheitskreislinie
unter γ1 mit konstanter Winkelgeschwindigkeit genau einmal durchlaufen.3

Die stetige Funktion γ2 : [0, 2π] → IR2 mit t 7→ (cos (2t), sin (2t)) erzeugt die-
selbe Spur, aber nun wird die Einheitskreislinie mit doppelter Geschwindigkeit und
insgesamt zweimal durchlaufen.

Setzt man aber andererseits γ3 := γ2

∣∣∣
[0,π]

, so wird die Einheitskreislinie wieder

nur einmal durchlaufen, aber doppelt so schnell wie bei γ1.

Abbildung 5.1 Eine Schraubenlinie

Beispiel 5.2 (Schraubenlinie) Durch die stetige Funktion γ4 : [0, 8π] → IR3 mit
t 7→ (cos t, sin t, t) wird eine Schraubenlinie erklärt, s. Abbildung 5.1. Sie ist nicht
geschlossen.

Beispiel 5.3 (Graphen reeller Funktionen) Jeder Graph einer stetigen reellen
Funktion f : [a, b] → IR eines abgeschlossenen Intervalls ist die Spur der Parameter-
darstellung einer Kurve. Setzen wir nämlich t := x, so ist offenbar γ : [a, b] → IR2

mit t 7→ (t, f(t)) eine Parameterdarstellung, deren Spur der Graph von f ist.

3Die Bezeichnung t für den Parameter einer Parameterdarstellung soll an den Begriff Zeit
(englisch: time) erinnern. Eine Parameterdarstellung bildet also ein Zeitintervall stetig in den IRn

ab.



5.1 Parameterdarstellungen von Kurven 111

Die obere Einheitskreishälfte kann also auch durch die Parameterdarstellung γ5 :
[−1, 1] → IR2 mit t 7→ (t,

√
1 − t2) beschrieben werden. Diesmal ist allerdings nicht

die Winkelgeschwindigkeit, sondern die Projektion der Geschwindigkeit auf die x-
Achse konstant. 4

Wir haben nun Parameterdarstellungen von Kurven erklärt, und wir stellen uns
vor, daß diese das stetige

”
Zeichnen” einer Kurve beschreiben, wobei der Parameter

t eine endliches Zeitintervall durchläuft. Wir haben – mit den Mathematikern des
letzten Jahrhunderts – die Erwartung, daß dann etwas

”
Eindimensionales” dabei

herauskommt. Peano4 gelang 1890 die Konstruktion einer Parameterdarstellung
einer Kurve γ : [0, 1] → [0, 1]2, die surjektiv ist. Man mache sich klar, was dies
bedeutet!5 Um solche Fälle auszuschließen, betrachten wir in der Regel injektive
oder zumindest

”
fast” injektive Parameterdarstellungen, nämlich solche mit nur

endlich vielen Doppelpunkten.

Definition 5.2 (Doppelpunkt, Jordansche Parameterdarstellung) Ist γ :
[a, b] → IRn eine Parameterdarstellung einer Kurve und gilt γ(t1) = γ(t2) für t1 6=
t2, dann heißt der Punkt γ(t1) Doppelpunkt von γ. Hat γ keinen Doppelpunkt
oder ist γ geschlossen und der Anfangs- = Endpunkt ist der einzige Doppelpunkt,
so nennen wir γ eine Jordansche6 Parameterdarstellung.

π 2π

1

2

x

y

Abbildung 5.2 Eine Zykloide

Sitzung 5.1 (Graphische Darstellung von Parameterdarstellungen) Eine
Zykloide wird durch die Parameterdarstellung γ : I → IR2 mit t 7→ (t−sin t, 1−cos t)
gegeben, wobei I ein reelles Intervall darstellt. Wählt man I = [0, 2π], so beschreibt
die gegebene Zykloide die Bahn eines Punkts P der Peripherie eines Kreises mit Ra-
dius 1 beim Abrollen auf der x-Achse um eine Umdrehung. Dabei ist der Mittelpunkt

4Giuseppe Peano [1858–1932]
5Diese Parameterdarstellung ist nicht injektiv. Sie zeigt, daß das Intervall [0, 1]

”
etwas mehr

Punkte enthält” als das Quadrat [0, 1]2. . .
6Camille Jordan [1839–1922]
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des Kreises zu Beginn an der Stelle (0, 1) und P liegt am Ursprung, s. Abbildung 5.2.
Man beweise dies!

Wir können die Spur einer ebenen Parameterdarstellung γ : [a, b] → IR mit Derive

graphisch darstellen. Dazu gibt man die Parameterdarstellung als Vektor ein und
ruft das Plot Menü auf. Derive fragt dann nach dem t-Intervall [Min :, Max :],
das auf [−π, π] voreingestellt ist.

Abbildung 5.3 Die Astroide und eine Lissajous-Kurve

Bezeichnung Parameterdarstellung Intervall

Zykloide (t− sin t, 1 − cos t) [0, 2π] ,

Kreislinie (cos t, sin t) [0, 2π] ,

Ellipse (3 cos t, sin t) [0, 2π] ,

Astroide (cos3 t, sin3 t) [0, 2π] ,

Hypozykloide (cos t+ cos (2t), sin t− sin (2t)) [0, 2π] ,

Lissajous-Kurve7 (cos (5t), sin (3t)) [0, 2π] ,

archimedische Spirale (t cos t/10, t sin t/10) [0, 10π] ,

Kurve mit Doppelpunkt (t2 − 1, t3 − t) [−2, 2] ,

Neilsche8 Parabel (t2, t3) [−2, 2] ,

Hyperbel (3 cosh t, sinh t) [−2, 2] .

Die Parameterdarstellung γ(t) = (t2 − 1, t3 − t) hat dabei an den Stellen t = −1
und t = 1 denselben Wert γ(−1) = γ(1) = (0, 0), und somit ist der Ursprung ein
Doppelpunkt. Bei der Hypozykloide ist der Ursprung sogar ein dreifacher Punkt.
Die Lissajous-Kurve besitzt insgesamt 22 Doppelpunkte, s. Abbildung 5.3.

7J. A. Lissajous [1822–1880]
8William Neil [1637–1670]
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Übungsaufgaben

5.13 (Ellipsen und Hyperbeln) Die durch die impliziten Gleichungen

x2

a2
± y2

b2
= ±1

gegebenen Ellipsen und Hyperbeln lassen sich durch x := cos t, x := cosh t bzw. x :=
sinh t parametrisieren. Daher kommt die Bezeichnung

”
hyperbolische Funktionen”.

Man stelle einige Ellipsen und Hyperbeln mit Derive dar.

5.23 (Zykloiden) Man betrachte die allgemeine Zykloide, die durch die Parameter-
darstellung t 7→ (r t−a sin t, r−a cos t) mit geeigneten Werten a und r gegeben ist.
Stelle die Zykloide für Werte a < r als auch für a > r graphisch dar.

5.33 Man stelle die logarithmische Spirale für c = 1/100, 1/10 sowie die Kardioide
graphisch mit Derive dar:

(a) (logarithmische Spirale) (ect cos t, ect sin t) (t ∈ [0, 10π]),

(b) (Kardioide) ((1 + cos t) cos t, (1 + cos t) sin t) (t ∈ [0, 2π]) .

5.43 Man gebe geeignete Parameterdarstellungen folgender durch algebraische Glei-
chungen gegebener Kurven und stelle sie mit Derive für a = p = s = 1 graphisch
dar.

(a) (Kartesisches Blatt) x3 + y3 − a x y = 0 ,

(b) (Konchoide) (x2 + y2) (x− p)2 − s2 x2 = 0 ,

(c) (Lemniskate) (x2 + y2)2 − 2 a2 (x2 − y2) = 0 ,

(d) (Zissoide) y2 (a− x) = x3 .

Hinweis: Man mache jeweils einen Ansatz (x, y) = (r cos t, r sin t) und löse nach der
gesuchten Funktion r auf.

5.2 Kurven und Tangenten

Zunächst erklären wir den Begriff des Tangentialvektors einer Parameterdarstellung.

Definition 5.3 (Tangentialvektor) Ist γ : [a, b] → IRn eine differenzierbare Pa-
rameterdarstellung einer Kurve und ist t ∈ [a, b] gegeben, dann heißt der Vektor9

γ̇(t) der Tangentialvektor von γ an der Stelle t (bzw. am Punkt γ(t)). Er bestimmt
die Richtung der Tangente von γ an der Stelle γ(t), und sein Betrag ist ein Maß
für die Geschwindigkeit beim Durchlaufen der Kurve. Ist

.
γ (t) 6= 0, so heißt der

Punkt t regulär, und
.
γ (t)/| .

γ (t)| ist der Tangenteneinheitsvektor. Andernfalls heißt
γ singulär an der Stelle t. 4

9Wir verwenden für die Differentiation bzgl t wieder den Ableitungspunkt.
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Die Tangente an Kurven wird also wie die Tangente an Graphen als Grenzlage von
Sekanten erklärt.

Beispiel 5.4 (Tangente an die Kreislinie) Die Parameterdarstellung der Ein-
heitskreislinie γ1 : [0, 2π] → IR2 mit t 7→ (cos t, sin t) ist differenzierbar mit
.
γ1(t) = (− sin t, cos t). Dieser Vektor ist für alle t ∈ [0, 2π] vom Betrag 1 und so-
mit der Tangenteneinheitsvektor. Dies ist gleichbedeutend mit der gleichförmigen
Geschwindigkeit beim Durchlaufen der Kreislinie. Alle Punkte sind also regulär.

Beispiel 5.5 Hat eine Parameterdarstellung einen Doppelpunkt, so kann also die
Spur dort durchaus mehrere Tangenten besitzen. Dies ist z. B. bei der doppelt durch-
laufenen Einheitskreislinie γ2 bzw. γ3 der Fall, aber auch bei der Parameterdarstel-
lung γ(t) = (t2−1, t3−t) aus Derive-Sitzung 5.1. Für diese gilt

.
γ (t) = (2t, 3t2−1),

und somit hat γ an den Punkten t = −1 und t = 1, die beide dem Spurpunkt
(0, 0) entsprechen, die Tangentialvektoren

.
γ (−1) = (−2, 2) bzw.

.
γ (1) = (2, 2),

s. Abbildung 5.4.

.
γ (−1)

.
γ (1)

−0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0.2 0.4

−0.4

−0.2

0.2

0.4

x

y

Abbildung 5.4 Tangenten bei einem Doppelpunkt

Beispiel 5.6 Nicht jede irreguläre Stelle10 τ ∈ [a, b] hat zur Folge, daß die Spur
dort keine Tangente besitzt. Während bei der Astroide γ(t) = (cos3 t, sin3 t) der
Tangentialvektor an der Stelle t den Wert

.
γ (t) = (−3 sin t cos2 t, 3 cos t sin2 t) hat

und somit für t = 0, π/2, π, 3π/2, 2π singulär ist und die Spur dort in der Tat
keine Tangente besitzt, s. Abbildung 5.3, ist bei der Parameterdarstellung γ(t) =
(t3, t3) der Ursprung ebenfalls singulär, die Spur von γ ist aber eine Gerade und

10Das Symbol τ ist der griechische Buchstabe
”
tau”.
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hat überall eine Tangente. Der Sachverhalt
.
γ (τ ) = 0 drückt nur aus, daß die

Momentangeschwindigkeit der Bewegung t 7→ γ(t) für t = τ verschwindet. An einer
solchen Stelle kann sich dann die Bewegungsrichtung ändern. 4

Wir betrachten nun Parameterdarstellungen ebener Kurven γ : [a, b] → IR2. Hat
eine solche überall einen nicht vertikalen Tangentialvektor, so ist es plausibel, daß
ihre Spur Graph einer differenzierbaren Funktion ist. Dies besagt der

Satz 5.1 Sei γ : [a, b] → IR2 stetig differenzierbar mit γ(t) = (x(t), y(t)) und
ist

.
x(t) 6= 0 (t ∈ (a, b)). Dann gibt es eine stetig differenzierbare Funktion11 f :

x([a, b]) → IR, deren Graph die Spur von γ ist

y(t) = f(x(t)) (t ∈ [a, b]) (5.1)

und deren Ableitung durch (x = x(t))

f ′(x) =

.
y
.
x
(t) (5.2)

gegeben ist. Ist γ zweimal differenzierbar, gilt ferner

f ′′(x) =

.
x
..
y− ..

x
.
y

.
x3

(t) .

Beweis: Wegen der Stetigkeit und Nullstellenfreiheit hat
.
x einheitliches Vorzeichen, ist

also x streng monoton. Daher gibt es eine stetig differenzierbare Umkehrfunktion ϕ = x−1 :
x([a, b]) → IR. Durch

f := y ◦ ϕ : x([a, b]) → IR

wird wegen f(x(t)) = y(ϕ(x(t))) = y(t) die gesuchte Funktion erklärt. Für ihre Ableitung
bekommen wir durch implizite Differentiation von (5.1)

.
y (t) = f ′(x(t))· .

x(t) , (5.3)

also

f ′(x(t)) =

.
y
.
x
(t) ,

sowie durch nochmaliges Differenzieren von (5.3)

..
y (t) = f ′′(x(t))· .

x2(t) + f ′(x(t))· ..
x(t)

bzw.

f ′′(x(t)) =

..
y (t) − f ′(x(t))

..
x(t)

.
x2(t)

=

..
y (t) −

.
y
.
x
(t)

..
x(t)

.
x2(t)

=

.
x
..
y− ..

x
.
y

.
x3

(t) . 2

Bemerkung 5.1 Wir bemerken, daß die Ableitungsregel 5.2 wieder als Kürzungs-
regel von Differentialen aufgefaßt werden kann:

dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

.

11Man beachte, daß x([a, b]) auf Grund der Stetigkeit von x(t) ein Intervall ist.
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Beispiel 5.7 (Zykloide als Graph) Die Zykloide γ(t) = (t− sin t, 1− cos t) kann
wegen x([0, 2π]) = [0, 2π] im Intervall [0, 2π] als Graph einer Funktion f : [0, 2π] →
IR aufgefaßt werden, s. Abbildung 5.2. Für f gibt es keine elementare Darstellung,
da eine solche für ϕ = x−1 nicht existiert. Wegen

.
x (t) = 1 − cos t 6= 0 (t ∈ (0, 2π))

gilt aber

f ′(x) =

.
y
.
x
(t) =

sin t

1 − cos t

∣∣∣∣
t=ϕ(x)

und

f ′′(x) =
(1 − cos t) cos t− sin2 t

(1 − cos t)2
= − 1

(1 − cos t)2

∣∣∣∣
t=ϕ(x)

,

und insbesondere genügt f wegen f(x) = y(t)
∣∣∣
t=ϕ(x)

der Differentialgleichung

f ′′(x) = − 1

f2(x)

mit den Anfangswerten f(π) = y(π) = 2 sowie

f ′(π) =
sin t

1 − cos t

∣∣∣∣
t=π

= 0 .

Man kann unseren Rechnungen nun z.B. ansehen, daß f in (0, π) streng wächst
(f ′ > 0) und daß ferner f streng konkav ist (f ′′ < 0). 4

Wir betrachten in der Folge wieder n-dimensionale Kurven, und wir wollen jetzt alle
diejenigen Parameterdarstellungen zu einem neuen Objekt zusammenfassen, die wir
als dieselbe Kurve empfinden. Dabei kommt es, wie man aus Beispiel 5.1 sieht, nicht
nur auf die Spur der Parameterdarstellung an (der Parameterdarstellung γ3 wird
man ja z. B. eine andere Kurvenlänge zuordnen als der Parameterdarstellung γ1).
Offenbar liegt dieselbe Kurve vor, wenn lediglich die Geschwindigkeit der Bewegung
t 7→ γ(t) verschieden ist. Dies führt zu folgender

Definition 5.4 (Äquivalenz von Parameterdarstellungen) Wir nennen zwei
Parameterdarstellungen γ1 : [a, b] → IRn und γ2 : [c, d] → IRn äquivalent, falls es
eine streng wachsende stetige Funktion ϕ : [a, b] → [c, d] mit ϕ(a) = c und ϕ(b) = d
gibt derart, daß γ1 = γ2 ◦ ϕ ist. Eine solche Funktion ϕ heißt Parametertransfor-
mation. Sie transformiert die Parameterdarstellung γ2 in die Parameterdarstellung
γ1.

Bemerkung 5.2 Da ϕ streng wachsend und stetig ist, ist ϕ bijektiv und ϕ−1 ist
ebenfalls stetig und streng wachsend. Man sieht leicht ein, daß durch

γ1 ∼ γ2 ⇐⇒ γ1 ist äquivalent zu γ2 (5.4)

eine Äquivalenzrelation erklärt wird:
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Lemma 5.1 Durch (5.4) wird auf der Menge der Parameterdarstellungen eine Äqui-
valenzrelation erklärt.

Beweis:

1. (Reflexitivität) Die identische Funktion ϕ = id[a,b] erzeugt γ ∼ γ .

2. (Symmetrie) Da durch Rechts-Komposition mit ϕ−1 aus γ1 = γ2◦ϕ die Beziehung
γ2 = γ1 ◦ ϕ−1 folgt, gilt also γ1 ∼ γ2 ⇒ γ2 ∼ γ1.

3. (Transitivität) Aus γ1 ∼ γ2 und γ2 ∼ γ3 folgt γ1 ∼ γ3, da die Beziehungen
γ1 = γ2 ◦ ϕ1 und γ2 = γ3 ◦ ϕ2 die Beziehung γ1 = γ3 ◦ (ϕ2 ◦ ϕ1) implizieren. 2

Dies führt zu folgender Definition.

Definition 5.5 (Kurve) Unter einer Kurve γ in IRn verstehen wir die zu der Pa-
rameterdarstellung γ : [a, b] → IR einer Kurve gehörige Äquivalenzklasse, d. h. die
Menge aller zu γ äquivalenten Parameterdarstellungen. Wo Verwechslungen nicht
zu befürchten sind, nennen wir eine eine Kurve charakterisierende Parameterdar-
stellung manchmal selbst Kurve. 4

Wir stellen als erstes fest, daß der Begriff des Tangenteneinheitsvektors invariant ist
unter einer Parametertransformation. Ist nämlich γ1 = γ2◦ϕ, so ist wegen

.
ϕ(t) > 0

.
γ 1(t)

| .
γ 1(t)|

=

.
γ 2(ϕ(t))

| .
γ 2(ϕ(t))| ·

.
ϕ(t)

| .
ϕ (t)|

=

.
γ 2(ϕ(t))

| .
γ 2(ϕ(t))| ,

m. a. W.: Der Tangenteneinheitsvektor ist eine Eigenschaft der Kurve, welche un-
abhängig von der gegebenen Parameterdarstellung ist. Das heißt aber insbesondere:
Zur Bestimmung des Tangenteneinheitsvektors genügt es, eine beliebige Parameter-
darstellung der betrachteten Kurve zu kennen, mit welcher dann der Tangentenein-
heitsvektor berechnet werden kann.

Dies werden wir auch in Zukunft im Auge haben: In den folgenden Abschnitten
erklären wir weitere Eigenschaften von Kurven, zur konkreten Berechnung ziehen
wir uns aber immer wieder auf konkrete Parameterdarstellungen zurück.

Doppelpunktfreie Kurven sind besonders interessant. Daher definieren wir nun

Definition 5.6 (Jordankurve) Unter einer Jordankurve verstehen wir eine von
einer Jordanschen Parameterdarstellung erzeugte Kurve. 4

Da eine Kurve eine Äquivalenzklasse ist, macht diese Definition nur Sinn, falls sie
invariant unter einer Parametertransformation ist. Dies ist aber der Fall: Die Injek-
tivität von γ2 hat die Injektivität von γ1 = γ2 ◦ϕ zur Folge, da ϕ ebenfalls injektiv
ist.

Die erwähnte Peanokurve war ein Beispiel einer
”
mehrdimensionalen” Kurve. Bei

Jordankurven tritt ein solches Verhalten nicht auf. Dennoch können Jordankurven
noch ausgesprochen kompliziert sein. In Übungsaufgabe I.12.10 (S. I.335) hatten wir
z. B. die Takagi-Funktion behandelt, die Graph einer Jordankurve ist, die nirgends
eine Tangente hat.
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Übungsaufgaben

5.5◦ Man zeige, daß der Graph der Zykloidenfunktion f aus Beispiel 5.7 symmetrisch
bzgl. der Geraden x = π ist, d. h., daß f(π − x) = f(x) gilt. Man gebe weiter eine
explizite Darstellung der Umkehrfunktion f−1 : [0, 2] → [0, π] an und zeige mit ihrer

Hilfe, daß der Flächeninhalt
2π∫
0

f(x) dx unter dem Zykloidenbogen den Wert 3π hat.

Man berechne ferner den Tangentialvektor der Zykloide am Punkt (x, y) ihrer Spur
in Abhängigkeit von der Ordinate y. Schließlich gebe man das 5. Taylorpolynom
von f an der Stelle x = π an.

5.3 Rektifizierbarkeit und Kurvenlänge

In diesem Abschnitt erklären wir, wie wir die Länge einer Kurve bestimmen. Sei
eine Parameterdarstellung γ : [a, b] → IRn gegeben. Wie beim Riemann-Integral
betrachten wir eine Zerlegung a = t0 < t1 < . . . < tm = b des Intervalls [a, b] und
stellen fest, daß die Summe

m∑

j=1

|γ(tj) − γ(tj−1)|

die Länge des durch die Punkte γ(a),γ(t1), . . . ,γ(b) gegebenen Polygons ist. Of-
fenbar ist die Länge der gegebenen Kurve generell größer (höchstens gleich) als die
Länge einer derartigen Approximation, so daß die folgende Definition sinnvoll ist.

Definition 5.7 (Rektifizierbarkeit und Länge einer Kurve) Ist die Größe

sup
m∑

j=1

|γ(tj) − γ(tj−1)| =: L(γ) <∞

endlich, wobei das Supremum über alle Zerlegungen von [a, b] zu bilden ist, so nennen
wir γ rektifizierbar und L(γ) die Länge der durch γ gegebenen Kurve.

Bemerkung 5.3 Diese Definition ist unabhängig von der gegebenen Parameter-
darstellung der Kurve: Ist γ2 : [c, d] → IRn eine weitere Parameterdarstellung der
Kurve, so ist γ = γ2 ◦ ϕ, und es gilt

m∑

j=1

|γ(tj) − γ(tj−1)| =
m∑

j=1

|γ2(ϕ(tj)) − γ2(ϕ(tj−1))| .

Da nun die Menge der Zerlegungen a = t0 < t1 < . . . < tm = b von [a, b] unter
ϕ wegen des strengen Wachstums von ϕ genau auf die Menge der Zerlegungen
ϕ(a) = ϕ(t0) < ϕ(t1) < . . . < ϕ(tm) = ϕ(b) des Intervalls [ϕ(a), ϕ(b)] = [c, d]
abgebildet wird, stimmen insbesondere die betrachteten Suprema überein.
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Beispiel 5.8 (Eine nicht rektifizierbare Kurve) Die als Graph der Funktion
f : [0, 1] → IR mit

f(x) :=

{
x cos π

2x falls x 6= 0
0 falls x = 0

gegebene Kurve γ : [0, 1] → IR2, γ(t) = (t, f(t)), ist nicht rektifizierbar. Für die
Zerlegung 0 < 1

4m < 1
4m−1 < . . . < 1

2 < 1 ist wegen

f
(

1
j

)
=

{
(−1)j/2

j falls j gerade

0 falls j ungerade

nämlich

4m∑

j=1

|γ(tj) − γ(tj−1)| >
4m∑

j=1

|f(tj) − f(tj−1)| = 2
2m∑

l=1

1

2l
=

2m∑

l=1

1

l
,

und dies strebt für m→ ∞ gegen ∞. 4

Die gegebene Definition der Kurvenlänge ist natürlich so angelegt, daß sie für Poly-
gone (unabhängig von möglichen Kreuzungspunkten) die Summe der Kantenlängen
ergibt. Andererseits ist sie zur direkten Berechnung der Kurvenlänge – wie schon
die Definition des Riemann-Integrals zur Flächenberechnung – wenig geeignet. Wie
immer in einer derartigen Situation, versuchen wir, den neuen Begriff auf einen alten
zurückzuführen. Falls γ stetig differenzierbar ist, geht dies auch.

Satz 5.2 (Länge einer differenzierbaren Kurve) Eine Kurve mit stetig diffe-
renzierbarer Parameterdarstellung γ : [a, b] → IRn ist rektifizierbar, und es gilt

L(γ) =

b∫

a

| .
γ (t)| dt .

Beweis: Wir benutzen die Abkürzung

v(t) := | .
γ (t)| =

√
.
γ 2

1(t)+
.
γ 2

2(t) + · · ·+
.
γ 2

n(t)

für die
”
Geschwindigkeitsfunktion” | .γ (t)|. Auf Grund der Stetigkeit von

.
γ sind die Ko-

ordinatenfunktionen
.
γ k (k = 1, . . . , n) gleichmäßig stetig in [a, b]. Zu jedem ε > 0 gibt es

also ein δ > 0 derart, daß für t, τ ∈ [a, b] mit |t− τ | ≤ δ die Beziehungen
∣∣∣
.
γ k(t)−

.
γ k(τ)

∣∣∣ ≤ ε

n(b− a)
(k = 1, . . . , n) (5.5)

gelten. Sei nun weiter die Zerlegung a = t0 < t1 < . . . < tm = b der Feinheit ≤ δ gegeben.
Wir betrachten zunächst das Teilintervall Ij := [tj−1, tj ]. Aus dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung folgt einerseits die Existenz von Punkten τk ∈ Ij (k = 1, . . . , n) mit

γ(tj) − γ(tj−1) = (
.
γ 1(τ1),

.
γ 2(τ2), . . .

.
γ n(τn)) · (tj − tj−1)
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(man betrachte die Situation koordinatenweise!). Andererseits gibt es wegen des Mittel-
wertsatzes der Integralrechnung ein τ ∈ Ij mit

tj∫

tj−1

v(t) dt = v(τ) (tj − tj−1) = | .
γ (τ)| (tj − tj−1) ,

und daher folgt

∣∣∣∣∣∣∣
|γ(tj) − γ(tj−1)| −

tj∫

tj−1

v(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣|(
.
γ 1(τ1),

.
γ 2(τ2), . . . ,

.
γ n(τn))| −

|(
.
γ 1(τ),

.
γ 2(τ), . . . ,

.
γ n(τ))|

∣∣∣(tj − tj−1)

≤
n∑

k=1

|
.
γ k(τk)−

.
γ k(τ)| (tj − tj−1) .

Es liegen nun alle τk (k = 1, . . . , n) sowie τ in dem Intervall Ij , welches eine Länge ≤ δ
hat, und somit folgt mit (5.5) durch Summation über alle Teilintervalle

∣∣∣∣∣∣

m∑

j=1

|γ(tj)−γ(tj−1)| −
b∫

a

v(t) dt

∣∣∣∣∣∣
≤

m∑

j=1

n∑

k=1

ε

n (b− a)
(tj − tj−1)=

ε

b− a

m∑

j=1

(tj − tj−1)=ε.

Durch Übergang zum Supremum über alle Zerlegungen der Feinheit ≤ δ gilt also auch

∣∣∣∣∣∣
L(γ) −

b∫

a

v(t) dt

∣∣∣∣∣∣
≤ ε ,

und mit ε→ 0 folgt das Resultat. 2

Bemerkung 5.4 Das Ergebnis läßt sich (unter Anwendung des Hauptsatzes) auf
folgende Weise interpretieren: Die Momentangeschwindigkeit auf einer stetig diffe-
renzierbaren Kurve ergibt sich wie in der Physik üblich als Zeitableitung der Weg-
funktion. 4

Wir sind jetzt endlich in der Lage, ein altes offenes Problem zu lösen: Die Interpre-
tation des Arguments arg x als Winkel.

Beispiel 5.9 (Länge eines Kreisbogens) Wir können nun die Länge des durch
die Parameterdarstellung γ : [0, x] → IR2 mit t 7→ (cos t, sin t) gegebenen Kreisbo-
gens bestimmen. Mit Satz 5.2 folgt

L(γ) =

x∫

0

√
(− sin t)2 + cos2 t dt =

x∫

0

dt = x ,
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es ist also – wie wir bereits aus der Elementargeometrie wußten – x = arg (eix) der
im Bogenmaß gemessene Winkel des den Kreisbogen erzeugenden Dreiecks APB, s.
Abbildung 5.5.

1A

B
P =(cosx, sinx)=eix

x

y

Abbildung 5.5 Kosinus und Sinus als Projektionen der Einheitskreislinie

Sitzung 5.2 Mit Hilfe von Satz 5.2 lassen sich nun die Kurvenlängen vieler Kurven
berechnen. Häufig ergeben sich allerdings nicht elementar integrierbare Integrale.
Wir erklären

LÄNGEPARAMETER(g,t,a,b):=INT(ABS(DIF(g,t)),t,a,b)

LP(g,t,a,b):=LÄNGEPARAMETER(g,t,a,b)

und betrachten die Beispielkurven aus Derive-Sitzung 5.1:

Derive Eingabe Ausgabe nach Simplify

LP([t-SIN(t),1-COS(t)],t,0,2π) 8 ,

LP([COS(t),SIN(t)],t,0,x) x ,

LP([a COS(t),b SIN(t)],t,0,2π)

2π∫

0

√
(b2 − a2)COS (t)2 + a2 dt ,

LP([COS(t)^3,SIN(t)^3],t,0,2π) 6 ,

LP([t COS(t),t SIN(t)],t,0,2π)
LN

√
4π2+1 + 2π

2
+π
√

4π2+1
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LP([t^2-1,t^3-t],t,-1,1)

1∫

−1

√
9 t4 − 2 t2 + 1 dt ,

LP([t^2,t^3],t,0,x)

[
(9x2 + 4)3/2

27
− 8

27

]
SIGN (x) ,

LP([COS(t),SIN(t),t],t,0,x)
√

2x .

Es ist höchst erstaunlich, daß die Kurvenlängen der Zykloide und der Astroide ganze
Zahlen sind! Dagegen ergibt sich bei der Berechnung des Umfangs einer Ellipse ein
aus diesem Grund so genanntes elliptisches Integral (m ≤ 1)

2π∫

0

√
(b2 − a2) cos2 t+ a2 dt = 4 |a|

π/2∫

0

√
1 −m cos2 t dt

= 4 |a|
π/2∫

0

√
1 −m sin2 t dt ,

das keine elementare Darstellung besitzt.

Als direkte Folge von Satz 5.2 haben wir für die Länge eines stetig differenzierbaren
Graphen das

Korollar 5.1 Sei f : [a, b] → IR stetig differenzierbar. Dann gilt für die Länge des
Graphen L(f, [a, b]) von f im Intervall [a, b]

L(f, [a, b]) =

b∫

a

√
1 + f ′(x)2 dx .

Beweis: Dies folgt sofort aus der stetig differenzierbaren Parameterdarstellung des Gra-

phen γ(t) = (t, f(t)) und Satz 5.2. 2

Wir erwähnen an dieser Stelle, daß es, ähnlich wie bei Satz 5.2 auch möglich ist,
den überstrichenen Flächeninhalt einer differenzierbaren ebenen Kurve aus einer
Parameterdarstellung zu berechnen. Dies soll in Übungsaufgabe 5.12 getan werden.

Übungsaufgaben

5.6 Man untersuche den Graphen der Takagi-Funktion auf Rektifizierbarkeit.

5.7 Man benutze die Binomialreihe sowie eine Darstellung des Integrals
π/2∫
0

sin2k t dt

durch Fakultäten, vgl. I.(11.16) auf S. I.309, zur Berechnung der Taylorentwicklung
des in Derive-Sitzung 5.2 betrachteten elliptischen Integrals

E(m) =

π/2∫

0

√
1 −m sin2 t dt =:

∞∑

k=0

ak m
k .
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5.8 Man berechne die Kurvenlänge der Graphen von

(a) ex , (b) lnx , (c) cosh x , (d) sinh x

im Intervall [a, b].

x

y

Abbildung 5.6 Log. Spirale: unendlich viele Umdrehungen bei endlicher Länge

5.93 Man berechne die Kurvenlänge der logarithmischen Spirale (ect cos t, ect sin t)
für t ∈ [a, b] und betrachte a→ −∞. Berechne ferner die Kurvenlänge der Kardioide
((1 + cos t) cos t, (1 + cos t) sin t) für t ∈ [0, 2π].

5.10◦ (Bogenlänge) Man zeige, daß für eine rektifizierbare Kurve γ die Bogen-
längenfunktion s : [a, b] → IR, erklärt durch

s(t) := L(γ, [a, t]) ,

stetig und streng wachsend ist.

5.11◦ (Bogenlänge als Parameter) Man zeige, daß eine rektifizierbare Kurve γ
der Länge L mit der Bogenlänge s parametrisiert werden kann, m. a. W., es gibt
eine Parameterdarstellung γ : [0, L] → IRn mit

L

(
γ

∣∣∣
[0,s]

)
= s (s ∈ [0, L]) .
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γ(a)

γ(b)

γ(T )

0

AT

x

y

Abbildung 5.7 Die Fläche des Fahrstrahls einer Kurve

5.12 (Sektorfläche) Man zeige auf ähnliche Art wie in Satz 5.2, daß für eine
differenzierbare ebene Kurve γ : [a, b] → IR2 der (gerichtete) Flächeninhalt A des
Fahrstrahls γ(t) durch

AT =
1

2

T∫

a

(x
.
y−y .

x) dt

gegeben ist, s. Abbildung 5.7. Man nennt dies die Sektorformel von Leibniz. Hinweis:
Der gerichtete Flächeninhalt des durch die Punkte (0, 0), (x, y) sowie (x+∆x, y+∆y)
gegebenen Dreiecks hat den Wert 1

2 (x∆y + y∆x).
Man berechne die Sektorfläche der Zykloide und vergleiche mit dem Ergebnis von

Übungsaufgabe 5.5.

5.13 Zeige, daß sich der Flächeninhalt A des Inneren12 einer differenzierbaren ge-
schlossenen Kurve γ : [a, b] → IR2 durch

A =

b∫

a

x
.
y dt

berechnen läßt. Man berechne den von Ellipse, Astroide, Kardioide und Hypozy-
kloide eingeschlossenen Flächeninhalt.

12Es ist der Inhalt des durchaus nicht trivialen Jordanschen Kurvensatzes, daß jede ebene ge-
schlossene Jordankurve die Ebene in einen inneren und einen äußeren Teil zerlegt.
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5.14 Manchmal sind ebene Kurven in Polarkoordinaten dargestellt, d. h., sie stellen
den Graphen einer Funktion ϕ 7→ r dar, wobei r und ϕ die zu den kartesischen
Koordinaten x und y gehörigen Polarkoordinaten seien:

x(ϕ) = r(ϕ) cosϕ und y(ϕ) = r(ϕ) sinϕ .

Man zeige, daß für eine differenzierbare Funktion die Länge des kartesischen Gra-
phen γ der in Polarkoordinaten gegebenen Funktion r : [ϕ1, ϕ2] → IR durch

L(γ) =

ϕ2∫

ϕ1

√
r2(ϕ) + (r′(ϕ))2 dϕ

gegeben ist. Man berechne hiermit den Umfang einer Kreislinie vom Radius R.

5.153 Man schreibe die Derive Funktionen LÄNGEKARTESISCH(f,x,a,b) und
LÄNGEPOLAR(f,x,a,b), die die Länge eines kartesisch bzw. polar gegebenen diffe-
renzierbaren Graphen gemäß Korollar 5.1 bzw. Übungsaufgabe 5.14 bestimmt und
kontrolliere die Berechnungen dieses Abschnitts.

Genauso schreibe man Derive Funktionen SEKTORFLÄCHE(x,y,t,a,b) und
INNENFLÄCHE(x,y,t,a,b), die die Sektorfläche gemäß Übungsaufgabe 5.12 bzw.
die Innenfläche gemäß Übungsaufgabe 5.13 bestimmt, und wende sie auf die Bei-
spiele dieses Abschnitts an.

Ferner berechne man die von der Lemniskate (s. Übungsaufgabe 5.4) in einem
ihrer zwei symmetrischen Teilstücke eingeschlossenen Flächeninhalt.

5.4 Funktionen mit beschränkter Variation

Im letzten Abschnitt waren Funktionen γ : [a, b] → IRn von Bedeutung, für die

sup
m∑

j=1

|γ(xj) − γ(xj−1)| <∞

endlich ist, wobei das Supremum über alle Zerlegungen von [a, b] gebildet wird.
Offenbar ist dies genau dann der Fall, wenn für alle Koordinatenfunktionen fk

(k = 1, . . . , n)

sup
m∑

j=1

|fk(xj) − fk(xj−1)| =: var (fk, [a, b]) <∞

ist. Dies gilt, da offenbar für jedes k = 1, . . . , n
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var (fk, [a, b]) = sup

m∑

j=1

|fk(xj) − fk(xj−1)|

≤ sup

m∑

j=1

|γ(xj) − γ(xj−1)| = L(γ, [a, b]) (5.6)

≤
n∑

k=1

m∑

j=1

|fk(xj) − fk(xj−1)| ≤
n∑

k=1

var (fk, [a, b])

gilt. Wir nennen var (f, [a, b]) die Variation oder Totalvariation von f über [a, b].
Dies führt zu der Einführung der folgenden wichtigen Funktionenklasse.

Definition 5.8 (Funktionen mit beschränkter Variation) Eine Funktion f :
[a, b] → IR, deren Variation var (f, [a, b]) beschränkt ist, heißt Funktion mit be-
schränkter Variation.13

Beispiel 5.10 (Monotone Funktionen) Wir bemerken, daß – anders als im Fall
von Kurven – Funktionen mit beschränkter Variation nicht stetig sein müssen. Bei-
spielsweise ist jede monotone Funktion f : [a, b] → IR von beschränkter Variation.
Ist nämlich f z. B. wachsend, so gilt für jede Zerlegung a = x0 < x1 < . . . < xm = b

m∑

j=1

|f(xj) − f(xj−1)| =
m∑

j=1

f(xj) − f(xj−1) = f(b) − f(a)

und somit var (f, [a, b]) = f(b) − f(a) < ∞. Da die Menge der Funktionen f :
[a, b] → IR mit beschränkter Variation über [a, b] einen Vektorraum bildet (Beweis!),
ist auch die Differenz zweier wachsender Funktionen von beschränkter Variation. Es
ist eine fundamentale Eigenschaft der Funktionen mit beschränkter Variation, daß
hiervon auch die Umkehrung gilt. Die zugehörige Zerlegung einer Funktion f mit
beschränkter Variation heißt Jordanzerlegung von f .

Satz 5.3 (Darstellungssatz für Funktionen mit beschränkter Variation)
Jede Funktion f : [a, b] → IR mit beschränkter Variation hat eine Darstellung f =
g − h als die Differenz zweier wachsender Funktionen g und h.

Beweis: Wir halten zunächst fest, daß für eine Funktion f : [a, b] → IR mit beschränkter
Variation und jedes x ∈ [a, b] die Beziehung

var (f, [a, b]) = var (f, [a, x]) + var (f, [x, b]) (5.7)

gilt, d. h. insbesondere, daß f auch in jedem Teilintervall von [a, b] von beschränkter Varia-
tion ist. Gleichung (5.7) folgt, da man durch Verfeinerung immer auch den Punkt x ∈ [a, b]
mit in die Zerlegung aufnehmen kann.

Wir erklären nun die Funktion g : [a, b] → IR durch

g(x) := var (f, [a, x]) ,

13Manchmal werden solche Funktionen auch Funktionen mit beschränkter Schwankung genannt.
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welche nach dem eben gesagten wohldefiniert ist. Sei nun a ≤ c < d ≤ b. Dann folgt

0 ≤ var (f, [c, d]) = var (f, [a, d]) − var (f, [a, c]) = g(d) − g(c)

gemäß (5.7), also ist g wachsend. Weiter ist

f(d) − f(c) ≤ var (f, [c, d]) = g(d) − g(c) ,

also folgt für h := g−f die Beziehung h(c) ≤ h(d), folglich ist h wachsend, und die gesuchte

Zerlegung f = g − h ist gefunden. 2

Eine Anwendung dieses Satzes auf Kurven liefert folgendes Kriterium für die Rek-
tifizierbarkeit:

Korollar 5.2 (Rektifizierbarkeitskriterium) Die durch γ : [a, b] → IRn dar-
gestellte Kurve γ ist genau dann rektifizierbar, wenn alle Komponentenfunktionen
γj (j = 1 . . . ,m) von beschränkter Variation sind, m. a. W., wenn jede Kompo-
nentenfunktion γj eine Darstellung als die Differenz zweier monotoner Funktionen
hat.

Beweis: Dies folgt direkt aus (5.6). 2

Übungsaufgaben

5.16? Man zeige, daß die Menge der Funktionen f : [a, b] → IR mit beschränkter
Variation bzgl. der Norm ‖f‖ := |f(a)| + var (f, [a, b]) einen Banachraum bilden.

5.173 Man bestimme, welche der folgenden Funktionen f im Intervall I von be-
schränkter Variation sind, gebe ihre Jordanzerlegung an und berechne die Totalva-
riation.

(a) f(x) = sin x (I = [0, 2π]) , (b) f(x) = x2 − x3 (I = [−1, 1]) ,

(c) f(x) =
1

2 − x2
(I = [−1, 1]) , (d) f(x) = coshx (I = [−a, a]) ,

(e) f(x) = x cos
π

2x
(I = [0, 1]) , (f) f(x) = x2 cos

π

2x
(I = [0, 1]) .

5.18 Man zeige, daß jede in [a, b] erklärte Funktion f : [a, b] → IR mit beschränkter
Variation

(a) für alle x ∈ (a, b) die einseitigen Grenzwerte lim
ξ→x−

f(ξ) sowie lim
ξ→x+

f(ξ) besitzt,

(b) höchstens abzählbar viele Unstetigkeitsstellen in [a, b] hat, die alle Sprungstel-
len sind.
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5.5 Riemann-Stieltjes-Integrale

Man kann die Integration über einem reellen Intervall auffassen als Integration bzgl.
derjenigen Kurve, deren Spur gerade das gegebene Intervall ist. Dies bringt die
Frage mit sich, Integrale längs anderer Kurven zu erklären. Das reelle Intervall [a, b]
(aufgefaßt als Kurve) hat die Parameterdarstellung γ : [a, b] → IR mit γ(x) = x.

Das Ersetzen der Riemannschen Zwischensumme

m∑

j=1

f(ξj) (xj − xj−1)

bei der Integraldefinition durch die analoge Zwischensumme

m∑

j=1

f(ξj) (γ(xj) − γ(xj−1)) , (5.8)

führt zu einem von Stieltjes14 geprägten Integralbegriff, welcher im Fall γ(x) = x
dem Riemannschen entspricht und welcher uns im mehrdimensionalen Fall auf den
Begriff des Kurvenintegrals führen wird.

Definition 5.9 (Riemann-Stieltjes-Integral) Seien γ : [a, b] → IR und f :
[a, b] → IR reelle Funktionen des Intervalls [a, b], dann nennen wir

(5.8)
m∑

j=1

f(ξj) (γ(xj) − γ(xj−1))

eine Riemann-Stieltjes-Summe von f bzgl. der Zerlegung P

a = x0 < x1 < · · · < xm−1 < xm = b .

Den entsprechenden Grenzwert

b∫

a

f(x) dγ(x) := lim
‖P‖→0

m∑

j=1

f(ξj) (γ(xj) − γ(xj−1))

nennen wir, falls er existiert, das Riemann-Stieltjes-Integral von f bzgl. der Vertei-
lungsfunktion γ, und f heißt Riemann-Stieltjes-integrierbar bzgl. γ.

Bemerkung 5.5 Wie das Riemann-Integral ist das Riemann-Stieltjes-Integral
b∫

a

f(x) dγ(x) definitionsgemäß linear bzgl. f . Es ist aber auch linear bzgl. γ, wie

man sich leicht überzeugt.

14Thomas Jan Stieltjes [1856–1894]
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Bemerkung 5.6 Genau wie beim gewöhnlichen Riemann-Integral kann man beim
Riemann-Stieltjes-Integral untere Riemann-Stieltjes-Summen

S∗(f, γ,P) :=

m∑

j=1

inf
ξ∈[xj−1,xj ]

f(ξ) (γ(xj) − γ(xj−1))

und obere Riemann-Stieltjes-Summen

S∗(f, γ,P) :=

m∑

j=1

sup
ξ∈[xj−1,xj ]

f(ξ) (γ(xj) − γ(xj−1))

sowie ein unteres

b∫

∗
a

f(x) dγ(x) := lim
‖P‖→0

S∗(f, γ,P)

bzw. oberes Riemann-Stieltjes-Integral

b∫ ∗

a

f(x) dγ(x) := lim
‖P‖→0

S∗(f, γ,P)

erklären, und f ist Riemann-Stieltjes-integrierbar bzgl. γ genau dann, wenn

b∫

∗
a

f(x) dγ(x) =

b∫ ∗

a

f(x) dγ(x)

ist, m. a. W., wenn zu jedem ε > 0 eine Zerlegung P existiert, so daß der Fehlerterm

E(f, γ,P) := S∗(f, γ,P) − S∗(f, γ,P) ≤ ε

ist. 4

Wir zeigen zunächst, daß stetige Funktionen Riemann-Stieltjes integrierbar sind,
sofern die Verteilungsfunktion von beschränkter Variation ist.

Satz 5.4 Sei f : [a, b] → IR stetig und γ : [a, b] → IR von beschränkter Variation.
Dann ist f Riemann-Stieltjes-integrierbar bzgl. der Verteilungsfunktion γ, und es
gilt die Abschätzung

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x) dγ(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖f‖

[a,b]
var(γ, [a, b]) .
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Beweis: Wir verwenden wieder die gleichmäßige Stetigkeit von f in [a, b] Also gibt es
zu jedem ε > 0 ein δ > 0 so, daß |x − ξ| ≤ δ die Ungleichung |f(x) − f(ξ)| ≤ ε nach sich
zieht. Sei nun zu gegebenem ε > 0 irgendeine Zerlegung P der Feinheit ‖P‖ ≤ δ gegeben.
Dann gilt

|E(f, γ,P)| =

∣∣∣∣∣

m∑

j=1

(
max

ξ∈[xj−1,xj ]
f(ξ) − min

ξ∈[xj−1,xj ]
f(ξ)

)
(γ(xj) − γ(xj−1))

∣∣∣∣∣

≤ ε

m∑

j=1

|γ(xj) − γ(xj−1)| ≤ ε var(γ, [a, b]) ,

und mit ε → 0 folgt die Existenz des Integrals. Die angegebene Abschätzung erhält man
wegen

|S∗(f, γ,P)| =

∣∣∣∣∣

m∑

j=1

max
ξ∈[xj−1,xj ]

f(ξ) (γ(xj) − γ(xj−1))

∣∣∣∣∣ ≤ ‖f‖
[a,b]

var(γ, [a, b]) . 2

Der nächste Satz zeigt, wie man das Riemann-Stieltjes-Integral von f bzgl. der Ver-
teilungsfunktion γ in ein Riemann-Stieltjes-Integral bzgl. der Verteilungsfunktion f
transformieren kann. Aus Symmetriegründen schreiben wir diesmal g für γ.

Satz 5.5 (Partielle Integration) Seien f, g : [a, b] → IR und existiere das Integral
b∫

a

f(x) dg(x). Dann existiert auch
b∫

a

g(x) df(x), und es gilt

b∫

a

g(x) df(x) = −
b∫

a

f(x) dg(x) + f(x) g(x)
∣∣∣
b

a
. (5.9)

Beweis: Für alle xj , ξj (j = 0, . . . ,m+1) gilt die Identität

m∑

j=1

g(ξj) (f(xj)− f(xj−1)) = −
m∑

j=0

f(xj) (g(ξj+1)− g(ξj))+ f(b) g(b)− f(a) g(a) , (5.10)

wie man leicht durch Induktion bestätigt. Gilt nun

a = ξ0 = x0 < ξ1 < x1 < ξ2 < x2 < · · · < ξm−1 < xm−1 < ξm < xm = ξm+1 = b ,

so ist die Summe auf der linken Seite von (5.10) eine Riemann-Stieltjes-Summe des Integrals
b∫

a

g(x) df(x), während die Summe auf der rechten Seite von (5.10) eine Riemann-Stieltjes-

Summe des Integrals
b∫

a

f(x) dg(x) darstellt. Grenzübergang liefert (5.9). 2

Warum wir den eben bewiesenen Satz mit der partiellen Integration in Verbindung
gebracht haben, zeigt der folgende Satz, welcher – einmal mehr – eine Möglich-
keit zur Berechnung des Riemann-Stieltjes-Integrals durch Zurückführung auf ein
gewöhnliches Riemann-Integral bietet.
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Satz 5.6 (Berechnung von Riemann-Stieltjes-Integralen) Ist f : [a, b] → IR
Riemann-integrierbar und ist γ : [a, b] → IR stetig differenzierbar. Dann existiert

das Riemann-Stieltjes-Integral
b∫

a

f(x) dγ(x), und es gilt

b∫

a

f(x) dγ(x) =

b∫

a

f(x) γ′(x) dx . (5.11)

Beweis: Die Funktion f ist definitionsgemäß beschränkt, sagen wir |f(x)| ≤M . Wegen
der stetigen Differenzierbarkeit von γ können wir zu gegebenem ε > 0 ein δ > 0 derart
wählen, daß |γ′(x)− γ′(ξ)| ≤ ε für alle |x− ξ| ≤ δ ist. Sei nun wieder P eine Zerlegung der
Feinheit ‖P‖ ≤ δ, dann erhalten wir aus dem Mittelwertsatz für die Riemann-Stieltjes-
Summe die Darstellung

m∑

j=1

f(ξj) (γ(xj) − γ(xj−1)) =

m∑

j=1

f(ξj) γ
′(ξ̃j) (xj − xj−1)

mit Zahlen ξ̃j ∈ (xj−1, xj). Die Differenz zu der entsprechenden Zwischensumme des
Riemann-Integrals

∣∣∣∣∣

m∑

j=1

f(ξj) γ
′(ξ̃j) (xj − xj−1) −

m∑

j=1

f(ξj) γ
′(ξj) (xj − xj−1)

∣∣∣∣∣ ≤M ε (b− a)

strebt mit ε→ 0 gegen 0, was unsere Behauptung beweist. 2

Sitzung 5.3 Mit Satz 5.6 in der Hand können wir Derive zur Berechnung von
Riemann-Stieltjes-Integralen heranziehen. Die Derive Funktion

STIELTJES(f,g,x,a,b):=INT(f*DIF(g,x),x,a,b)

berechnet
b∫

a

f(x) dg(x) gemäß Formel 5.11. Wir erhalten z. B.:

Derive Eingabe Ausgabe nach Simplify

STIELTJES(x^n,x^m,x,a,b)
mbm+n

m+ n
− mam+n

m+ n
,

STIELTJES(ê^x,SIN(x),x,a,b) êb

[
COS (b)

2
+

SIN (b)

2

]
−êa

[
COS (a)

2
+

SIN (a)

2

]
,

STIELTJES(x^n,LN(x),x,a,b)
bn

n
− an

n
,

STIELTJES(ê^x,ERF(x),x,a,b) ê1/4
[
ERF

[
b− 1

2

]
− ERF

[
a− 1

2

]]
.
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Wir wollen es an dieser Stelle bei den angeführten Resultaten über Riemann-Stielt-
jes-Integrale belassen. Wir erwähnen jedoch, daß man in ganzer Analogie zum
gewöhnlichen Integral wieder Mittelwertsätze formulieren kann, die wir als Übungs-
aufgaben stellen und deren Beweis wir den Leserinnen und Lesern überlassen.

Übungsaufgaben

5.19 Man zeige, daß man jedes Riemann-Integral
b∫

a

f(x)h(x) dx mit Riemann-

integrierbarem f und stetigem h als Riemann-Stieltjes-Integral
b∫

a

f(x) dγ(x) schrei-

ben kann. Man bestimme γ.

5.20? Existiert
b∫

a

f(x) dγ(x) und ist γ in [a, b] wachsend, so ist

b∫

a

f(x) dγ(x) = µ (γ(b) − γ(a))

für einen Zwischenwert

µ ∈
[

inf
ξ∈[a,b]

f(ξ), sup
ξ∈[a,b]

f(ξ)

]
.

Ist f ferner stetig in [a, b], so gibt es ein ξ ∈ [a, b] mit f(ξ) = µ.

5.21? Sei f : [a, b] → IR monoton und γ : [a, b] → IR sei stetig. Dann existiert das

Integral
b∫

a

f(x) dγ(x), und es gibt ein ξ ∈ [a, b] derart, daß

b∫

a

f(x) dγ(x) = f(a)

ξ∫

a

dγ(x)+f(b)

b∫

ξ

dγ(x) = f(a) (γ(ξ)−γ(a))+f(b) (γ(b)−γ(ξ)).

5.22? (Mittelwertsatz für Riemann-Integrale) Sei f : [a, b] → IR monoton und
h : [a, b] → IR sei stetig. Dann existiert ein ξ ∈ [a, b] derart, daß

b∫

a

f(x)h(x) dx = f(a)

ξ∫

a

h(x) dx+ f(b)

b∫

ξ

h(x) dx .

5.23◦ (Riemann-Stieltjes-Integral für Stufenfunktionen) Man zeige, daß für

γ(x) :=
n∑

k=1

ak STEP (x− xk) (xk ∈ [a, b] (k = 1, . . . , n)) gilt:
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b∫

a

f(x) dγ(x) =
n∑

k=1

ak f(xk) ,

wobei

STEP (x) =
1

2
(1 + sign(x))

die Stufenfunktion bezeichne.

5.24 (Eulersche Summenformel) Man zeige folgende Version der Eulerschen
Summenformel für eine stetig differenzierbare Funktion f : [k0, n] → IR:

n∑

k=k0

f(k) =

n∫

k0

f(x) dx+

n∫

k0

(x− [x]) f ′(x) dx ,

wobei

[x] := max {n ∈ ZZ | n ≤ x}
die Funktion des ganzzahligen Anteils bezeichne. Hinweis: Man verwende die Dar-

stellung
n∑

k=k0

f(k) =
n∫

k0

f(x) d[x].

5.6 Kurvenintegrale

Wir sind nun in der Lage, Integrale längs Kurven im IRn zu erklären. Wie immer,
nehmen wir uns dazu eine die Kurve repräsentierende Parameterdarstellung her und
erklären den neuen Begriff in bezug auf diese.

Definition 5.10 (Kurvenintegral) Sei γ : [a, b] → IRn eine Parameterdarstellung
einer Kurve im IRn und sei f : γ([a, b]) → IRn eine auf der Spur von γ definierte
Vektorfunktion. Dann erklären wir durch

∫

γ

f(x) dx :=

b∫

a

f(γ(t)) · dγ(t) =

n∑

k=1

b∫

a

fk(γ(t)) · dγk(t) (5.12)

das Kurvenintegral von f längs γ.

Bemerkung 5.7 Wir bemerken, daß in (5.12) außer dem Kurvenintegral auch die
Bedeutung des formalen Skalarprodukts f(γ(t)) · dγ(t) erklärt wird.
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Bemerkung 5.8 Ist γ stetig differenzierbar, so können wir das Kurvenintegral
gemäß Satz 5.6 auch durch

∫

γ

f(x) dx :=

n∑

k=1

b∫

a

fk(γ(t))
.
γ k(t) dt (5.13)

berechnen. Durch endliche Summation kann man auch noch Kurvenintegrale für
stückweise stetig differenzierbare Kurven analog berechnen.

Bemerkung 5.9 Ist f stetig und γ rektifizierbar, so existiert nach Satz 5.4 das
Kurvenintegral von f längs γ, da dann die Komponentenfunktionen γk (k = 1, . . . , n)
von beschränkter Variation sind.

Bemerkung 5.10 Die wichtigste Bemerkung ist wieder die, daß das Kurveninte-
gral eine Eigenschaft der Kurve ist und nicht von der gewählten Parameterdar-
stellung abhängt. Dies folgt wie in Bemerkung 5.3 zur Definition der Kurvenlänge
daraus, daß die Menge der Zerlegungen des Intervalls [a, b] unter einer stetigen wach-
senden Funktion ϕ : [a, b] → [c, d] auf die Menge der Zerlegungen des Intervalls [c, d]
abgebildet wird. 4

Für Kurvenintegrale gilt die folgende Standardabschätzung.

Satz 5.7 (Standardabschätzung für Kurvenintegrale) Existiert für eine rek-
tifizierbare Kurve γ im IRn und für eine beschränkte Funktion f : γ([a, b]) → IRn

das Kurvenintegral
∫
γ

f(x) dx, so gilt

∣∣∣∣∣∣

∫

γ

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖f‖spur (γ) L(γ) .

Beweis: Sei a = x0 < x1 < · · · < xm = b eine Zerlegung P des Intervalls [a, b]. Dann
folgt durch Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung die Abschätzung
∣∣∣∣∣

m∑

j=1

f (γ(τj)) · (γ(tj) − γ(tj−1))

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

j=1

|f (γ(τj)) · (γ(tj) − γ(tj−1))|

≤
m∑

j=1

|f (γ(τj))| |γ(tj) − γ(tj−1)|

≤ ‖f‖spur (γ)

m∑

j=1

|γ(tj) − γ(tj−1)| ≤ ‖f‖spur (γ) L(γ)

für die Integralzwischensumme, und das Resultat folgt durch Grenzübergang ‖P‖ → 0. 2

Sitzung 5.4 Gemäß (5.13) können wir das Kurvenintegral der Vektorfunktion f
längs der durch die stetig differenzierbare Vektorfunktion g gegebenen Kurve gemäß
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KURVENINTEGRAL(f,x,g,t,a,b):=INT(LIM(f,x,g) . DIF(g,t),t,a,b)

KI(f,x,g,t,a,b):=KURVENINTEGRAL(f,x,g,t,a,b)

berechnen. Wir bekommen beispielsweise für f (x, y) :=
(
− y

x2+y2 ,
x

x2+y2

)
, d. h.

f:=[-y/(x^2+y^2),x/(x^2+y^2)], zunächst für folgende Kurven

(a) (cos t, sin t) (t ∈ [0, π/2]) , (b) (1 − t, t) (t ∈ [0, 1]) ,

(c) (1 − sin t, 1 − cos t) (t ∈ [0, π/2]) , (d) (1, t) sowie (1−t, 1) (t ∈ [0, 1]),

die alle den Punkt (1, 0) mit dem Punkt (0, 1) verbinden:15

Derive Eingabe Ausgabe

(a) KI(f,[x,y],[COS(t),SIN(t)],t,0,pi/2)
π

2
,

(b) KI(f,[x,y],[1-t,t],t,0,1)
π

2
,

(c) KI(f,[x,y],[1-SIN(t),1-COS(t)],t,0,pi/2)
π

2
,

(d) KI(f,[x,y],[1,t],t,0,1)+

KI(f,[x,y],[1-t,1],t,0,1)
π

2
.

Es fällt auf, daß jedes der Kurvenintegrale denselben Wert besitzt. Daß dies aller-
dings nicht generell der Fall ist, zeigt die folgende Kurve, die ebenfalls die Punkte
(1, 0) und (0, 1) miteinander verbindet:

Derive Eingabe Ausgabe

(e) KI(f,[x,y],[COS(t),-SIN(t)],t,0,3*pi/2) −3π

2
.

Wir werden in der Folge untersuchen, unter welchen Bedingungen das Kurveninte-
gral vom Weg unabhängig ist. Dabei stellt sich heraus, daß dies genau dann der Fall
ist, wenn f eine Darstellung als Gradient einer Funktion V hat.

Definition 5.11 (Gradientenfeld, Potential, Gebiet und Wegunabhängig-
keit) Eine Funktion f : D → IRn einer offenen Teilmenge D ⊂ IRn heißt ein
Gradientenfeld, falls es eine reellwertige Funktion V : D → IR gibt derart, daß
f = gradV gilt. Eine solche Funktion V wird eine Stammfunktion von f genannt,
−V heißt auch Potential von f .

Die Menge D ⊂ IRn heißt Gebiet, falls sie offen ist und sich je zwei Punkte
ξ,x ∈ D durch eine stetig differenzierbare Kurve mit Anfangspunkt ξ und Endpunkt
x miteinander verbinden lassen.

15Hierbei ist die letzte betrachtete Kurve aus stückweise differenzierbaren Kurventeilen
zusammengesetzt.
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Sei f stetig und repräsentiere γ : [a, b] → IRn eine stückweise stetig differenzier-
bare Kurve mit Anfangspunkt γ(a) = ξ ∈ D und Endpunkt γ(b) = x ∈ D. Hat
dann für jede solche Kurve, die den Punkt ξ mit dem Punkt x innerhalb des Ge-
biets D verbindet, das Kurvenintegral

∫
γ

f(y) dy denselben Wert, sagen wir, es sei

wegunabhängig, und wir schreiben dann auch

x∫

ξ

f(y) dy :=

∫

γ

f(y) dy

für diesen gemeinsamen Wert. 4

Wir bemerken, daß der Begriff der Wegunabhängigkeit des Kurvenintegrals nicht
nur von f , sondern auch von der Wahl des Gebiets D abhängt. Wir werden in Bei-
spiel 5.11 ein Gebiet angeben, in dem z. B. für die in Derive-Sitzung 5.4 betrachtete

Funktion f :=
(
− y

x2+y2 ,
x

x2+y2

)
Kurvenintegrale wegunabhängig sind, so daß die

dortigen Berechnungen sich als nicht rein zufällige Ergebnisse herausstellen.
Es gilt zunächst folgende Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und

Integralrechnung:

Satz 5.8 (Satz über wegunabhängige Kurvenintegrale) Sei f : D → IRn in
dem Gebiet D ⊂ IRn stetig und verbinde γ die Punkte ξ ∈ D und x ∈ D mit-
einander. Dann ist das Integral

∫
γ

f(y) dy genau dann wegunabhängig, falls f ein

Gradientenfeld ist. In diesem Fall läßt sich das Kurvenintegral aus einer Stamm-
funktion V von f gemäß der Formel

x∫

ξ

f(y) dy = V (y)
∣∣∣
x

ξ
= V (x) − V (ξ)

berechnen. Eine Stammfunktion V von f erhält man andererseits durch die Fest-
setzung

V (x) :=

x∫

ξ

f(y) dy (5.14)

bei beliebig gewähltem ξ ∈ D.

Beweis: Sei zunächst f ein Gradientenfeld und V eine Stammfunktion von f . Nach der
mehrdimensionalen Kettenregel gilt für die Ableitung von V ◦ γ

d V (γ(t))

dt
=

n∑

k=1

fk(γ(t))
.
γ k(t) ,

und sie existiert, da wir nur stückweise stetig differenzierbare Kurven betrachten. Also
folgt gemäß (5.13)
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∫

γ

f (y) dy =

n∑

k=1

b∫

a

fk(γ(t))
.
γ k(t) dt =

b∫

a

d V (γ(t))

dt
dt = V (γ(t))

∣∣∣
b

a
= V (x) − V (ξ)

aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
Ist nun andererseits das Integral wegunabhängig, so ist die durch (5.14) erklärte Funktion

V wohldefiniert. Wir zeigen, daß sie eine Stammfunktion von f ist. Sei x ∈ D, dann ist
wegen der Offenheit von D für kleine |h| auch x+h ∈ D. Aus der Linearität des Integrals
folgt nun

V (x + h) =

x+h∫

ξ

f (y) dy =

x∫

ξ

f (y) dy +

x+h∫

x

f (y) dy = V (x) +

x+h∫

x

f (y) dy ,

und für den konstanten Integranden f (x) erhalten wir längs der Stecke von x nach x+ h
(also: γ(t) = x + th (t ∈ [0, 1]))

x+h∫

x

f (x) dy =

n∑

k=1

1∫

0

fk(x)hk dt = f (x) · h .

Also gilt mit Satz 5.7

1

|h| |V (x+h)−V (x)−f (x) · h| =
1

|h|

∣∣∣∣∣∣

x+h∫

x

(f (y)−f (x)) dy

∣∣∣∣∣∣
≤ max

y∈B(x,|h|)
|f (y) − f (x)| ,

wobei wir wieder geradlinig von x bis h integriert haben, so daß die Kurvenlänge gleich

|h| ist. Da mit |h| → 0 der Punkt y ∈ B(x, |h|) gegen x strebt, strebt wegen der Stetigkeit

von f der Ausdruck max
y∈B(x,|h|)

|f (y)−f (x)| → 0, woraus folgt, daß V total differenzierbar

ist, und daß gradV (x) = f (x) gilt. 2

Bemerkung 5.11 Die Stammfunktion ist wieder – wie im Eindimensionalen – bis
auf eine Konstante bestimmt. Die Differenz V zweier Stammfunktionen hat nämlich
die Eigenschaft gradV = 0. Aus dem mehrdimensionalen Mittelwertsatz (Satz 3.3)
folgt dann, daß V (x) = V (y) ist, falls die Verbindungsstrecke zwischen x und y in
D liegt. Verbindet man nun die Punkte aus D durch ein Polygon, zeigt sich, daß V
in ganz D konstant bleibt. 4

Der Satz charakterisiert nun zwar in eindeutiger Weise diejenigen Funktionen, deren
Kurvenintegrale wegunabhängig sind, aber er gibt uns keinen Hinweis darüber, wie
man ein Gradientenfeld f identifizieren kann. Ist andererseits f ein stetig differen-
zierbares Gradientenfeld mit Stammfunktion V , so ist also V zweimal stetig partiell
differenzierbar und aus dem Satz von Schwarz (Satz 2.1) folgt

∂2

∂xj xk
V (x) =

∂2

∂xk xj
V (x) (j, k = 1, . . . , n)
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also wegen f = gradV für f die Bedingung

∂

∂xj
fk(x) =

∂

∂xk
fj(x) (j, k = 1, . . . , n) . (5.15)

Man nennt (5.15) die Integrabilitätsbedingung, die notwendig erfüllt sein muß, da-
mit eine stetig differenzierbare Funktion ein Gradientenfeld darstellt. Es ist eine
außerordentlich wichtige Tatsache, daß in bestimmten Gebieten hiervon auch die
Umkehrung gilt.

Definition 5.12 (Sternförmige Gebiete) Ein Gebiet D heißt sternförmig bzgl.
des Punkts a ∈ D, falls für jedes x ∈ D die ganze Verbindungsstrecke zwischen a
und x in D liegt.

Es gilt nun

Satz 5.9 Eine in einem bzgl. eines Punkts a ∈ D sternförmigen Gebiet stetig dif-
ferenzierbare Funktion f : D → IRn ist genau dann ein Gradientenfeld, falls die
Integrabilitätsbedingung

(5.15)
∂

∂xj
fk(x) =

∂

∂xk
fj(x) (j, k = 1, . . . , n)

für alle x ∈ D erfüllt ist. Gemäß Satz 5.8 sind in diesem Fall Kurvenintegrale
wegunabhängig.

Beweis: Daß die Integrabilitätsbedingung notwendig ist, haben wir schon geklärt. Sei
also eine Funktion f : D → IRn gegeben, die (5.15) erfüllt. O.B. d. A. sei das Gebiet D
sternförmig bzgl. des Ursprungs, was durch eine Translation erreicht werden kann. Dann
aber liegt für jedes x ∈ D der geradlinige Weg γ(t) = tx (t ∈ [0, 1]) innerhalb von D, und
wir erklären

V (x) :=

∫

γ

f (y) dy =

1∫

0

f (tx) · x dt .

Wir leiten zunächst den Integranden f (tx) · x =
n∑

k=1

xk fk(tx) ab bzgl. x1 und erhalten

∂

∂x1
(f (tx) · x) = f1(tx) +

n∑

k=1

t xk
∂

∂x1
fk(tx)

und unter Verwendung der Integrabilitätsbedingung folgt weiter

∂

∂x1
(f (tx) · x) = f1(tx) +

n∑

k=1

t xk
∂

∂xk
f1(tx) . (5.16)

Andererseits bekommt man durch durch Ableiten der Funktion t f1(tx) bzgl. t

d

dt
(t f1(tx)) = f1(tx) +

n∑

k=1

t xk
∂

∂xk
f1(tx) ,
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und durch Vergleich mit (5.16) erhalten wir die Identität

∂

∂x1
(f (tx) · x) =

d

dt
(t f1(tx)) .

Eine analoge Betrachtung bezüglich der anderen Koordinaten liefert die Beziehungen

∂

∂xj
(f (tx) · x) =

d

dt
(t fj(tx)) (j = 1, . . . , n) .

In Übungsaufgabe 5.25 wird gezeigt werden, daß in der gegebenen Situation die Reihenfolge
von Differentiation und Integration vertauscht werden darf, so daß wir schließlich für j =
1, . . . , n bekommen

∂

∂xj
V (x) =

∂

∂xj

1∫

0

f (tx) · x dt =

1∫

0

∂

∂xj
f (tx) · x dt

=

1∫

0

d

dt
(t fj(tx)) dt = t fj(tx)

∣∣∣
1

0
= fj(x) .

Folglich gilt f (x) = gradV (x), und wir sind fertig. 2

Bemerkung 5.12 Wir bemerken, daß die Sternförmigkeit des Gebiets nicht not-
wendig für die Aussage des Satzes ist, sondern daß die Aussage für jedes einfach
zusammenhängende Gebiet gültig bleibt. Dies ist jedoch ein topologisch viel kom-
plizierterer Begriff, so daß wir uns auf den einfachen – für die Praxis ausreichenden
– Fall des Sterngebiets beschränkt haben.

Beispiel 5.11 Bei der in Derive-Sitzung 5.4 behandelten Funktion f : D → IR2,

D := IR2 \ {0, 0}, die durch f(x, y) =
(
− y

x2+y2 ,
x

x2+y2

)
gegeben war, ist die Inte-

grabilitätsbedingung überall erfüllt:

∂

∂x
f2(x, y) =

∂

∂x

x

x2 + y2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2

sowie

∂

∂y
f1(x, y) =

∂

∂y

(
− y

x2 + y2

)
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
.

Wie wir gesehen haben, sind auf der anderen Seite im gesamten Gebiet D nicht
alle Integrale vom Integrationsweg unabhängig, und es gibt somit keine in ganz D
gültige Stammfunktion.

Schränken wir uns allerdings auf das Sterngebiet

{
(x, y) ∈ IR2

∣∣ arg (x+ iy) ∈ (−π/2, π/2)
}

(5.17)

ein, so existiert eine Stammfunktion. Integriert man längs der Kurve
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γ(t) = (1 + t (ξ − 1), tη) (t ∈ [0, 1])

von (1, 0) nach (ξ, η), so erhält man gemäß (5.14)

V (ξ, η) :=

(ξ,η)∫

(1,0)

f(x, y) d(x, y)

=

1∫

0

(
− ηt

η2t2 + (1 + t (ξ − 1))2
,

1 + t (ξ − 1)

η2t2 + (1 + t (ξ − 1))2

)
· (ξ − 1, η) dt

=

1∫

0

(
η(1 + t (ξ − 1))

η2t2 + (1 + t (ξ − 1))2
− ηt (ξ − 1)

η2t2 + (1 + t (ξ − 1))2

)
dt

=

1∫

0

η

η2t2 + (1 + t (ξ − 1))2
dt

= arctan
(1 + ξ2 + η2 − 2ξ) t+ (ξ − 1)

η

∣∣∣∣
t=1

t=0

= arctan
ξ2 + η2 − ξ

η
− arctan

ξ − 1

η
,

wobei wir das Standardintegral aus Satz I.11.3 (S. I.292) verwendet haben.
Wir haben hier nicht den einfachsten Integrationsweg gewählt, und entsprechend

kompliziert war die Herleitung und sieht das Ergebnis aus. In Übungsaufgabe 5.26
soll gezeigt werden, daß V (ξ, η) = arg (ξ + iη) ist.

Sitzung 5.5 Man kann die Stammfunktion mit Derive gemäß (5.14) berechnen.
Derive kann zwar die Integrabilitätsbedingung überprüfen, aber nicht die topologi-
sche Bedingung an das zugrundegelegte Gebiet. Hier muß der Benutzer aufpassen!

Die Derive Funktion STAMMFUNKTION(f,x,x0), erklärt durch

STAMMFUNKTION(f,x,x0):=IF(SUM(SUM((DIF(ELEMENT(f,k_),ELEMENT(x,j_))-

DIF(ELEMENT(f,j_),ELEMENT(x,k_))^2,j_,1,DIMENSION(f)),k_,1,DIMENSION(f))

=0,KURVENINTEGRAL(f,x,x0+t(x-x0),t,0,1),

"Integrabilitätsbedingung verletzt","Integrabilitätsbedingung verletzt")

berechnet die Stammfunktion der Vektorfunktion f bezüglich der Variablen x mit
Sternmittelpunkt x0 unter Überprüfung der Integrabilitätsbedingung. Für unsere
obige Funktion ergibt sich durch Vereinfachung von

STAMMFUNKTION([-y/(x^2+y^2),x/(x^2+y^2)],[x,y],[1,0])

wieder

ATAN
x2 − x+ y2

y
− ATAN

x− 1

y
.
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Übungsaufgaben

5.25? (Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration) Seien I = [a, b]
und J = [c, d] abgeschlossene Intervalle und f : I × J → IR eine stetige Funktion,
welche bzgl. der zweiten Variablen stetig partiell differenzierbar sei. Die Funktion
ϕ : J → IR, welche durch

ϕ(y) :=

b∫

a

f(x, y) dx

erklärt wird, ist dann stetig differenzierbar und es gilt

dϕ

dy
(y) =

b∫

a

∂

∂y
f(x, y) dx .

Man darf in diesem Fall also die Reihenfolge von Differentiation und Integration
vertauschen. Hinweis: Man zeige zunächst für eine konvergente Punktfolge yn ∈ J
mit η = lim

n→∞
yn, daß die Funktionenfolge fn : [a, b] → IR, gegeben durch

fn(x) :=
f(x, yn) − f(x, η)

yn − η
,

gleichmäßig gegen ∂
∂yf(x, η) konvergiert.

5.26 Leite die Stammfunktion V der Funktion f : D → IR2 des Sterngebiets (5.17)

aus Beispiel 5.11, die durch f(x, y) =
(
− y

x2+y2 ,
x

x2+y2

)
gegeben ist, durch Benut-

zung der stückweise linearen Kurve von (1, 0) über (ξ, 0) nach (ξ, η) her und zeige
die Darstellung

V (ξ, η) = arg (ξ + iη) .

5.27 Bestimme je eine Stammfunktion der zweidimensionalen Funktionen

(a) (ex cos y,−ex sin y) , (b) (sinx cosh y, cosx sinh y) ,

(c) (ey+cosx cos y, x ey−sin x sin y) , (d)

(
x+ y

x2 + y2
,
y − x

x2 + y2

)
,

der dreidimensionalen Funktionen

(e) (x+ z, x+ y + z, x+ z) , (f) (y exy, x exy, 2z) ,

(g) (x (y2 + z2) + 1, y (x2 + z2), z (x2 + y2) − 1) ,

sowie der n-dimensionalen Funktionen

(h)
n∏

k=1

xk x , (i)
x

|x|k (k = 0, 1, . . . , 4) ,

falls eine solche existiert, und gib jeweils ein Sterngebiet an, in dem sie gilt.
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5.283 Die Derive Funktion POTENTIAL(f) (für eine genaue Beschreibung sehe man
im Benutzerhandbuch nach) berechnet die Stammfunktion, ohne allerdings die In-
tegrabilitätsbedingung zu überprüfen.

Man verwende sowohl die in Derive Sitzung 5.5 benutzte Derive Funktion
STAMMFUNKTION(f,x,x0) als auch die Funktion POTENTIAL(f) zur Bestimmung der
Stammfunktionen aus Übungsaufgabe 5.27 (bei (h) und (i) für n = 2, 3) und über-
prüfe die Ergebnisse mit der GRAD Funktion.
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6 Mehrdimensionale Integration

6.1 Integration über Quader

Wir haben nun gelernt, wie man mehrdimensionale Funktionen differenziert und
wie man sie längs Kurven integrieren kann. Was uns noch fehlt, ist der Begriff der
mehrdimensionalen Integration, d. h. der Integration über mehrdimensionale Berei-
che. Im Eindimensionalen haben wir über Intervalle integriert, so daß es naheliegend
ist, im Mehrdimensionalen über die entsprechenden Bereiche, nämlich Quader

Q := {(x1, x2, . . . , xn) ∈ IRn | ak ≤ xk ≤ bk (k = 1, . . . , n)}
= [a1, b1] × [a2, b2] × · · · × [an, bn] , (6.1)

zu integrieren. Es wird sich herausstellen, daß Integration über derartig einfache
Bereiche nicht ausreichend dazu ist, eine der eindimensionalen Theorie analoge In-
tegrationstheorie im Mehrdimensionalen aufzubauen, insbesondere können wir für
Integrale über Quader keine Substitutionsregel angeben, so daß wir im Anschluß die
Integration auf eine größere Vielfalt von Bereichen ausdehnen werden.

Die Integration über Quader allerdings erklären wir völlig analog zur eindimen-
sionalen Integration, so daß es uns nicht schwerfällt, die dort gewonnenen Aussagen
direkt zu übernehmen. Dazu brauchen wir zunächst den Begriff der Zerlegung eines
Quaders. Sei also ein Quader Q durch (6.1) gegeben. Dann erklären wir zunächst sei-
nen n-dimensionalen Inhalt (Volumen) durch die elementargeometrisch nahegelegte
Vorschrift

|Q| := (b1 − a1) (b2 − a2) · · · (bn − an) . (6.2)

Bildet man nun für jedes der Intervalle [ak, bk] (k = 1, . . . , n) durch ak = xk0 <
xk1 < · · · < xk,mk−1 < xkmk

= bk eine Zerlegung Pk in mk Teilintervalle, so wird

hierdurch der Quader Q in die
n∏

k=1

mk Teilquader (jk = 1, . . . ,mk (k = 1, . . . , n))

Qj1j2...jn
:= {(x1, x2, . . . , xn) ∈ IRn | xk,jk−1 ≤ xk ≤ xkjk

(k = 1, . . . , n)}

des Inhalts |Qj1j2...jn
| =

n∏
k=1

(xkj−xk,j−1) zerlegt. In naheliegender Weise können

wir wieder die Feinheit einer derartigen Zerlegung P durch

‖P‖ := max
k=1,...,n

‖Pk‖

erklären, und für jedes k = 1, . . . , n wird durch Hinzunahme eines Punkts zu Pk die
Zerlegung P verfeinert.
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Um komplizierte Indizierungen zu vermeiden, seien die N :=
n∏

k=1

mk Teilquader

Ql einer Zerlegung P des Quaders Q durchnumeriert (l = 1, . . . , N). Nimmt man
sich aus jedem Teilquader einen Punkt ξl ∈ Ql heraus, so nennen wir den Vektor
(ξ1, ξ2, . . . , ξN ) einen Zwischenvektor der Zerlegung P.

Nun erklären wir das Riemann-Integral einer reellwertigen Funktion eines Qua-
ders.

Definition 6.1 (Mehrdimensionale Integration über Quader) Sei f : Q →
IR eine beschränkte Funktion eines Quaders Q. Ferner erklären wir für eine beliebige
Zerlegung P von Q die Riemann-Summe

S(f,P) :=

N∑

l=1

f(ξl) |Ql| ,

wobei (ξ1, ξ2, . . . , ξN ) ein Zwischenvektor von P sei. Dann heißt f Riemann-inte-
grierbar über Q, falls der Grenzwert

∫

Q

f(x) dx := lim
‖P‖→0

S(f,P)

existiert, wobei der Grenzwert über alle Zerlegungen P von Q und alle Zwischenvek-
toren (ξl)l=1,...,N von P zu bilden ist. Wir nennen diesen Grenzwert gegebenenfalls
das Riemann-Integral von f über Q.

Bemerkung 6.1 Auf Grund der Analogie zur eindimensionalen Definition des
Riemann-Integrals können die folgenden Eigenschaften mühelos gefolgert werden:
(a): (Linearität) Das mehrdimensionale Riemann-Integral ist linear.
(b): (Additivität) Das mehrdimensionale Riemann-Integral ist additiv bzgl. der
endlichen (disjunkten) Vereinigung von Quadern. Dabei kommt es auf gemeinsame
Kanten der Quader nicht an.
(c): (Untere und obere Riemann-Summen) Für eine beliebige Zerlegung sei
wieder

S∗(f,P) :=

N∑

l=1

inf
ξl∈Ql

f(ξl) |Ql|

die untere Riemann-Summe und

S∗(f,P) :=
N∑

l=1

sup
ξl∈Ql

f(ξl) |Ql|

die obere Riemann-Summe.
(d): (Unteres und oberes Riemann-Integral) Eine beschränkte Funktion f :
Q→ IR ist genau dann Riemann-integrierbar über Q, wenn die Grenzwerte
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∫

∗
Q

f(x) dx := lim
‖P‖→0

S∗(f,P) und

∫ ∗

Q

f(x) dx := lim
‖P‖→0

S∗(f,P) ,

die unteres bzw. oberes Riemann-Integral heißen, existieren und übereinstimmen,
m. a. W. wenn der Fehlerterm

E(f,P) := S∗(f,P) − S∗(f,P)

mit ‖P‖ → 0 gegen 0 strebt, bzw., wenn für jedes ε > 0 eine Zerlegung P existiert,
so daß E(f,P) ≤ ε ist.
(e): (Integrierbarkeit stetiger Funktionen) Da n-dimensionale Quader kom-
pakt sind, ist eine stetige Funktion f sogar gleichmäßig stetig. Daher kann der
eindimensionale Beweis übertragen werden, und f ist integrierbar.
(f): Sind f und g über Q integrierbar, so sind auch die Funktionen |f |, f · g, f/g
(falls 1/g beschränkt ist), max{f, g} und min{f, g} über Q integrierbar.
(g): (Monotonie) Sind f und g integrierbar über Q und gilt f(x) ≤ g(x) für alle
x ∈ Q, dann folgt

∫
Q

f(x) dx ≤
∫
Q

g(x) dx.

(h): (Mittelwertsatz) Ist f integrierbar über Q mit m ≤ f(x) ≤M für alle x ∈ Q,
dann folgt

m |Q| ≤
∫

Q

f(x) dx ≤M |Q| ,

da direkt aus der Definition des Integrals die Beziehung
∫

Q

dx = |Q| (6.3)

folgt (man verifiziere dies!). Ist p(x) ≥ 0 für alle x ∈ Q und integrierbar, gilt auch

m

∫

Q

p(x) dx ≤
∫

Q

p(x) f(x) dx ≤M

∫

Q

p(x) dx .

(i): (Dreiecksungleichung für Integrale) Für integrierbares f gilt wieder die
Integralabschätzung

∣∣∣∣∣∣

∫

Q

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤
∫

Q

|f(x)| dx ≤ ‖f‖Q

∫

Q

dx = ‖f‖Q |Q| 4 .

Im nächsten Abschnitt klären wir, wie man Integrale über Quader in der Praxis
berechnet.
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Übungsaufgaben

6.1 (Treppenfunktionen) Eine Funktion f : Q→ IR eines n-dimensionalen Qua-
ders Q heißt Treppenfunktion, falls es eine Zerlegung P von Q gibt, so daß im
Innern jedes Teilquaders von P konstant ist. Man zeige, daß jede Treppenfunktion
Riemann-integrierbar ist. Gilt für f die Darstellung

f(x) =

N∑

l=1

al χQo
l
(x) ,

so gilt

∫

Q

f(x) dx =

N∑

l=1

al |Ql| .

6.2◦ Ist f : Q→ IR stetig im Quader Q, und ist
∫
Q

f(x) dx = 0. Dann ist f = 0.

6.2 Iterierte Integrale und der Satz von Fubini

Wir haben nun zwar mehrdimensionale Integrale eingeführt, aber noch kein Ver-
fahren an der Hand, diese Integrale zu berechnen. Damit wir so viel wie möglich
aus der eindimensionalen Theorie erben können, versuchen wir, mehrdimensionale
Integrale mit Hilfe eindimensionaler auszudrücken. Daß dies im allgemeinen (wie
schon bei den mehrdimensionalen Grenzwerten und Ableitungen) iterativ möglich
ist, ist Inhalt des Satzes von Fubini1, den wir der Einfachheit halber zunächst für
zwei Variablen beweisen.

Satz 6.1 (Satz von Fubini) Sei f : [a, b] × [c, d] → IR auf dem Quader Q :=
[a, b] × [c, d] integrierbar und existiere

g(y) :=

b∫

a

f(x, y) dx

für jedes y ∈ [c, d]. Dann ist die Funktion g : [c, d] → IR Riemann-integrierbar, und
es gilt

∫

Q

f(x, y) d(x, y) =

d∫

c

g(y) dy =

d∫

c




b∫

a

f(x, y) dx


 dy .

1Guido Fubini [1879–1943]
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Beweis: Sei P eine Zerlegung von Q, dann bekommen wir für die zugehörige Riemann-
sche Summe des Integrals

∫
Q

f(x, y) d(x, y)

m2∑

k=1

m1∑

j=1

(
f(ξj , ηk)∆xj∆yk

)
=

m2∑

k=1

(
m1∑

j=1

f(ξj , ηk) ∆xj

)
∆yk ,

wobei die rechte Seite durch Umordnung der Summe entstanden ist. Die in den inneren
Klammern stehende Summe ist hierbei eine Riemannsche Summe des eindimensionalen

Integrals
b∫

a

f(x, ηk) dx. Lassen wir nun ‖P‖ → 0 konvergieren, dann strebt auch ‖P1‖ → 0,

und es folgt durch Grenzübergang

∫

Q

f(x, y) d(x, y) =

d∫

c




b∫

a

f(x, y) dx


 dy ,

da sowohl das linke Integral als auch das rechts in Klammern stehende Integral nach

Voraussetzung existieren. 2

Eine induktive Anwendung führt zu folgendem n-dimensionalen Resultat.

Korollar 6.1 (Satz von Fubini) Sei f : Q → IR auf dem Quader Q = [a1, b1] ×
[a2, b2] × · · · × [an, bn] Riemann-integrierbar. Existiert das iterierte Integral

b1∫

a1




b2∫

a2

· · ·




bn∫

an

f(x1, x2, . . . , xn) dxn


· · · dx2


 dx1 , (6.4)

so stimmt es mit dem Integral
∫
Q

f(x) dx überein. Insbesondere ist (6.4) nicht von

der Reihenfolge der Integrationen abhängig. 2

Bemerkung 6.2 Die Stetigkeit von f garantiert die Existenz von (6.4), so daß
in diesem Fall alle iterierten Integrale unabhängig von der Reihenfolge mit dem
mehrdimensionalen Integral übereinstimmen.

Sitzung 6.1 Der Satz von Fubini liefert uns ein Rechenverfahren zur Bestimmung
mehrdimensionaler Integrale an die Hand. Im Prinzip kann man die iterierten Inte-
grale direkt hinschreiben, z. B. liefert INT(INT(SQRT(x^2+y^2),x,0,1),y,0,1) das

iterierte Integral
1∫
0

1∫
0

√
x2 + y2 dx dy (die nach Korollar 6.1 unnötigen Klammern las-

sen wir in der Regel weg), das dem Integral
∫

[0,1]2

√
x2 + y2 d(x, y) entspricht, und

Simplify liefert

2 :
LN (

√
2 + 1)

3
+

√
2

3
.
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Wir können andererseits die Iteration auch mit der ITERATE Funktion durchführen.
Bei den Derive Funktionen

MULTINT_AUX(f,x,a,b):=ITERATE([ELEMENT(g_,1)+1,

INT(ELEMENT(g_,2),ELEMENT(x,ELEMENT(g_,1)),ELEMENT(a,ELEMENT(g_,1)),

ELEMENT(b,ELEMENT(g_,1)))],g_,[1,f],DIMENSION(x))

MULTINT(f,x,a,b):=ELEMENT(MULTINT_AUX(f,x,a,b),2)

verwaltet MULTINT_AUX(f,x,a,b) die Iterationstiefe als erste und die Iteration selbst
als zweite Koordinate, und MULTINT(f,x,a,b) berechnet das iterierte Integral von f
bzgl. des Variablenvektors x im Quader Q, der durch die Eckenkoordinatenvektoren
a und b gegeben ist. Wir erhalten z. B. die Resultate

Derive Eingabe Derive Ausgabe

MULTINT(SQRT(x^2+y^2),[x,y],[0,0],[1,1])
LN (

√
2 + 1)

3
+

√
2

3
,

MULTINT(EXP(x) COS(y),[x,y],[0,0],[u,v]) êu SIN (v) − SIN (v),

MULTINT(EXP(-(x^2+y^2)),[x,y],[0,0],[inf,inf])
π

4
,

MULTINT(1/(1+(x^2+y^2))^2,[x,y],[0,0],[inf,inf])
π

4
,

MULTINT(1/(1+(x^2+y^2))^2,[x,y],[0,0],[1,1])

√
2π

4
−

√
2 ATAN (

√
2)

2
.

Wir haben hier auch wieder uneigentliche Integrale betrachtet, die durch naheliegen-
de Grenzwerte erklärt sind. Eines dieser Integrale, nämlich

∫

[0,∞]2

e−(x2+y2) d(x, y) =

∞∫

0

∞∫

0

e−(x2+y2) dx dy =

∞∫

0

∞∫

0

e−x2

e−y2

dx dy

=




∞∫

0

e−x2

dx




2

können wir bisher
”
aus eigener Kraft” nicht lösen, da die iterierten Integrale nicht

auf elementare Stammfunktionen führen. In Beispiel 6.7 werden wir die Existenz des

Integrals
∫

[0,∞]2

e−(x2+y2) d(x, y) beweisen und seinen Wert bestimmen. Dies führt uns

dann automatisch zu der Integralformel

∞∫

0

e−x2

dx =

√
π

2
.
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Übungsaufgaben

6.3 Man berechne die folgenden mehrdimensionalen Integrale.

(a)

∫

[0,π/2]2

sin (x+ y) d(x, y) , (b)

∫

[0,π]2

sin (x+ y) d(x, y) ,

(c)

∫

[0,1]3

x2 z3

1 + y2
d(x, y, z) , (d)

∫

[0,1]2

ex−y d(x, y) ,

(e)

∫

[0,1]2

arctan (x+ y) d(x, y) , (f)

∫

[0,1]2

arctan (x− y) d(x, y) .

6.43 Zur numerischen Integration mehrdimensionaler Integrale verwendet Derive

eine mehrdimensionale Version des Simpson-Verfahrens. Man approximiere

(a)

∫

[0,1]3

√
x2 + y2 + z2 d(x, y, z) , (b)

∫

[0,1]2

arctan (x2 + y2) d(x, y) ,

(c)

∫

[0,π/2]2

sin
1

x+ y
d(x, y) , (d)

∫

[0,π/2]2

x sin
1

y
d(x, y) .

Vergleiche das Resultat bei (a) mit dem symbolischen Wert
∫

[0,1]3

√
x2 + y2 + z2 d(x, y, z) = − ln 2

2
+ ln (

√
3 + 1) +

6
√

3 − π

24
.

6.5 Man zeige, daß die Funktion f : [0, 1]2 → IR mit

f(x, y) :=

{ 1
q s falls x = p

q , y = r
s rational, gekürzt

0 sonst

über Q = [0, 1]2 integrierbar ist, und berechne den Integralwert.

6.6 Man zeige, daß bei der Funktion f : [0, 1]2 → IR mit

f(x, y) :=

{
1 falls y rational
2x falls y irrational

zwar beide iterierten Integrale existieren, deren Wert man ermittle, aber nicht das
Integral über Q = [0, 1]2.

6.73 Eine Berechnung (z. B. mit Derive) liefert

1∫

0




1∫

0

y2 − x2

(x2 + y2)2
dx


 dy =

π

4
sowie

1∫

0




1∫

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy


 dx = −π

4
.

Man erkläre.
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6.3 Integration über Jordan-meßbare Mengen

Wir wollen nun den Begriff der Riemann-Integrierbarkeit von Quadern auf allgemei-
nere Bereiche ausdehnen. Dies ist zum einen aus theoretischen Gründen von Inter-
esse, zum anderen wird es sich als notwendig erweisen, um eine Verallgemeinerung
der eindimensionalen Substitutionsregel zu erhalten, was wiederum aus Gründen
der praktischen Berechnung mehrdimensionaler Integrale von Bedeutung ist. Wir
erklären zunächst eine Familie besonders gutartiger Teilmengen des IRn, bezüglich
derer wir das Riemann-Integral definieren können.

Definition 6.2 (Riemann-Integral über Jordan-meßbaren Mengen) Sei
B ⊂ IRn eine beschränkte Teilmenge des IRn und Q ⊃ B ein sie umfassender Quader.
Dann heißt B Jordan-meßbar, falls die Indikatorfunktion χB über Q integrierbar
ist.

Ist nun f : B → IR eine beschränkte Funktion einer Jordan-meßbaren Menge
B ⊂ IRn. Dann erklären wir das Riemann-Integral über B durch

∫

B

f(x) dx :=

∫

Q

f(x)χB(x) dx , (6.5)

wobei Q ⊃ B ein B umfassender Quader ist. Ist f Riemann-integrierbar über Q,
so ist f Riemann-integrierbar über B, da der Integrand des definierenden Integrals
als Produkt zweier integrierbarer Funktionen wieder integrierbar ist. Das Riemann-
Integral über B ist wohldefiniert, da der Wert des definierenden Integrals ganz
offensichtlich nicht von der Wahl des umfassenden Quaders Q abhängig ist. B heißt
der Integrationsbereich des Integrals (6.5).

In Analogie zur Definition des n-dimensionalen Inhalts des Quaders |Q| =
∫
Q

dx

(s. (6.3)) nennen wir

|B| :=

∫

B

dx

den n-dimensionalen Jordan-Inhalt der Jordan-meßbaren Menge B. Falls Verwechs-
lungen wegen der Dimension des zugrundeliegenden Raums zu befürchten sind,
schreiben wir auch |B|n.

Bemerkung 6.3 Wir bemerken, daß diese Definition auch die Definition des eindi-
mensionalen Riemann-Integrals erweitert. Es ist nun nicht mehr nur auf Intervallen,
sondern auf eindimensionalen Jordan-meßbaren Mengen erklärt.

Bemerkung 6.4 Da wir das Integral von f über B durch ein Integral von f über
einen Quader erklärt haben, gelten alle Eigenschaften aus Bemerkung 6.1 automa-
tisch auch für Integrale über Jordan-meßbare Mengen.
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Beispiel 6.1 Definitionsgemäß ist jeder QuaderQ Jordan-meßbar und die bisherige
Definition von |Q| aus (6.2) gilt weiter. Dagegen sind die Menge [0, 1]∩Q als auch die
n-dimensionale Menge [0, 1]n ∩ Qn nicht Jordan-meßbar, da die Dirichlet-Funktion
bzw. die n-dimensionale Dirichlet-Funktion

χ[0,1]n∩Qn(x1, x2, . . . , xn) =

{
1 falls x1, x2, . . . , xn rational
0 sonst

nicht Riemann-integrierbar sind (Beweis!). 4

Wir nehmen uns nun vor, die wichtige Klasse der Jordan-meßbaren Mengen genau-
er zu charakterisieren. Sind z.B. eine Kreisscheibe in IR2 bzw. eine Kugel im IRn

Jordan-meßbar (das würden wir doch hoffen!)? Daß diese und viele andere Mengen
in der Tat Jordan-meßbar sind, werden wir in der Folge herleiten.

Eine Menge B ist definitionsgemäß genau dann Jordan-meßbar, falls die Funktion
χB in einem B umfassenden Quader Q integrierbar ist. Die zu einer Zerlegung P von
Q mit den Teilquadern Ql (l = 1, . . . , N) gehörigen unteren und oberen Riemann-
Summen ergeben sich wegen

inf
ξl∈Ql

χB(ξl) =

{
1 falls Ql ⊂ B
0 sonst

sowie

sup
ξl∈Ql

χB(ξl) =

{
1 falls Ql ∩B 6= ∅
0 sonst

zu

S∗(χB,P) :=

N∑

l=1

inf
ξl∈Ql

χB(ξl) |Ql| =
∑

Ql⊂B

|Ql|

sowie

S∗(χB,P) :=

N∑

l=1

sup
ξl∈Ql

χB(ξl) |Ql| =
∑

Ql∩B 6=∅
|Ql| .

Daher gilt für das untere bzw. obere Riemann-Integral

∫

∗
Q

χB(x) dx := lim
‖P‖→0

S∗(χB,P) = sup
P

∑

Ql⊂B

|Ql|

bzw.
∫ ∗

Q

χB(x) dx := lim
‖P‖→0

S∗(χB,P) = inf
P

∑

Ql∩B 6=∅
|Ql| .

Dies führt zu folgender
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Definition 6.3 (Innerer und äußerer Jordan-Inhalt, Jordansche Nullmen-
gen) Die Größen

|B|∗ := sup
P

∑

Ql⊂B

|Ql|

sowie

|B|∗ := inf
P

∑

Ql∩B 6=∅
|Ql| ,

wobei das Supremum bzw. Infimum über alle Zerlegungen P von B umfassenden
Quadern Q zu bilden sind, heißen der innere bzw. äußere Jordan-Inhalt einer be-
schränkten Menge B ⊂ IRn. Eine derartige Zerlegung P nennen wir auch eine B
umfassende Zerlegung.

Eine Menge B mit äußerem Inhalt |B|∗ = 0 heißt Jordansche Nullmenge. Jordan-
sche Nullmengen haben automatisch auch inneren Inhalt |B|∗ = 0 und sind damit
Jordan-meßbar.

Bemerkung 6.5 Im Gegensatz zum Jordan-Inhalt, der nur für Jordan-meßbare
Mengen B existiert, existieren innerer und äußerer Jordan-Inhalt für alle beschränk-
ten Teilmengen B ⊂ IRn. Sie beziehen sich ausschließlich auf die Geometrie von B.
Mit einer ähnlichen Approximation von innen und außen hat z. B. bereits Archi-
medes den Flächeninhalt und das Volumen vieler krummlinig berandeter Bereiche
bestimmt. 4

Aus unseren Ausführungen folgt direkt der

Satz 6.2 (Geometrische Charakterisierung des Jordan-Inhalts) Eine be-
schränkte Teilmenge B ⊂ IRn ist genau dann Jordan-meßbar, falls ihr innerer und
äußerer Jordan-Inhalt übereinstimmen. Es ist in diesem Fall

|B| =

∫

B

dx = |B|∗ = |B|∗ . 2

Beispiel 6.2 Unter Berücksichtigung der Definition 6.3 sowie Satz 6.2 kann man die
Tatsache, daß die Dirichlet-Funktion nicht Riemann-integrierbar ist, auch folgender-
maßen interpretieren: Der innere Jordan-Inhalt der Dirichlet-Menge D := [0, 1]∩Q
ist |D|∗ = 0, da jedes Teilintervall Il einer D umfassenden Zerlegung P eine irra-
tionale Zahl enthält und damit Il ⊂ D niemals zutrifft. Andererseits ist der äußere
Jordan-Inhalt |D|∗ = 1, da jedes Teilintervall Il eine rationale Zahl enthält und
damit immer Il ∩D 6= ∅ ist, solange nur Il ∩ [0, 1] 6= ∅ ist. 4

Wir werden nun weitere Eigenschaften des inneren und äußeren Jordan-Inhalts be-
weisen.

Lemma 6.1 (Eigenschaften des inneren und äußeren Jordan-Inhalts) Sei
B ⊂ IRn eine beschränkte Teilmenge von IRn. Dann gelten die Eigenschaften

(a) |B|∗ = |Bo|∗ , (b) |B|∗ = |B|∗ , (c) |B|∗ + |∂B|∗ = |B|∗ .
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Beweis: (a) Sei o. B. d.A. |B|∗ > 0, und sei ferner ε > 0 gegeben. Dann gibt es nach
Definition des inneren Jordan-Inhalts eine B umfassende Zerlegung P, für die

|B|∗ −
∑

Ql⊂B

|Ql| ≤ ε

gilt. Wir bilden nun zu jedem der Teilquader Ql einen geringfügig, aber an allen Seiten

verkleinerten Quader Q̃l ⊂ Ql derart, daß die Beziehung
∑

Ql⊂B

(|Ql| − |Q̃l|) ≤ ε gilt (die

Summe ist endlich!). Dann enthält die Vereinigung der Quader Q̃l den Rand von B nicht,
und folglich gilt

|B|∗ − 2 ε ≤
∑

Ql⊂B

|Ql| − ε ≤
∑

Ql⊂B

|Q̃l| =
∑

Q̃l⊂Bo

|Q̃l| ≤ sup
P

∑

Q̃l⊂Bo

|Q̃l| = |Bo|∗ ,

und das Resultat folgt mit ε→ 0.

(b) Da wir abgeschlossene Quader Q ⊃ B betrachten, gilt immer Q ⊃ B, und damit die

Behauptung.

(c) Jeder Quader Ql ⊂ Bo liefert sowohl bei der Bildung von |Bo|∗ = |B|∗ als auch bei der

Bildung von |B|∗ generell einen Beitrag. Diese Quader bilden dagegen keinen Beitrag bei

der Bildung von |∂B|∗. Genauso bilden Quader Ql ⊂ B
′
des Komplements von B generell

weder einen Beitrag bei der Bildung von |B|∗ noch bei der Bildung von |B|∗ = |B|∗.
Zum Unterschied zwischen |B|∗ und |B|∗ können also nur solche Quader Ql beitragen, die

Randpunkte von B enthalten. Da diese aber gleichermaßen zu |∂B|∗ wie zu |B|∗ beitragen,

folgt die Behauptung. 2

Bemerkung 6.6 Im Licht des Lemmas sehen die Ausführungen zur Dirichlet-
Menge D := [0, 1] ∩ Q wie folgt aus: Es ist Do = ∅, und damit |D|∗ = |Do|∗ =
|∅|∗ = 0, ferner D = [0, 1], und folglich |D|∗ = |D|∗ = |[0, 1]|∗ = 1. 4

Aus unserem Lemma bekommen wir sofort die folgende Charakterisierung Jordan-
meßbarer Mengen:

Korollar 6.2 (Charakterisierung Jordan-meßbarer Mengen) Eine be-
schränkte Teilmenge B ⊂ IRn ist genau dann Jordan-meßbar, wenn ihr Rand eine
Jordansche Nullmenge ist. 2

Hieraus lassen sich nun ohne Mühe weitere wichtige Eigenschaften des Jordan-
Inhalts ableiten.

Korollar 6.3 (Eigenschaften des Jordan-Inhalts)

(a) (Monotonie) Sind A,B Jordan-meßbar und ist A ⊂ B, dann ist |A| ≤ |B|.

(b) (Mengenstrukturverträglichkeit) Sind A,B Jordan-meßbar, dann sind
auch A ∪B,A ∩B und A \B Jordan-meßbar.

(c) (Additivität) Sind A,B Jordan-meßbar, dann gilt |A∪B| = |A|+|B|−|A∩B|.
Sind insbesondere A und B disjunkt, dann ist |A ∪B| = |A| + |B|.
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Beweis: (a) Die Monotonie folgt direkt aus der Monotonie des inneren bzw. äußeren
Jordan-Inhalts, welche wiederum eine direkte Folge der Definition ist.
(b) Der Rand jeder der drei Mengen A∪B,A∩B und A\B ist eine Teilmenge von ∂A∪∂B.
Sind nun A und B Jordan-meßbar, so folgt aus Korollar 6.2, daß auch A ∪ B,A ∩ B und
A \B Jordan-meßbar sind, da mit ∂A und ∂B auch ∂A ∪ ∂B und jede Teilmenge hiervon
eine Jordansche Nullmenge ist.
(c) Aus (b) folgt zunächst, daß A ∪B,A ∩B und A \ B Jordan-meßbar sind. In Übungs-
aufgabe I.6.11 (S. I.158) war u. a. die einfache Beziehung

χA∪B = χA + χB − χA∩B

gezeigt worden. Ist nun Q ein A ∪B umfassender Quader, so gilt also

|A ∪B| =

∫

A∪B

dx =

∫

Q

χA∪B(x) dx =

∫

Q

(χA(x) + χB(x) − χA∩B(x)) dx

= |A| + |B| − |A ∩B| . 2

Wir bringen nun die Integration wieder – wie im Eindimensionalen – mit der Vo-
lumenberechnung

”
unterhalb des Graphen” einer reellwertigen Funktion in Verbin-

dung.

Abbildung 6.1 Volumenberechnung
”
unterhalb eines Graphen”

Dazu definieren wir

Definition 6.4 (Ordinatenmenge, Zylindermenge) Sei f : B → IR eine nicht-
negative reellwertige Funktion der Teilmenge B ⊂ IRn. Dann heißt die Menge

OM(f,B) :=
{
(x, y) ∈ IRn+1

∣∣ x ∈ B, 0 ≤ y ≤ f(x)
}
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die Ordinatenmenge von f über B. Sind f1, f2 : B → IR zwei reellwertige Funktionen
auf B mit f1 ≤ f2, dann nennen wir die Menge

ZM(f1, f2, B) :=
{
(x, y) ∈ IRn+1

∣∣ x ∈ B, f1(x) ≤ y ≤ f2(x)
}

die Zylindermenge von f1 und f2 über B. 4
Es gilt nun zunächst folgender, dem eindimensionalen Fall analoger

Satz 6.3 (Inhalt von Ordinatenmengen) Sei f : B → IR eine nichtnegative
reellwertige Funktion der Jordan-meßbaren Menge B ⊂ IRn. Dann ist die Ordi-
natenmenge OM(f,B) ⊂ IRn+1 Jordan-meßbar2, und es gilt für den Inhalt der
Ordinatenmenge

|OM(f,B)| =

∫

B

f(x) dx .

Beweis: Sei P eine Zerlegung eines B umfassenden Quaders Q und seien Ql (l =
1, . . . , N) die zugehörigen Teilquader. Mit

ml := inf
ξl∈Ql

f(ξl) und Ml := sup
ξl∈Ql

f(ξl)

betrachten wir die Ordinatenmengen OMl∗ := Ql × [0,ml] bzw. OM∗
l := Ql × [0,Ml].

Nach der Inhaltsregel für Produktmengen (s. Übungsaufgabe 6.13) ist |OMl∗ | = |Ql|ml

und |OM∗
l | = |Ql|Ml. Da je zwei Quader Ql (l = 1, . . . , N) höchstens gemeinsame Kanten

haben, gilt dasselbe auch für OMl∗ und OM∗
l , und für die Vereinigungen OM∗ :=

N⋃
l=1

OMl∗

und OM∗ :=
N⋃

l=1

OM l∗ gilt folglich

|OM∗| =

N∑

l=1

|OMl∗ | = S∗(f,P) sowie |OM∗| =

N∑

l=1

|OM l∗ | = S∗(f,P) .

Daher folgt aus der Inklusionskette OM∗ ⊂ OM(f,P) ⊂ OM∗ die Beziehung

S∗(f,P) = |OM∗| ≤ |OM∗(f,P)| ≤ |OM∗(f,P)| ≤ |OM∗| = S∗(f,P) ,

und mit ‖P‖ → 0 folgt das Resultat. 2

Eine leichte Abwandlung des Beweises, die wir als Übungsaufgabe lassen, liefert für
Zylindermengen mit f1 = f2 das

Korollar 6.4 (Jordan-Inhalt eines Graphen) Sei f : B → IR auf der Jordan-
meßbaren Menge B ⊂ IRn integrierbar. Dann gilt für die Zylindermenge

ZM(f, f, B) =
{
(x, y) ∈ IRn+1

∣∣ x ∈ B, y = f(x)
}

die Beziehung |ZM(f, f, B)| = 0, m. a.W.: Der Graph einer integrierbaren Funktion
f : B → IR ist eine Jordansche Nullmenge. 4

2Man beachte, daß es sich hier im ersten Fall um die Jordan-Meßbarkeit im IRn, im anderen
Fall dagegen um die Jordan-Meßbarkeit im IRn+1 handelt.
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Schließlich folgt hieraus

Korollar 6.5 (Inhalt von Zylindermengen) Für zwei integrierbare Funktionen
f1 : B → IR und f2 : B → IR einer Jordan-meßbaren Menge B ⊂ IRn mit f1 ≤ f2
ist die Zylindermenge ZM(f1, f2, B) Jordan-meßbar, und es gilt

|ZM(f1, f2, B)| =

∫

B

(f2(x) − f1(x)) dx .

Beweis: Offenbar gilt

ZM(f1, f2, B) = (OM(f2, B) \OM(f1, B)) ∪ ZM(f1, f1, B) ,

und alles folgt durch eine Anwendung von Satz 6.3 und Korollar 6.4. 2

Beispiel 6.3 (Jordan-Meßbarkeit von Kugeln) Die n-dimensionale Einheits-
kugel Bn(0, 1) kann induktiv durch Zylindermengen repräsentiert werden. Solche
Mengen nennen wir Normalbereiche. Als Beispiel betrachten wir speziell die 3-
dimensionale Einheitskugel B3(0, 1). Sie ist durch die Ungleichung

x2 + y2 + z2 ≤ 1

charakterisiert. Damit ist B3(0, 1) zunächst die Zylindermenge bzgl. der dritten
Koordinate

B3(0, 1) = ZM
(
−
√

1 − x2 − y2,
√

1 − x2 − y2, B2(0, 1)
)

und nacheinander erhalten wir die Beschreibung als Normalbereich

B3(0, 1) =
{

(x, y, z) ∈ IR3
∣∣∣−
√

1 − x2 − y2 ≤ z ≤
√

1 − x2 − y2,

−
√

1 − x2 ≤ y ≤
√

1 − x2, −1 ≤ x ≤ 1
}
.

Gemäß Korollar 6.5 ist also B3(0, 1) Jordan-meßbar, und dasselbe gilt natürlich
auch für die n-dimensionale Einheitskugel Bn(0, 1) und für jede andere Kugel des
IRn.

Damit ergibt sich im übrigen für den Jordan-Inhalt von B3(0, 1)

|B3(0, 1)| =

1∫

−1

√
1−x2∫

−
√

1−x2

√
1−x2−y2∫

−
√

1−x2−y2

dz dy dx

=

1∫

−1

√
1−x2∫

−
√

1−x2

2
√

1 − x2 − y2 dy dx
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=

1∫

−1

y
√

1 − x2 − y2 +
(
1 − x2

)
arcsin

(
y√

1 − x2

)∣∣∣∣
y=

√
1−x2

y=−
√

1−x2

=

1∫

−1

π
(
1 − x2

)
dx = π

(
x− x3

6

)∣∣∣∣
1

−1

=
4π

3
.

In Übungsaufgabe 6.14 soll mit Hilfe einer Rekursion der Inhalt der n-dimensionalen
Einheitskugel bestimmt werden. Hierfür werden wir im nächsten Abschnitt eine
einfachere Methode kennenlernen.

Übungsaufgaben

6.8 Man zeige, daß die endliche Vereinigung Jordanscher Nullmengen wieder eine
Jordansche Nullmenge ist, und zeige durch ein Beispiel, daß die abzählbare Vereini-
gung Jordanscher Nullmengen i. a. keine Jordansche Nullmenge ist. Man zeige, daß

auf der anderen Seite die unendliche Menge
∞⋃

k=1

{
1
k

}
eine Jordansche Nullmenge ist.

6.9 Man zeige, daß für integrierbares f : B → IRn und eine Jordansche Nullmenge
B ⊂ IRn gilt

∫

B

f(x) dx = 0 .

6.10 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Seien f und g über der Jordan-
meßbaren Menge B integrierbar. Dann gilt die folgende Integralform der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

∫

B

|f(x) g(x) | dx ≤
√√√√
∫

B

|f(x)|2 dx
√√√√
∫

B

|g(x)|2 dx .

6.11? Sei f : B → IRn eine lipschitzstetige Funktion einer Teilmenge B ⊂ IRn, d. h.,
es gebe eine Lipschitzkonstante L derart, daß für x,y ∈ B die Beziehung

|f(x) − f(y)| ≤ L |x− y|

gilt. Sei ferner A =
N⋃

l=1

Ql ⊂ B eine Vereinigung von Würfeln Ql (l = 1, . . . , N) mit

der Eigenschaft, daß |Qj ∩Qk| = 0 für j, k = 1, . . . , N und j 6= k gilt.
Zeige, daß es dann ein λ ∈ IR+ gibt, so daß

|f(A)|∗ ≤ λ |A| ,

insbesondere: Jede Jordansche Nullmenge hat eine Jordansche Nullmenge als Bild.
Hinweis: Benutze die Maximumnorm in IRn.
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6.12 Man zeige, daß der Graph einer integrierbaren Funktion f : B → IRn einer
beschränkten Menge B ⊂ IRn eine Jordansche Nullmenge ist.

6.13◦ Seien A ⊂ IRp und B ⊂ IRq Jordan-meßbar, so ist gilt die Inhaltsregel

|A×B|p+q = |A|p · |B|q .
6.14 Man berechne den Inhalt Ωn der n-dimensionalen Einheitskugel.3 Man zeige,
daß lim

n→∞
Ωn = 0 ist und erkläre dieses Phänomen. Hinweis: Durch Abspalten der

Variablen x := x1 beweise man die Rekursion (Br
n := Bn(0, r))

Ωn =

∫

B1
n

d(x, x2, . . . , xn) =

1∫

−1

∫

B

√
1−x2

n−1

d(x2, . . . , xn) dx = Ωn−1

1∫

−1

(√
1 − x2

)n−1

dx

für Ωn und bestimme das Integral
1∫

−1

(1 − x2)
n−1

2 dx (vgl. Übungsaufgabe I.11.35,

S. I.319).

6.15 Man zeige, daß der Flächeninhalt der Ellipse

x2

a2
+
y2

b2
≤ 1

mit den Halbachsen a und b den Wert π a b und daß das Volumen des Ellipsoids

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
≤ 1

mit den Halbachsen a, b und c den Wert 4
3 π a b c hat.

6.163 Sei B das Dreieck der xy-Ebene mit den Ecken (0, 0), (1, 0) und (1, 1). Man
berechne das Integral ∫

B

sin x

x
d(x, y)

auf zwei Arten, indem man zuerst nach x und dann zuerst nach y integriert. Was
stellt man fest?

6.17 Man zeige, daß für das Volumen V , das der Teilmenge des Zylinders{
(x, y, z) ∈ IR3

∣∣ x2 + y2 ≤ r2
}

zwischen der xy-Ebene und dem Graphen der Funk-

tion e−(x2+y2) entspricht, vgl. Abbildung 6.1, die Beziehung

V =
√
π

r∫

−r

e−x2

erf
√
r2 − x2 dx

gilt. In Übungsaufgabe 6.26 wird mit stärkeren Methoden eine explizite Formel für
V hergeleitet werden.

3Das Symbol Ω ist der griechische Buchstabe
”
Omega”.
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6.4 Der Transformationssatz

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die eindimensionale Substitutionsregel, die
unter Zuhilfenahme einer stetig differenzierbaren Funktion ϕ : J → IR des Intervalls
J ⊂ IR mit ϕ′(x) 6= 0 (x ∈ J) das Integral der im Bildintervall I := ϕ(J) stetigen
Funktion f : I → IR durch die Formel

∫

ϕ(J)

f(x) dx =

∫

J

f(ϕ(t)) |ϕ′(t)| dt (6.6)

darstellt. Wegen der Stetigkeit von ϕ′ ist nämlich entweder ϕ′ > 0 in J oder ϕ′ < 0
in J , und in beiden Fällen gilt (6.6), wie man sich leicht überzeugt.

Im mehrdimensionalen Fall gilt eine völlig analoge Transformationsformel, die wir
nun formulieren und in der Folge plausibel machen werden. Auf den umfangreichen
Beweis verzichten wir hier.

Satz 6.4 (Transformationssatz für mehrdimensionale Integrale) Sei ϕ :
D → IRn eine injektive und stetig differenzierbare Funktion der Teilmenge D ⊂ IRn,
und sei detϕ′(t) > 0 oder detϕ′(t) < 0 für alle t ∈ D. Ist nun B ⊂ D eine

Jordan-meßbare Teilmenge von D und ist ferner ϕ
∣∣∣
B

lipschitzstetig, dann ist ϕ(B)

Jordan-meßbar. Ist schließlich f : ϕ(B) → IR stetig, so gilt die Substitutionsformel
∫

ϕ(B)

f(x) dx =

∫

B

f(ϕ(t)) | detϕ′(t)| dt .

Dasselbe Resultat gilt auch noch dann, wenn die Voraussetzungen auf einer Jordan-
schen Nullmenge N ⊂ D verletzt sind. 2

Bemerkung 6.7 Ist B kompakt, so kann man auch ohne die Lipschitzstetigkeit von
ϕ die Jordan-Meßbarkeit von ϕ(B) zeigen. Daß aus der Lipschitzstetigkeit von ϕ
die Jordan-Meßbarkeit von ϕ(B) folgt, ist im wesentlichen eine Folge des Resultats
von Übungsaufgabe 6.11.

Beispiel 6.4 (Motivation) Wir betrachten o. B. d. A. die zweidimensionale Si-
tuation. Hierbei bilde ϕ eine Teilmenge des uv-Koordinatensystems in das xy-
Koordinatensystem ab. Die Funktion ϕ bildet ein Rechtecknetz des uv-Koordinaten-
systems auf ein krummliniges Netz im xy-Koordinatensystem ab, das wegen der
Injektivität und stetigen Differenzierbarkeit keine Überlappungen aufweist. Dabei
wird das Rechteck R mit den Eckpunkten (u, v), (u+ ∆u, v), (u+ ∆u, v+ ∆v) und
(u, v+∆v) auf das krummlinig berandete

”
Viereck” V mit den Eckpunkten ϕ(u, v),

ϕ(u + ∆u, v), ϕ(u + ∆u, v + ∆v) und ϕ(u, v + ∆v) abgebildet, s. Abbildung 6.2.
Dieses hat, wenn ϕ stetig differenzierbar und injektiv ist, asymptotisch die Gestalt
eines Parallelogramms, und zwar umso besser, je kleiner |∆u| und |∆v| sind. Dies
folgt aus der Taylorformel
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A=(u,v) B=(u+∆u,v)

C=(u+∆u,v+∆v)D=(u,v+∆v)

ϕ(A)

ϕ(B)

ϕ(C)

ϕ(D)

Abbildung 6.2 Das Bild eines Rechtecks

ϕ(u+ ∆u, v + ∆v) = ϕ(u, v) +ϕ′(u, v)

(
∆u
∆v

)
+ o

(∣∣∣∣
(

∆u
∆v

)∣∣∣∣
)
. (6.7)

Lokal hat man also eine affine Abbildung. Da das Parallelogramm mit den beiden
Seitenvektoren ϕ(u+ ∆u, v)−ϕ(u, v) sowie ϕ(u, v+ ∆v)−ϕ(u, v) den gerichteten
Flächeninhalt4

det
(
ϕ(u+∆u, v)−ϕ(u, v) ϕ(u, v+∆v)−ϕ(u, v)

)

besitzt, hat die gegebene affine Abbildung die lokale Flächenverzerrung

Fläche (V )

Fläche (R)
=

1

|∆u| |∆v|
∣∣ det

(
ϕ(u+∆u, v)−ϕ(u, v) ϕ(u, v+∆v)−ϕ(u, v)

)∣∣

=
1

|∆u| |∆v|

∣∣∣∣ det

(
ϕ1(u+∆u, v)−ϕ1(u, v) ϕ1(u, v+∆v)−ϕ1(u, v)
ϕ2(u+∆u, v)−ϕ2(u, v) ϕ2(u, v+∆v)−ϕ2(u, v)

)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
ϕ1(u+∆u, v)−ϕ1(u, v)

∆u

∣∣∣∣
∣∣∣∣
ϕ2(u, v+∆v)−ϕ2(u, v)

∆v

∣∣∣∣

−
∣∣∣∣
ϕ1(u, v+∆v)−ϕ1(u, v)

∆v

∣∣∣∣
∣∣∣∣
ϕ2(u+∆u, v)−ϕ2(u, v)

∆u

∣∣∣∣
≈ |detϕ′(u, v)|

unter Berücksichtigung der Taylorformel (6.7), falls |∆u| und |∆v| klein genug sind.
Dies macht den Transformationssatz im zweidimensionalen Fall plausibel. Ist die
Dimension größer als 2, so kann eine analoge Betrachtung durchgeführt werden.

Beispiel 6.5 (Polarkoordinaten) In Beispiel 3.3 betrachteten wir die Polarkoor-
dinatentransformation f : IR+

0 ×IR → IR2, die den Polarkoordinaten (r, ϕ) ∈ IR+
0 ×IR

die entsprechenden kartesischen Koordinaten

(x, y) = f(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ)

4Den Flächeninhalt eines Parallelogramms kennt man aus der linearen Algebra.
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zuordnet, und sahen, daß detf ′(r, ϕ) = r ist. Unter f wird das Rechteck Q :=
[0, R] × [0, 2π] auf die Kreisscheibe BR := B(0, R) ⊂ IR2 abgebildet. Der Transfor-

mationssatz 6.4 kann angewandt werden, da f in Q̃ := Q \ {r = 0} injektiv ist und

weiter detf(r, ϕ) > 0 für (r, ϕ) ∈ Q̃ gilt, d. h. daß die Voraussetzungen des Satzes
nur in einer Jordanschen Nullmenge verletzt sind.

Folglich bekommen wir für jede stetige Funktion f : BR → IR die Substitutions-
formel

∫

BR

f(x, y) d(x, y)=

∫

Q

f(r cosϕ, r sinϕ) r d(r, ϕ)=

R∫

0

2π∫

0

f(r cosϕ, r sinϕ) r dϕ dr, (6.8)

wobei wir den Satz von Fubini benutzt haben. Der letzte Ausdruck ist hierbei be-
kanntlich unabhängig von der Reihenfolge der Integrationen.

Als erstes Beispiel berechnen wir zunächst den Flächeninhalt einer Kreisscheibe
vom Radius R. Dieser ergibt sich offenbar zu

|BR| =

∫

BR

d(x, y) =

R∫

0

2π∫

0

r dϕ dr = 2π

R∫

0

r dr = π R2 .

Als allgemeineres Beispiel betrachten wir die durch die in Polarkoordinaten gegebe-
nen Gleichungen

a ≤ ϕ ≤ b sowie 0 ≤ r ≤ f(ϕ)

mit Hilfe einer nichtnegativen stetigen Funktion f : [a, b] → IR gegebene Menge
B ⊂ IR2, welche eine Teilmenge des Sektors

{
(x, y) ∈ IR2

∣∣ a ≤ arg (x, y) ≤ b
}

ist.
Offenbar stellt B einen Normalbereich im (r, ϕ)-Koordinatensystem dar, und wir
erhalten mit dem Transformationssatz für den Flächeninhalt von B

|B| =

∫

B

d(x, y) =

b∫

a

f(ϕ)∫

0

r dr dϕ =
1

2

b∫

a

f2(ϕ) dϕ . (6.9)

Sitzung 6.2 Man kann mit Derive in Polarkoordinaten gegebene Funktionen gra-
phisch darstellen. Dazu wählt man beim Plot Options State Befehl die Einstel-
lung Polar. Man stelle die Kardioide 1+COS(φ) (φ ∈ [−π, π]), die Ellipse
1/(1-COS(φ)/2) (φ ∈ [−π, π]), die archimedische Spirale φ/10 (φ ∈ [0, 10π]) so-
wie die logarithmische Spirale EXP(φ/10)/10 (φ ∈ [0, 10π]) graphisch dar.

Die Derive Funktion

POLARFLÄCHE(f,phi,a,b):=1/2 INT(f^2,phi,a,b)

PF(f,phi,a,b):=POLARFLÄCHE(f,phi,a,b)

berechnet den Flächeninhalt gemäß Formel (6.9). Wir erhalten
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Bezeichnung Derive Eingabe Ausgabe

Kardioide PF(1+COS(φ),φ,-π,π)
3π

2
,

Ellipse PF(1/(1-COS(φ)/2),φ,-π,π)
8
√

3π

9
,

archimedische Spirale PF(α φ,φ,0,b)
α2 b3

6
,

logarithmische Spirale PF(α EXP(β φ),φ,a,b)
α2 ê2bβ

4β
− α2 ê2aβ

4β
.

Beispiel 6.6 Hängt f(x, y) in Wirklichkeit nur von r =
√
x2 + y2 und nicht von

ϕ = arg (x, y) ab, so gilt

∫

BR

f(x, y) d(x, y) =

R∫

0

2π∫

0

f(r cosϕ, r sinϕ) r dϕ dr = 2π

R∫

0

f(r cosϕ, r sinϕ) r dr .

Beispielsweise gilt für f(x, y) =
√
x2 + y2 somit

∫

BR

√
x2 + y2 d(x, y) = 2π

R∫

0

r2 dr =
2π R3

3
.

Beispiel 6.7 Wir sind nun in der Lage, die bereits in Derive-Sitzung 6.1 behaup-
tete Integralformel

∞∫

0

e−x2

dx =

√
π

2
(6.10)

zu beweisen. Hierzu setzen wir f(x, y) := e−(x2+y2) und integrieren für R > 0
sowohl über die Quader QR := [0, R]2 als auch über die Kreissektoren SR :={

(x, y) ∈ IR2
∣∣ x2 + y2 ≤ R2, x ≥ 0, y ≥ 0

}
. Wir erhalten zunächst mit dem Satz

von Fubini

∫

QR

e−(x2+y2) d(x, y) =

R∫

0

R∫

0

e−(x2+y2) dx dy =

R∫

0

R∫

0

e−x2

e−y2

dx dy =




R∫

0

e−x2

dx




2

.

Andererseits folgt mit dem Transformationssatz unter Verwendung von Polarkoor-
dinaten

∫

SR

e−(x2+y2) d(x, y) =

R∫

0

π/2∫

0

e−r2

r dϕ dr = − π e−r2

4

∣∣∣∣∣

R

0

=
π

4

(
1 − e−R2

)
.
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Beachtet man nun noch, daß wegen QR/2 ⊂ SR ⊂ QR und der Positivität von f für

alle R ∈ IR+ die Beziehung
∫

QR/2

e−(x2+y2) d(x, y) ≤
∫

SR

e−(x2+y2) d(x, y) ≤
∫

QR

e−(x2+y2) d(x, y)

gilt, erhält man für R→ ∞



∞∫

0

e−x2

dx




2

= lim
R→∞




R∫

0

e−x2

dx




2

= lim
R→∞

∫

SR

e−(x2+y2) d(x, y)

= lim
R→∞

π

4

(
1 − e−R2

)
=
π

4
,

und folglich (6.10).

Beispiel 6.8 (Gammafunktion) Wir können nun den Wert der Gammafunktion
an den Stellen n+ 1

2 (n ∈ ZZ) berechnen. Es gilt nämlich mit der Substitution t = x2,
d. h. dt = 2x dx

Γ

(
1

2

)
=

∞∫

0

e−t t−1/2 dt = 2

∞∫

0

e−x2

dx =
√
π .

Mit Hilfe der Funktionalgleichung der Gammafunktion

Γ (x+ 1) = xΓ (x)

läßt sich hiermit der Wert Γ
(
n+ 1

2

)
für alle n ∈ ZZ bestimmen, s. Übungsaufga-

be 6.19.

Beispiel 6.9 (Kugelkoordinaten) Analog zu den Polarkoordinaten lassen sich
die Punkte (x, y, z) ∈ IR3 des 3-dimensionalen Raums durch Kugelkoordinaten

(x, y, z) = F (r, ϕ, ϑ) := (r cosϕ cosϑ, r sinϕ cosϑ, r sinϑ)

beschreiben. Die Kugelkoordinatentransformation F : IR+
0 × IR2 → IR3 bildet den

Quader Q := [0, R] × [0, 2π] × [−π/2, π/2] auf die Kugel BR := B(0, R) ⊂ IR3 ab,
und es gilt durch Entwickeln nach der letzten Zeile

det
∂(x, y, z)

∂(r, ϕ, ϑ)
(r, ϕ, ϑ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

cosϕ cosϑ −r sinϕ cosϑ −r cosϕ sinϑ

sinϕ cosϑ r cosϕ cosϑ −r sinϕ sinϑ

sinϑ 0 r cosϑ

∣∣∣∣∣∣∣∣

= sinϑ
(
r2 sin2 ϕ cosϑ sinϑ+ r2 cos2 ϕ cosϑ sinϑ

)

+r cosϑ
(
r cos2 ϕ cos2 ϑ+ sin2 ϕ cos2 ϑ

)

= r2
(
cosϑ sin2 ϑ+ cosϑ cos2 ϑ

)
= r2 cosϑ .



164 6 Mehrdimensionale Integration

Die Funktion F ist injektiv in Q bis auf die Kante {R = 0}, welche eine Jordansche
Nullmenge ist, und somit bekommen wir für jede stetige Funktion f : BR → IR die
Substitutionsformel
∫

BR

f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫

Q

f(r cosϕ cosϑ, r sinϕ cosϑ, r sinϑ) r2 cosϑ d(r, ϕ, ϑ)

=

R∫

0

2π∫

0

π/2∫

−π/2

f(r cosϕ cosϑ, r sinϕ cosϑ, r sinϑ) r2 cosϑ dϑ dϕ dr . (6.11)

Zum Beispiel erhalten wir für das Kugelvolumen (erneut)

|BR| =

∫

BR

d(x, y, z) =

R∫

0

2π∫

0

π/2∫

−π/2

r2 cosϑ dϑ dϕ dr

=

R∫

0

2π∫

0

r2 sinϑ
∣∣∣
π/2

−π/2
dϕ dr =

R∫

0

2π∫

0

2r2 dϕ dr =
4π R2

3
.

Weiter bekommen wir beispielsweise für f(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2

∫

B1

√
x2 + y2 + z2 d(x, y, z) =

1∫

0

2π∫

0

π/2∫

−π/2

r3 cosϑ dϑ dϕ dr =

1∫

0

2π∫

0

2 r3 dϕ dr = π .

Beispiel 6.10 (Zylinderkoordinaten) Eine andere Verallgemeinerung der Polar-
koordinaten ist die Darstellung eines Punkts (x, y, z) ∈ IR3 des 3-dimensionalen
Raums durch Zylinderkoordinaten

(x, y, z) = G(r, ϕ, z) := (r cosϕ, r sinϕ, z) .

Die Zylinderkoordinatentransformation G : IR+
0 × IR2 → IR3 bildet den Quader

Q := [0, R] × [0, 2π] × [h1, h2] auf den Zylinder

Z(R, h1, h2) :=
{
(x, y, z) ∈ IR3

∣∣ x2 + y2 ≤ R2, h1 ≤ z ≤ h2

}

ab, und es gilt

det
∂(x, y, z)

∂(r, ϕ, z)
(r, ϕ, z) =

∣∣∣∣∣∣

cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= r .

Somit bekommen wir für jede stetige Funktion f : Z(R, h1, h2) → IR die Substitu-
tionsformel
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∫

Z(R,h1,h2)

f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫

Q

f(r cosϕ, r sinϕ, z) r d(r, ϕ, z)

=

R∫

0

2π∫

0

h2∫

h1

f(r cosϕ, r sinϕ, z) r dz dϕ dr . (6.12)

Zum Beispiel erhalten wir für das Zylindervolumen eines Zylinders Z mit Radius R
und Höhe h

|Z| =

∫

Z(R,0,h)

d(x, y, z) =

R∫

0

2π∫

0

h∫

0

r dz dϕ dr = π R2 h ,

während wir einen Kreiskegel K auffassen können als den Normalbereich

0 ≤ r ≤ R , 0 ≤ ϕ ≤ 2π , 0 ≤ z ≤ h
(
1 − r

R

)

im Zylinderkoordinatensystem, und für sein Volumen bekommen wir

|K| =

R∫

0

2π∫

0

r− r2

R∫

0

dz dϕ dr = 2π h

R∫

0

(
r − r2

R

)
dr = 2π h

(
r2

2
− r3

3R

)∣∣∣∣
R

0

=
π hR2

3
.

Beispiel 6.11 Als letztes Beispiel berechnen wir das Volumen der Menge

M :=
{
(x, y, z) ∈ IR3

∣∣ x, y, z ≥ 0, x+ y + z ≤
√

2, x2 + y2 ≤ 1
}
.

Man mache sich eine Vorstellung von dieser Menge! Im Zylinderkoordinatensystem
ist M ein Normalbereich, und wir erhalten

|M | =

1∫

0

π/2∫

0

√
2−r cos ϕ−r sin ϕ∫

0

r dz dϕ dr =

=

1∫

0

π/2∫

0

(√
2 r − r2 cosϕ− r2 sinϕ

)
dϕ dr

=

1∫

0

(√
2 r ϕ− r2 sinϕ+ r2 cosϕ

)∣∣∣
π/2

0
dr

=

1∫

0

(√
2

2
π r − 2 r2

)
dr =

√
2π

4
− 2

3
.
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Sitzung 6.3 Wir lassen nun Derive den Transformationssatz anwenden. Hierfür
laden wir die Derive Funktion JACOBIMATRIX(f,x) aus Derive-Sitzung 2.1 sowie
die Hilfsfunktion MULTINT_AUX(f,x,a,b) aus Derive-Sitzung 6.1. Die Derive Funk-
tion INTEGRALTRAFO(f,x,phi,t,a,b), erklärt durch

INTEGRAND_AUX(f,x,g,t):=LIM(f,x,g) ABS(DET(JACOBIMATRIX(g,t)))

INTEGRALTRAFO(f,x,phi,t,a,b):=

ELEMENT(MULTINT_AUX(INTEGRAND_AUX(f,x,phi,t),t,a,b),2)

berechnet dann das Integral von f bzgl. der Variablen x mit Hilfe der Substitution phi

der Variablen t, wobei a und b die Integrationsgrenzen im t-Koordinatenssystem sind
(wir nehmen an, daß die Transformation so gewählt ist, daß diese Integrationsgrenzen
im Bildraum einfach sind, im besten Fall einen Quader darstellen). Erklären wir nun
die Koordinatentransformationen5

polar:=[s COS(φ),s SIN(φ)]

kugel:=[s COS(φ) COS(θ),s SIN(φ) COS(θ),s SIN(θ)]

zylinder:=[s COS(φ),s SIN(φ),z]

und deklarieren wir zunächst die willkürliche Funktion F(x,y):= zweier Variablen,
so erzeugt die Transformation

INTEGRALTRAFO(F(x,y),[x,y],polar,[s,φ],[0,0],[r,2π])

wieder die Formel (6.8)

2π∫

0

r∫

0

s F (sCOS (φ), s SIN (φ)) ds dφ ,

falls wir die Variable s mit Declare Variable als Positive deklariert haben.

Entsprechend erhalten wir für Kugelkoordinaten nach der Deklaration der willkürli-
chen Funktion F(x,y,z):= dreier Variablen durch Vereinfachung von

INTEGRALTRAFO(F(x,y,z),[x,y,z],kugel,[s,φ,θ],[0,0,-π/2],[r,2π,π/2])

wieder (6.11):

π/2∫

−π/2

|COS (θ)|
2π∫

0

r∫

0

s2 F (sCOS (φ)COS (θ), sSIN (φ) COS (θ), s SIN (θ)) ds dφ dθ .

Schließlich erhalten wir für Zylinderkoordinaten nach Vereinfachung von

INTEGRALTRAFO(F(x,y,z),[x,y,z],zylinder,[s,φ,z],[0,0,0],[r,2π,h])

analog zu (6.12)

5Wir bezeichnen hier die radiale Koordinate mit s, da wir mit r gewöhnlich die obere Integrati-
onsgrenze dieser Koordinate benennen. Die Variable theta kann auch durch die Tastenkombination
<ALT>H eingegeben werden und wird von Derive durch das Symbol θ, einer alternativen Form von
ϑ, dargestellt.
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h∫

0

2π∫

0

r∫

0

s F (sCOS (φ), sSIN (φ), z) ds dφdz .

Übungsaufgaben

6.18◦ Man zeige, daß der n-dimensionale Jordan-Inhalt folgende Eigenschaften hat:
Für Jordan-meßbare Teilmengen A,B ⊂ IRn gilt

(a) (Positivität) |A| ≥ 0,

(b) (Bewegungsinvarianz) Das Bild f(A) unter einer Bewegung f : IRn → IRn

hat denselben Jordan-Inhalt |f(A)| = |A|.

(c) (Normierung) Der Einheitswürfel [0, 1]n hat den Jordan-Inhalt |[0, 1]n| = 1.

(d) (Additivität) Für disjunkte Mengen A und B ist |A ∪B| = |A| + |B|.

6.19 Man stelle unter Benutzung des Ergebnisses aus Beispiel 6.8 die Werte
Γ
(
n+ 1

2

)
(n ∈ ZZ) und Γ

(
n
2

)
(n ∈ ZZ) durch Fakultäten dar.

6.20 Man berechne das in Beispiel 6.11 betrachtete Volumen im kartesischen Ko-
ordinatensystem.

6.21 (Ellipsen- und Ellipsoidkoordinaten) Man führe in naheliegender Erwei-
terung der Polar- bzw. Kugelkoordinaten die Ellipsen- bzw. Ellipsoidkoordinaten ein
und berechne mit ihrer Hilfe erneut das Volumen von Ellipse und dreidimensionalem
Ellipsoid, vgl. Übungsaufgabe 6.15.

6.22 Durch die Ungleichung

n∑

k=1

x2
k

a2
k

≤ 1

sei das n-dimensionale Ellipsoid En mit den Hauptachsen ak (k = 1, . . . , n) beschrie-

ben. Zeige, daß für den Jordan-Inhalt von En die Beziehung Ωn

n∏
k=1

ak gilt, vgl.

Übungsaufgabe 6.14.

6.23 Man berechne

(a)

∫

[−π
2 , π

2 ]3

cos (x+y+z) d(x, y, z) , (b)

∫

BR

(
x2 + y2 + z2

)α
d(x, y, z) .

Für welche α ∈ IR gilt das Ergebnis aus (b)?
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6.243 (Toruskoordinaten) Bestätige, daß die Abbildung ϕ : IR3 −→ IR3

ϕ(ρ, d, ϕ) = ((R+ ρ sin d) cosϕ, (R+ ρ sin d) sinϕ, ρ cos d)

den Quader M = [0, r] × [0, 2π] × [0, 2π] mit r < R auf den Volltorus

T =

{
(x, y, z) ∈ IR3

∣∣∣∣
(√

x2 + y2 −R
)2

+ z2 ≤ r2
}

abbildet und berechne das Volumen des Torus (vgl. Übungsaufgabe I.11.42, S. I.326).

6.25 Wie groß ist das von der Kugel mit x2 + y2 + z2 = 8 und dem Paraboloid
4z = x2 + y2 + 4 eingeschlossene Volumen, s. Abbildung 6.3?

Abbildung 6.3 Das von einem Paraboloid und einer Kugel eingeschlossene Volumen

6.26 Man berechne die explizite Formel

V = π
(
1 − e−r2

)

für das Volumen V , das der Teilmenge des Zylinders
{
(x, y, z) ∈ IR3

∣∣ x2 + y2 ≤ r2
}

zwischen der xy-Ebene und dem Graphen der Funktion e−(x2+y2) entspricht, mit
Hilfe des Transformationssatzes. Das bestimmte Integral, das sich für V in Übungs-
aufgabe 6.17 ergeben hatte, konnte nicht direkt gelöst werden.

6.27 Erkläre die Bedeutung des in Derive-Sitzung 6.2 betrachteten Flächeninhalts
bei der archimedischen und der logarithmischen Spirale. Erkläre ferner, was bei der
logarithmischen Spirale für a→ −∞ geschieht.
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7 Integralsätze

7.1 Der zweidimensionale Integralsatz von Gauß

Der zentrale Pfeiler der eindimensionalen Differential- und Integralrechnung ist der
Hauptsatz, der es gestattet, das bestimmte Integral einer integrierbaren Ableitung
f ′ über das Intervall I = [a, b] durch die Werte von f an den Randpunkten des
Intervalls I auszudrücken:

b∫

a

f ′(x) dx = f(b) − f(a) .

Wir wollen nun ganz analog im Mehrdimensionalen Integrale von Ableitungen durch
Randwerte ausdrücken. Nun ist allerdings im Eindimensionalen die Situation wirk-
lich besonders einfach: Jedes Intervall hat nur zwei Randpunkte. Schon im zweidi-
mensionalen Fall sieht die Situation wesentlich komplizierter aus. Wie wir gesehen
haben, können allgemeine Bereiche sehr komplizierte Ränder haben. Es wird sich
aber zeigen, daß wir Integrale von Ableitungen über das Innere geeigneter Kurven γ
durch Randwerte, also Werte auf γ, ausdrücken können. Da alle Werte auf der Spur
von γ eine Rolle spielen, läuft diese Darstellung selbst auf ein Integral, nämlich ein
Kurvenintegral, hinaus. Hierzu müssen wir zuerst den Begriff des Kurvenintegrals
auf reellwertige Funktionen ausdehnen.

Definition 7.1 (Kurvenintegrale reellwertiger Funktionen) Sei γ : [a, b] →
IRn eine Parameterdarstellung einer rektifizierbaren Kurve im IRn und sei f : γ([a, b])
→ IR eine auf der Spur von γ definierte reellwertige Funktion. Dann erklären wir
für k = 1, . . . , n durch

∫

γ

f(x) dxk :=

b∫

a

f(γ(t)) · dγk(t)

das Kurvenintegral von f bzgl. xk längs γ. 4
Auf Grund der Analogie zur Definition des Kurvenintegrals einer Vektorfunktion
gelten die dort entwickelten Eigenschaften auch für den neuen Begriff. Ist f =
(f1, f2, . . . , fn) eine Vektorfunktion, so gilt ferner

∫

γ

f(x) dx =

n∑

k=1

∫

γ

fk(x) dxk .

Wir betrachten nun ganz besondere Normalbereiche.
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Definition 7.2 (Zulässiger Normalbereich) Eine Menge B ⊂ IR2 heißt zulässi-
ger Normalbereich in y-Richtung, falls zwei stetige Funktionen ϕ1 und ϕ2 von be-
schränkter Variation existieren mit ϕ1(x) ≤ ϕ2(x) (x ∈ [a, b]) und

B =
{
(x, y) ∈ IR2

∣∣ a ≤ x ≤ b, ϕ1(x) ≤ y ≤ ϕ2(x)
}
.

Entsprechend heißt B zulässiger Normalbereich in x-Richtung, falls zwei stetige
Funktionen ψ1 und ψ2 von beschränkter Variation existieren mit ψ1(y) ≤ ψ2(y) (y ∈
[c, d]) und

B =
{
(x, y) ∈ IR2

∣∣ ψ1(y) ≤ x ≤ ψ2(y), c ≤ y ≤ d
}
.

Die Randkurve eines zulässigen Normalbereichs in y-Richtung ist zusammengesetzt
aus 4 Kurven γk (k = 1, . . . , 4) mit den Parameterdarstellungen

γ1(t) = (t, ϕ1(t)) , t ∈ [a, b] ,

γ2(t) = (b, t) , t ∈ [ϕ1(b), ϕ2(b)] ,

γ−
3 (t) = (t, ϕ2(t)) , t ∈ [a, b] ,

γ−
4 (t) = (a, t) , t ∈ [ϕ1(a), ϕ2(a)] ,

a b
x

y

φ1

φ2
γ1

γ2

γ3

γ4

Abbildung 7.1 Ein zulässiger Normalbereich in y-Richtung

wobei die Kurven γ−
3 und γ−

4 in umgekehrter Richtung durchlaufen werden, was
wir durch das hochgestellte Minuszeichen angedeutet haben.

Hierbei wird der Rand ∂B mit positiver Orientierung durchlaufen, was bedeutet,
daß bei Durchlaufen der Randkurve sich der Bereich B links befindet bzw. daß
die Randkurve im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird. In Zukunft bezeichnen wir
mit ∂B nicht mehr nur den topologischen Rand von B, sondern die mit positiver
Orientierung durchlaufene Randkurve von B.
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Beispiel 7.1 Beliebige Kreise und Ellipsen sowie Drei- und Rechtecke sind Beispiele
zulässiger Normalbereiche sowohl in x- als auch in y-Richtung. 4

Wir betrachten nun zunächst einen zulässigen Normalbereich B in y-Richtung, s.
Abbildung 7.1.

Ist nun f : B → IR stetig differenzierbar,1 dann folgt aus dem Hauptsatz

∫

B

fy(x, y) d(x, y) =

b∫

a




ϕ2(x)∫

ϕ1(x)

fy(x, y) dy


 dx

=

b∫

a

f(x, ϕ2(x)) dx−
b∫

a

f(x, ϕ1(x)) dx (7.1)

=

b∫

a

f(γ−
3 (t)) dt−

b∫

a

f(γ1(t)) dt = −
∫

∂B

f(x, y) dx

nach Definition des Kurvenintegrals. Hierbei benutzten wir sowohl, daß die Kurven-
integrale von f bzgl. x längs γ2 und γ−

4 wegen dx = 0 verschwinden, als auch, daß
die Kurve γ−

3 negativ orientiert ist.
Ganz analog bekommt man nun für eine stetig differenzierbare Funktion f : B →

IR eines zulässigen Normalbereichs B in x-Richtung die Darstellung
∫

B

fx(x, y) d(x, y) =

∫

∂B

f(x, y) dy . (7.2)

Man beachte, daß auf Grund der Orientierung das rechte Integral diesmal ein posi-
tives Vorzeichen hat.

Verbindet man diese beiden Ergebnisse, liefert uns dies eine erste Version des
zweidimensionalen Gaußschen Integralsatzes.

Satz 7.1 (Zweidimensionaler Gaußscher Integralsatz) Seien f : B → IR und
g : B → IR stetig differenzierbare Funktionen und B ein zulässiger Normalbereich
in x- als auch in y-Richtung, dann gilt die Integralformel

∫

B

(fx(x, y) − gy(x, y)) d(x, y) =

∫

∂B

(f(x, y) dy + g(x, y) dx) .

Beweis: Man setze in (7.1) f = g ein und subtrahiere dies von (7.2). 2

Wir formulieren diesen Satz nun für eine vektorwertige Funktion unter Verwendung
der folgenden Begriffsbildung.

1Der Rand von B ist eine Jordansche Nullmenge, so daß es auf den Wert der Ableitung fy dort
nicht ankommt.
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Definition 7.3 (Richtungsintegral bzgl. der Bogenlänge) Sei γ : [a, b] → IRn

eine rektifizierbare Kurve der Länge L und

s(t) := L(γ, [a, t]) =

t∫

a

| .
γ (τ )| dτ

die zugehörige Bogenlängenfunktion (s. Übungsaufgaben 5.10–5.11), sei weiter n :
[0, L] → IRn eine Vektorfunktion vom Betrag 1, dann nennen wir für f : γ([a, b]) →
IRn das Riemann-Stieltjes-Integral

∫

γ

f(x)n(s) ds :=

b∫

a

f(γ(t))n(s(t)) ds(t)

das Richtungsintegral von f über γ bzgl. der Bogenlänge in Richtung n. 4

Wir bringen nun in der Folge die Integrale auf den rechten Seiten von (7.1)–(7.2) mit
einem Richtungsintegral bzgl. der Bogenlänge in Verbindung. Sei also γ̃ = (ξ, η) ∼ γ
die nach der Bogenlänge parametrisierte zu γ äquivalente Parameterdarstellung.
Wir nehmen in der Folge an, daß die Randkurve ∂B stückweise stetig differenzierbar
sei. Es ist nun

γ̃
′(s) = (ξ′(s), η′(s))

ein Tangentialvektor, und da für die Bogenlänge s die Beziehung

s =

s∫

0

|γ̃′(σ)| dσ

gilt, folgt durch Differentiation

1 = |γ̃′(s)| ,
so daß (ξ′(s), η′(s)) sogar der Tangenteneinheitsvektor ist. Folglich ist der Vektor
n := (η′(s),−ξ′(s)) ein Normaleneinheitsvektor. In unserem Fall existiert der Nor-
maleneinheitsvektor bis auf möglicherweise endlich viele Ausnahmepunkte. Da γ
und γ̃ äquivalent sind, stimmen die zugehörigen Kurvenintegrale miteinander übe-
rein, und folglich ist mit (7.1)

∫

B

fy(x, y) d(x, y) = −
∫

∂B

f(x, y) dx = −
∫

∂B

f(γ̃(s)) dγ̃1(s)

= −
∫

∂B

f(γ̃(s)) ξ′(s) ds =

∫

∂B

f(γ̃(s))n2(s) ds , (7.3)

wobei n2 die zweite Komponente des Normaleneinheitsvektors bezeichnet. Genauso
bekommt man aus (7.2)
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∫

B

fx(x, y) d(x, y) =

∫

∂B

f(x, y) dy

=

∫

∂B

f(γ̃(s)) η′(s) ds =

∫

∂B

f(γ̃(s))n1(s) ds . (7.4)

Zusammen erhalten wir den

Satz 7.2 (Zweidimensionaler Gaußscher Integralsatz für Vektorfunktio-
nen) Sei f : B → IR2 eine stetig differenzierbare Vektorfunktion und sei B ein
zulässiger Normalbereich in x- als auch in y-Richtung mit stückweise stetig diffe-
renzierbarer Randkurve ∂B. Dann gilt die Integralformel

∫

B

div f(u, v) d(u, v) =

∫

∂B

f(u, v) · n(s) ds ,

wobei

div f(x, y) :=
∂

∂x
f1(x, y) +

∂

∂y
f2(x, y)

die Divergenz von f bezeichnet.

Beweis: Man setze in (7.3) f = f2 und in (7.4) f = f1 ein und addiere. 2

Bemerkung 7.1 Die geometrische Bedingung an den Rand ∂B kann man lockern.
Ist z. B. B eine endliche Vereinigung zulässiger stückweise stetig differenzierbarer
Normalbereiche in x- als auch in y-Richtung, die bis auf gemeinsame Ränder paar-
weise disjunkt sind, so gelten die hergeleiteten Integralformeln immer noch, da sich
die Integrale über gemeinsame Randteile wegen der umgekehrten Orientierung (B
liegt immer links!) jeweils wegheben.

Bemerkung 7.2 (Divergenz, Laplace- und Nabla-Operator) Mit dem for-
malen Ableitungsoperator

∇ :=

(
∂

dx1
,
∂

dx2
, . . . ,

∂

dxn

)
,

den man den Nabla-Operator nennt, kann man die Divergenz einer vektorwertigen
Funktion f : B → IRn (B ⊂ IRn) auch als formales Skalarprodukt

div f(x1, x2, . . . , xn) :=
∂

∂x1
f1(x) +

∂

∂x2
f2(x) + . . .+

∂

∂xn
fn(x) = ∇ · f(x)

schreiben. Der Gradient einer reellwertigen Funktion f : B → IR hat dann die
Darstellung

grad f(x1, x2, . . . , xn) = ∇f(x1, x2, . . . , xn) .

In der Physik verwendet man häufig diese formale Schreibweise.
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Ein weiterer wichtiger Differentialoperator der Physik, der auf eine zweimal dif-
ferenzierbare Funktion f : B → IR (B ⊂ IRn) angewandt wird, ist der Laplace-
Operator,

∆f(x1, x2, . . . , xn) :=

n∑

k=1

∂2

∂x2
k

f(x1, x2, . . . , xn)

(s. Übungsaufgaben 2.6–2.7), welcher durch den Divergenz- und den Gradienten-
operator sowie durch ∇ gemäß

∆f(x) = div grad f(x) = ∇2f(x)

ausgedrückt werden kann. Hierbei bedeutet ∇2 := ∇ ·∇ das formale Skalarprodukt
des Nabla-Operators mit sich selbst.

Sitzung 7.1 Derive kennt die Divergenz DIV(f,x) und den Laplace-Operator
LAPLACIAN(f,x). Wir bekommen z. B. die Ergebnisse

Derive Eingabe Derive Ausgabe nach Simplify

DIV([x y,x+y],[x,y]) y + 1 ,

DIV([x,y,z],[x,y,z]) 3 ,

DIV([r COS(φ),r SIN(φ),z],[r,φ,z]) (r + 1) COS (φ) + 1 ,

DIV([F(x,y),G(x,y)],[x,y])
d

dx
F (x, y) +

d

dy
G(x, y) ,

GRAD(F(x,y),[x,y])

[
d

dx
F (x, y),

d

dy
F (x, y)

]
,

DIV(GRAD(F(x,y),[x,y]),[x,y])

[
d

dx

]2
F (x, y) +

[
d

dy

]2

F (x, y) ,

LAPLACIAN(F(x,y),[x,y])

[
d

dx

]2
F (x, y) +

[
d

dy

]2

F (x, y) ,

LAPLACIAN(EXP(x+y),[x,y]) 2 êx+y ,

DIV(GRAD(COS(x+y),[x,y]),[x,y]) −2 COS (x+ y) ,

LAPLACIAN(PHASE(x,y),[x,y]) 0 ,

LAPLACIAN(EXP(x+̂ı y),[x,y]) 0 ,

LAPLACIAN(SQRT(x^2+y^2+z^2),[x,y,z])
2√

x2 + y2 + z2
,

wobei wir durch F(x,y):= und G(x,y):= die Funktionen F und G deklariert haben.
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Übungsaufgaben

7.1 Man leite aus dem Gaußschen Integralsatz die Formeln

|B| =

∫

∂B

x dy = −
∫

∂B

y dx =
1

2

∫

∂B

(x dy − y dx)

für den Flächeninhalt eines stückweise stetig differenzierbaren Normalbereichs B in
x- als auch in y-Richtung her, der das Innere einer differenzierbaren geschlossenen
Kurve ∂B ist (s. auch Übungsaufgabe 5.13).

7.2 Das Cauchyintegral in der komplexen Zahlenebene über die Randkurve γ eines
stückweise stetig differenzierbaren Normalbereichs ist definiert durch

∫

γ

f(x, y) (dx+ idy).

Die imaginäre Einheit i ist hier formal wie eine Konstante zu handhaben. Sei
f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) in einem Normalbereich definiert, u, v reellwertig, und
erfülle f die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

ux = vy und vx = −uy ,

dann verschwindet das Cauchyintegral.2

7.2 Dreidimensionale Flächen

Genauso, wie wir in Kapitel 5 Kurven im IRn als Äquivalenzklassen eindimensiona-
ler Parameterdarstellungen γ : [a, b] → IRn eingeführt haben, werden Flächen im
IRn als Äquivalenzklassen zweidimensionaler Parameterdarstellungen3 Φ : M → IRn

erklärt, wobei M ⊂ IR2 eine zweidimensionale Teilmenge ist. Wir werden uns in die-
sem Abschnitt nur mit Parameterdarstellungen dreidimensionaler Flächen (n = 3)
beschäftigen und die Frage der Äquivalenz von Parameterdarstellungen außer Acht
lassen, obwohl man auch bei Flächen eine analoge Theorie aufbauen kann.

Ein wesentliches Unterscheidungsmerkmal zwischen Parameterdarstellungen von
Kurven und Flächen besteht in der Tatsache, daß wir Kurven generell auf abge-
schlossenen Intervallen erklären konnten, während es für Flächen u. U. eher geboten
scheint, daß der Parameterbereich M offen ist, da z. B. die Injektivität bei typischen
Beispielen gerade auf dem Rand häufig verletzt wird.

2Funktionen, die die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfüllen und für die damit
das Cauchyintegral verschwindet, sind der Untersuchungsgegenstand der Funktionentheorie.

3Das Symbol Φ ist der griechische Buchstabe
”
Phi”.
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Beispiel 7.2 (Kugel- und Zylinderoberfläche) Die Kugel- und Zylinderkoor-
dinaten liefern typische Beispiele für Parameterdarstellungen von Flächen im IR3.
Setzt man beispielsweise r = R als konstant voraus, so bildet die Kugelkoordina-
tentransformation Φ : [0, 2π] × [−π/2, π/2] → IR3 mit

Φ(ϕ, ϑ) := (R cosϕ cosϑ,R sinϕ cosϑ,R sinϑ)

das Rechteck Q := [0, 2π] × [−π/2, π/2] auf die Kugeloberfläche SR := ∂B(0, R) ⊂
IR3 ab. Schränkt man Φ auf Qo ein, so ist die Parameterdarstellung sogar injektiv.
Allerdings nimmt man damit in Kauf, daß eine gewisse Jordansche Nullmenge N ⊂
SR nicht in der Spur von Φ liegt (welche?).

Setzt man analog bei der Zylinderkoordinatentransformation r = R als konstant
voraus, so bekommt man die Parameterdarstellung Φ : [0, 2π] × [h1, h2] → IR3 mit

Φ(ϕ, z) := (R cosϕ,R sinϕ, z)

des Zylindermantels
{
(x, y, z) ∈ IR3

∣∣ x2 + y2 = R, h1 ≤ z ≤ h2

}
.

Den gesamten Rand des Zylinders Z(R, h1, h2) erhalten wir durch Hinzufügen der
oberen und unteren Deckel mit den Parameterdarstellungen (k = 1, 2)

Φk(r, ϕ) := (r cosϕ, r sinϕ, hk) ((r, ϕ) ∈ [0, R] × [0, 2π]) .

Um nun ähnlich, wie wir bei Kurven Tangentialvektor, Normalenvektor und Kur-
venlänge erklärt haben, für Flächen die Begriffe der Tangentialebene, des Norma-
lenvektors und des Flächeninhalts definieren zu können, brauchen wir die folgenden
Kenntnisse aus der linearen Algebra.

Definition 7.4 (Vektorprodukt) Für zwei Vektoren a = (a1, a2, a3) ∈ IR3 und
b = (b1, b2, b3) ∈ IR3 ist das Vektorprodukt a× b erklärt durch

a× b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1) .

Sind e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) und e3 = (0, 0, 1) die Einheitsvektoren in IR3, so
gilt auch die Darstellung als

”
symbolische Determinante”

a× b =

∣∣∣∣∣∣∣

e1 a1 b1

e2 a2 b2

e3 a3 b3

∣∣∣∣∣∣∣
:=

∣∣∣∣∣
a2 b2

a3 b3

∣∣∣∣∣ e1 −
∣∣∣∣∣
a1 b1

a3 b3

∣∣∣∣∣ e2 +

∣∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ e3 . 4

Das Vektorprodukt hat folgende Eigenschaften.
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Lemma 7.1 (Eigenschaften des Vektorprodukts) Seien a, b, c ∈ IR3 und λ, µ ∈
IR. Dann gelten

(a) a× b = −b× a , (b) a× a = 0 ,

(c) (λa+µb)×c = λa×c+µb×c , (d) a× (λb+ µc) = λa× b+ µa× c ,

(e) a×(b×c) = (a · c)b− (a · b)c , (f) (a× b) · c =

∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣
,

(g) Das von den Vektoren a und b aufgespannte Parallelogramm hat den Flächen-
inhalt |a× b|.4 2

Die Aussage (e) wird die Grassmann-Identität5 genannt. Mit · wurde wie üblich das
Skalarprodukt bezeichnet.

Sitzung 7.2 Derive kennt das Vektorprodukt a×b unter dem Namen CROSS(a,b).
Wir wollen die Aussagen aus Lemma 7.1 verifizieren. Dazu wählen wir zunächst
den Options Input Word Modus und erklären die drei Vektoren a:=[a1,a2,a3],
b:=[b1,b2,b3] sowie c:=[c1,c2,c3]. Wir erhalten:

Derive Eingabe Ausgabe

CROSS(a,b)+CROSS(b,a) [0, 0, 0] ,

CROSS(a,a) [0, 0, 0] ,

CROSS(l a+µ b,c)-CROSS(l a,c)-CROSS(µ b,c) [0, 0, 0] ,

CROSS(a,l b+µ c)-l CROSS(a,b)-µ CROSS(a,c) [0, 0, 0] ,

CROSS(a,CROSS(b,c))-(a . c) b+(a . b) c [0, 0, 0] ,

CROSS(a,b) . c-DET([[a1,b1,c1],[a2,b2,c2],[a3,b3,c3]]) 0 .

Wir behandeln nun Tangentialebene und Normalenvektor dreidimensionaler Flä-
chen.

Definition 7.5 (Tangentialebene und Normalenvektor dreidimensionaler
Flächen) Sei die Parameterdarstellung Φ : M → IR3, (u, v) 7→ Φ(u, v) einer
dreidimensionalen Fläche auf einer Jordan-meßbaren Menge M ⊂ IR2 erklärt, dann
heißen für festes v ∈ IR die Kurven u 7→ Φ(u, v) und für festes u ∈ IR die Kurven
v 7→ Φ(u, v) Koordinatenlinien von Φ, deren Tangentenvektoren durch Φu(u, v)
bzw. Φv(u, v) gegeben sind. Setzen wir voraus, daß diese für (u, v) ∈ M linear
unabhängig sind, so spannen sie die Tangentialebene an der Stelle Φ(u, v) auf. In
diesem Fall nennen wir Φ regulär. Gemäß Lemma 7.1 (f) steht der Vektor

n(u, v) :=
Φu(u, v) × Φv(u, v)

|Φu(u, v) × Φv(u, v)|
4Hier handelt es sich um eine mit der Elementargeometrie verträglichen Definition.
5Hermann Grassmann [1809–1877]
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senkrecht auf allen Punkten der Tangentialebene, und wir nennen n(u, v) den Nor-
maleneinheitsvektor von Φ an der Stelle Φ(u, v).

Beispiel 7.3 Die Koordinatenlinien der Kugeloberfläche, die mit Kugelkoordinaten
parametrisiert ist, also die Kurven mit konstantem ϕ bzw. θ, sind die Längen- bzw.
Breitengrade der Kugel. Diese sind bei Abbildung 2.2 auf S. 29 dargestellt. Ent-
sprechend sind bei derselben Abbildung die Koordinatenlinien des Zylindermantels
dargestellt.

Wir berechnen den Normaleneinheitsvektor der Kugeloberfläche. Wegen

Φ(ϕ, ϑ) := (R cosϕ cosϑ,R sinϕ cosϑ,R sinϑ)

gilt

Φϕ(ϕ, ϑ) = (−R sinϕ cosϑ,R cosϕ cosϑ, 0)

sowie

Φϑ(ϕ, ϑ) = (−R cosϕ sinϑ,−R sinϕ sinϑ,R cosϑ)

und folglich

Φϕ(ϕ, ϑ)×Φϑ(ϕ, ϑ) =
(
R2 cosϕ cos2 ϑ,R2 sinϕ cos2 ϑ,

R2 sin2 ϕ sinϑ cosϑ+R2 cos2 ϕ sinϑ cosϑ
)

= R2
(
cosϕ cos2 ϑ, sinϕ cos2 ϑ, sinϑ cosϑ

)

sowie

|Φϕ(ϕ, ϑ) × Φϑ(ϕ, ϑ)|2 = R4
(
cos2 ϕ cos4 ϑ+ sin2 ϕ cos4 ϑ+ sin2 ϑ cos2 ϑ

)

= R4 cos2 ϑ ,

also

n(ϕ, ϑ) = (cosϕ cosϑ, sinϕ cosϑ, sinϑ) =
Φ(ϕ, ϑ)

R
,

wie man elementargeometrisch erwarten würde. 4

Wir erklären nun in naheliegender Weise Flächeninhalte dreidimensionaler Flächen.

Definition 7.6 (Flächeninhalt dreidimensionaler Flächen) Ist Φ : M → IR3

eine Parameterdarstellung einer regulären dreidimensionalen Fläche, so erklären wir
durch ∫

M

|Φu(u, v) × Φv(u, v)| d(u, v)

den Flächeninhalt von Φ.
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Bemerkung 7.3 Die Definition ist verträglich mit Lemma 7.1 (g). Das von den
Vektoren a und b aufgespannte Parallelogramm hat nämlich die Parameterdarstel-
lung Φ : [0, 1]2 → IR3 mit Φ(u, v) = ua+ v b und somit den Flächeninhalt

A =

∫

[0,1]2

|Φu(u, v) × Φv(u, v)| d(u, v) =

∫

[0,1]2

|a× b| d(u, v) = |a× b| .

Ferner ist der Flächeninhalt einer Parameterdarstellung einer regulären Fläche in-
variant gegenüber Bewegungen und stimmt für ebene Flächen mit dem Jordanschen
Inhalt überein (s. Übungsaufgabe 7.6.)

Bemerkung 7.4 Genau wie wir gezeigt haben, daß die Kurvenlänge einer Kurve
unabhängig von der Wahl der Parameterdarstellung ist, kann man zeigen, daß der
Flächeninhalt einer dreidimensionalen Fläche unabhängig von der Wahl der Para-
meterdarstellung ist. Wir gehen auf diese Fragestellung aber hier nicht näher ein.

Beispiel 7.4 Wir berechnen den Flächeninhalt A der Kugeloberfläche. Wegen

|Φϕ(ϕ, ϑ) × Φϑ(ϕ, ϑ)| = R2 cosϑ

(s. Beispiel 7.3) bekommen wir

A =

∫

[0,2π]×[−π
2 , π

2 ]

|Φϕ(ϕ, ϑ)×Φϑ(ϕ, ϑ)| d(ϕ, ϑ) = R2

2π∫

0

π/2∫

−π/2

cosϑ dϑ dϕ = 4π R2 4 .

Schließlich werden wir nun – wie wir auch Integrale längs Kurven erklärt haben –
Oberflächenintegrale definieren.

Definition 7.7 (Oberflächenintegral) Ist Φ : M → IR3 eine Parameterdarstel-
lung einer regulären dreidimensionalen Fläche und f : Φ(M) → IR auf der Spur von
Φ erklärt, so nennen wir das Integral
∫

Φ(M)

f(x, y, z) do =

∫

Φ

f(x, y, z) do :=

∫

M

f(Φ(u, v)) |Φu(u, v) × Φv(u, v)| d(u, v)

das Oberflächenintegral von f über Φ, falls es existiert.

Beispiel 7.5 (Integral über Kugel- und Zylinderoberfläche) Wir bestim-

men das Oberflächenintegral der Funktion f(x, y, z) :=
√
x2 + y2 über der Kugel-

oberfläche. Ist Φ erneut die Parameterdarstellung der Kugeloberfläche, so bekom-
men wir wegen

f(r cosϕ cosϑ, r sinϕ cosϑ, r sinϑ) =
√

(R cosϕ cosϑ)2 + (R sinϕ cosϑ)2

= R cosϑ
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das Oberflächenintegral
∫

SR

f(x, y, z) do =

∫

[0,2π]×[−π
2 , π

2 ]

R cosϑ |Φϕ(ϕ, ϑ) × Φϑ(ϕ, ϑ)| d(ϕ, ϑ)

= R3

2π∫

0

π/2∫

−π/2

cos2 ϑ dϑ dϕ = 4π2R3 .

Das Oberflächenintegral O von f über die Zylinderoberfläche ∂Z(R, h1, h2) ergibt
sich als Summe der Integrale über den Zylindermantel und die beiden Deckel. Mit
den Bezeichnungen aus Beispiel 7.2 haben wir

f(Φ(ϕ, z)) = R ,

|Φϕ(ϕ, z) × Φz(ϕ, z)| = |(−R sinϕ,R cosϕ, 0) × (0, 0, 1)|
= |(R cosϕ,R sinϕ, 0)| = R

sowie

f(Φk(r, ϕ)) = r ,

|(Φk)r(r, ϕ)× (Φk)ϕ(r, ϕ)| = |(cosϕ, sinϕ, 0)× (−r sinϕ, r cosϕ, 0) = |(0, 0, r)| = r

und somit

O =

2π∫

0

h2∫

h1

R2 dz dϕ+ 2

R∫

0

2π∫

0

r2 dϕ dr = 2π R2 (h2 − h1) +
4π R3

3
.

Sitzung 7.3 Die Derive Funktion

OBERFLÄCHENINT(f,x,phi,bereich1,bereich2):=INT(INT(LIM(f,x,phi)*

ABS(CROSS(DIF(phi,ELEMENT(bereich1,1)),DIF(phi,ELEMENT(bereich2,1)))),

ELEMENT(bereich1,1),ELEMENT(bereich1,2),ELEMENT(bereich1,3)),

ELEMENT(bereich2,1),ELEMENT(bereich2,2),ELEMENT(bereich2,3)))

OFI(f,x,phi,bereich1,bereich2):=

OBERFLÄCHENINT(f,x,phi,bereich1,bereich2)

berechnet das Oberflächenintegral von f bzgl. der Variablen x über der durch die
Parameterdarstellung phi gegebenen Fläche. Hierbei sind bereich1=[u,u1,u2] und
bereich2=[v,v1,v2] die zwei Parameterbereiche der beiden Variablen u und v von
phi. Die Derive Funktion

OBERFLÄCHE(phi,bereich1,bereich2):=

OBERFLÄCHENINT(1,[x_,y_,z_],phi,bereich1,bereich2)

OF(phi,bereich1,bereich2):=OBERFLÄCHE(phi,bereich1,bereich2)
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berechnet somit den Flächeninhalt von phi. Für Kugelkoordinaten

kugel:=[r COS(φ) COS(θ),r SIN(φ) COS(θ),r SIN(θ)]

erhalten wir beispielsweise

Derive Eingabe Ausgabe6

OFI(1,[x,y,z],kugel,[φ,0,2 π],[θ,-π/2,π/2]) 4π r2 ,

OF(kugel,[φ,0,2 π],[θ,-π/2,π/2]) 4π r2 ,

OFI(x^2+y^2,[x,y,z],kugel,[φ,0,2 π],[θ,-π/2,π/2])
8π r4

3
,

OFI(SQRT(x^2+y^2),[x,y,z],kugel,[φ,0,2 π],[θ,-π/2,π/2]) π2 r3 ,

OFI(x^2+y^2+z^2,[x,y,z],kugel,[φ,0,2 π],[θ,-π/2,π/2]) 4π r4 ,

OFI(SQRT(x^2+y^2+z^2),[x,y,z],kugel,[φ,0,2 π],[θ,-π/2,π/2]) 4π r3 ,

und damit u. a. wieder die Ergebnisse aus den Beispielen 7.4–7.5.

Übungsaufgaben

7.33 Man erkläre die beiden Derive Funktionen NORMALENVEKTOR(phi,x)und
NORMALENEINHEITSVEKTOR(phi,x),die den Normalenvektor Φu(u, v)×Φv(u, v) bzw.
den zugehörigen Einheitsvektor der Parameterdarstellung Φ einer Fläche bzgl. der
Koordinaten x=[u,v] berechnen.

Man benutze diese Funktionen, um zu zeigen, daß die Längen- und Breitengra-
de der Kugel Orthogonaltrajektorien voneinander sind, d. h. generell aufeinander
senkrecht stehen. Für welche Parameterkonstellation ist die Kugeloberfläche nicht
regulär?

7.4◦ Man zeige, daß für eine explizit als Graph gegebene reguläre dreidimensionale
Fläche

Φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) = (u, v, f(u, v))

mit einer stetig differenzierbaren Funktion f : M → IR der Normaleneinheitsvektor
wegen

|Φu(u, v) × Φv(u, v)| =
√

1 + f2
u + f2

v

durch

n =
(−fu,−fv, 1)√

1 + f2
u + f2

v

gegeben ist. Berechne den Normaleneinheitsvektor der dreidimensionalen Kugel mit
dieser Formel.

6Wir haben r als positive Variable deklariert.
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7.5◦ Man zeige, daß für den Flächeninhalt A einer explizit als Graph mit einer ste-
tig differenzierbaren Funktion f : M → IR gegebenen regulären dreidimensionalen
Fläche

Φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) = (u, v, f(u, v))

die Beziehung

A =

∫

M

√
1 + f2

u + f2
v d(u, v)

gilt.

7.6 Man zeige, daß der Flächeninhalt einer Parameterdarstellung einer regulären
Fläche

(a) invariant gegenüber Bewegungen ist und

(b) für ebene Flächen mit dem Jordanschen Inhalt übereinstimmt.

7.73 (Torusoberfläche) Man berechne die Oberfläche des Torus (s. Übungsaufga-
be 6.24 und vgl. Übungsaufgabe I.11.42, S. I.326).

7.8 Seien f , g : B → IRn und ϕ : B → IRn differenzierbar in der offenen Teilmenge
B ⊂ IRn. Dann gelten die Beziehungen

(a) div (f + g) = div f + div g , (b) div (λf) = λ div f (λ ∈ IR) ,

(c) div (ϕ f) = ϕ div f + gradϕ · f .

7.9 (Rotationsflächen) Eine in der oberen Hälfte der xy-Ebene gelegene stück-
weise stetig differenzierbare Jordankurve γ : [a, b] → IR2 (γ = (ξ, η)) rotiere um die
x-Achse. Die entstehende Rotationsfläche hat den Flächeninhalt

2π

b∫

a

η(t)
√
ξ′2(t) + η′2(t) dt .

7.3 Der dreidimensionale Integralsatz von Gauß

So wie der zweidimensionale Gaußsche Integralsatz einen Zusammenhang zwischen
einem Integral über einen zweidimensionalen Bereich B ⊂ IR2 und einem Kurven-
integral längs der Randkurve ∂B herstellte, stellt der dreidimensionale Gaußsche
Integralsatz einen Zusammenhang her zwischen einem Integral über einen dreidi-
mensionalen Bereich B ⊂ IR3 und einem Oberflächenintegral über die Oberfläche
∂B von B.

Zur Formulierung brauchen wir den Begriff eines zulässigen Normalbereichs im
Dreidimensionalen.
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Definition 7.8 (Zulässiger Normalbereich) Eine Menge B ⊂ IR3 heißt zulässi-
ger Normalbereich in z-Richtung, falls eine Jordan-meßbare Menge M ⊂ IR2, die
von einer stückweise stetig differenzierbaren Kurve γ berandet sei, sowie zwei stetige
Funktionen ϕ1 und ϕ2 existieren mit ϕ1(x, y) ≤ ϕ2(x, y) ((x, y) ∈M) und

B =
{
(x, y, z) ∈ IR3

∣∣ (x, y) ∈M, ϕ1(x, y) ≤ z ≤ ϕ2(x, y)
}
.

Entsprechend werden zulässige Normalbereiche in x- bzw. y-Richtung erklärt. 4

ϕ1 ≡ 0

ϕ2(x, y)

Abbildung 7.2 Eine Halbkugel als zulässiger Normalbereich

Nun bekommen wir den

Satz 7.3 (Dreidimensionaler Gaußscher Integralsatz für Vektorfunktio-
nen) Sei f : B → IR3 eine stetig differenzierbare Vektorfunktion und sei B ein
zulässiger Normalbereich in alle drei Raum-Richtungen. Dann gilt die Integralfor-
mel ∫

B

div f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫

∂B

f(x, y, z) · n(x, y, z) do , (7.5)

wobei n den äußeren Normaleneinheitsvektor bezeichnet, d. h. n zeigt bzgl. B immer
nach außen.

Beweis: Wir nehmen uns zunächst die z-Ableitung von f3 vor und integrieren über B.
Der Bereich B ist nach Voraussetzung eine Zylindermenge bzgl. der z-Richtung, und wir
erhalten unter erneuter Verwendung des Hauptsatzes

∫

B

(f3)z(x, y, z) d(x, y, z) =

∫

M

ϕ2(x,y)∫

ϕ1(x,y)

(f3)z(x, y, z) dz d(x, y) (7.6)

=

∫

M

(
f3(x, y, ϕ2(x, y))−f3(x, y, ϕ1(x, y))

)
d(x, y) .

Wir wandeln nun dieses Integral in ein Flächenintegral um. Der Rand von B besteht in
der angenommenen Situation aus 3 Teilen: der Mantelfläche Φ sowie den beiden Deckeln

Φ1,2, die von ϕ1,2 erzeugt werden. Da die letzten beiden Flächen Graphen sind, sind
Normalenvektoren gemäß Übungsaufgabe 7.4 gegeben durch
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n = ∓ (−(ϕ1,2)x,−(ϕ1,2)y, 1)√
1 + (ϕ1,2)2x + (ϕ1,2)2y

.

Bei unserer Wahl des Vorzeichens zeigt n in beiden Fällen nach außen bzgl. B, da n3 > 0
für ϕ2 und n3 < 0 für ϕ1 gilt, und stellt somit den äußeren Normaleneinheitsvektor dar.

Weiter gilt (s. Übungsaufgabe 7.4)

|Φx(x, y) × Φy(x, y)| =
√

1 + (ϕ1,2)2x + (ϕ1,2)2y ,

so daß wir folglich für das Flächenintegral der Funktion f3 n3

∫

Φ1,2

f3(x, y, z)n3(x, y, z) do = ∓
∫

M

f3(x, y, ϕ1,2(x, y)) d(x, y)

erhalten.
Wir betrachten nun die Mantelfläche Φ. Für sie gilt die Parameterdarstellung

Φ(t, z) = (γ1(t), γ2(t), z) ,

und wegen

Φt(t, z) = (
.
γ 1(t),

.
γ 2(t), 0) sowie Φz(t, z) = (0, 0, 1)

also
Φt(t, z) × Φz(t, z) = 0 ,

und somit schließlich ∫

Φ

f3(x, y, z)n3(x, y, z) do = 0 .

Wir erhalten also insgesamt durch Addition der Oberflächenintegrale über den Mantel
sowie oberen und unteren Deckel7 mit Hilfe der Darstellung (7.6) die Relation

∫

B

(f3)z(x, y, z) d(x, y, z) =

∫

∂B

f3(x, y, z)n3(x, y, z) do ,

und da dieselbe Argumentation auch auf f1 sowie f2 angewandt werden kann, entsprechen-

de Aussagen für f1,2. Addiert man diese Gleichungen, erhält man (7.5). 2

Beispiel 7.6 (Greensche Formeln) Als Anwendung des Gaußschen Satzes leiten
wir die Greenschen8 Formeln her, die bei der Lösung der Laplaceschen Differential-
gleichung

∆f(x1, x2, . . . , xn) = 0 (7.7)

von großer Bedeutung sind. Lösungen der Laplaceschen Differentialgleichung heißen
harmonische Funktionen. Die Differentialgleichung (7.7) ist eine partielle Differen-
tialgleichung, da in ihr partielle Ableitungen auftreten.

7Man beachte, daß wir den Rand ∂B von B nun wieder als parametrisierte Oberfläche auffassen.
8George Green [1793–1841]
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Seien f, g : B → IR zweimal stetig differenzierbare reellwertigen Funktionen und
erfülle B die Voraussetzungen des Gaußschen Integralsatzes, so erhalten wir durch
Anwendung des Gaußschen Integralsatzes auf die Funktion F := g · grad f wegen

div (g · grad f) = div (g fx, g fy, g fz) =
∂

∂x
(g fx) +

∂

∂y
(g fy) +

∂

∂z
(g fz)

= gx fx + g fxx + gy fy + g fyy + gz fz + g fzz

= grad g · grad f + g∆f

die Beziehung
∫

B

(
g∆f + grad g · grad f

)
d(x, y, z) =

∫

∂B

g
∂f

∂n
do (7.8)

unter Verwendung der Richtungsableitung in Richtung n (s. Lemma 2.1), und durch
Addition der durch Vertauschen von f und g erhaltenen analogen Gleichung bekom-
men wir

∫

B

(
g∆f − f∆g

)
d(x, y, z) =

∫

∂B

(
g
∂f

∂n
− f

∂g

∂n

)
do . (7.9)

Die Gleichungen (7.8)–(7.9) nennt man die Greenschen Formeln.
Setzt man bei der ersten Greenschen Formel speziell g ≡ 1, so erhält man die

Gleichung
∫

B

∆f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫

∂B

∂f

∂n
do ,

welche bei der Untersuchung der Lösungen der Laplaceschen Differentialgleichung
Anwendung findet.

Übungsaufgaben

7.10 Man berechne div
(
(x2 + y2 + z2)m/2 (x, y, z)

)
.

7.11 Berechne mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes das Integral
∫

∂[0,1]3

(4xz,−y2, yz) · n do .

7.12 Sei f : B → IR3 harmonisch in einem zulässigen Normalbereich B, dann gilt
∫

∂B

f
∂f

∂n
do =

∫

B

| gradf |2 d(x, y, z) .
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7.4 Der Satz von Stokes

Während beim Gaußschen Satz mehrdimensionale Integrale durch Kurven- (im
Zweidimensionalen) bzw. Oberflächenintegrale (im Dreidimensionalen) ausgedrückt
wurden, werden beim Satz von Stokes Oberflächenintegrale durch Kurvenintegrale
über den Flächenrand dargestellt.

Hierzu führen wir den folgenden Differentialoperator ein.

Definition 7.9 (Rotation) Sei f : B → IR3 eine stetig differenzierbare vektor-
wertige Funktion des Gebiets B ⊂ IR3, dann heißt

rot f(x, y, z) :=

(
∂f3
∂y

− ∂f2
∂z

,
∂f1
∂z

− ∂f3
∂x

,
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)

die Rotation von f . Mit dem Nabla-Operator gilt die Schreibweise

rot f(x, y, z) = ∇× f(x, y, z) . 4

Die Rotation hat folgende Eigenschaften (Beweis s. Übungsaufgabe 7.13).

Lemma 7.2 (Eigenschaften der Rotation) Seien f , g : B → IR3 stetig differen-
zierbare vektorwertige Funktionen und ϕ : B → IR eine zweimal stetig differenzier-
bare reellwertige Funktion des Gebiets B ⊂ IR3, dann gilt

(a) rot (λf + µ g) = λ rotf + µ rot g (λ, µ ∈ IR),

(b) rot (gradϕ) = 0 . 2

Bemerkung 7.5 (Integrabilitätsbedingung) Gemäß (b) ist die Rotation eines
Gradientenfelds f = gradϕ immer Null.

Für n = 3 ist die Integrabilitätsbedingung ((x, y, z) = (x1, x2, x3))

(5.15)
∂

∂xj
fk(x) =

∂

∂xk
fj(x) (j, k = 1, . . . , 3)

offenbar genau dann erfüllt, wenn rotf = 0 ist, und Satz 5.9 kann man folglich auch
so formulieren, daß eine stetig differenzierbare Funktion f : B → IR3 eines Stern-
gebiets B ⊂ IR3 genau dann wegunabhängige Kurvenintegrale hat, wenn rotf = 0
ist.

Sitzung 7.4 Derive kennt die Rotation rotf (x) unter dem Namen CURL(f,x).
Erklären wir die willkürliche Funktion phi(x,y,z):=, so erhalten wir durch Ver-
einfachung des Ausdrucks CURL(GRAD(phi(x,y,z),[x,y,z]),[x,y,z]) wieder den
Nullvektor [0,0,0].9

Man kann weitere Identitäten mit Derive überprüfen (s. Übungsaufgaben 7.14–
7.15). Wir erklären die willkürlichen Funktionen F1, F2 und F3 sowie G1, G2 und G3

der drei Variablen x, y und z und benutzen die Abkürzungen

9Dies ist erst ab Version 2.56 der Fall, da bei früheren Versionen der Satz von Schwarz von
Derive nicht angewendet wird.
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f:=[F1(x,y,z),F2(x,y,z),F3(x,y,z)],
g:=[G1(x,y,z),G2(x,y,z),G3(x,y,z)] sowie
v:=[x,y,z].

Hiermit erhalten wir die Vereinfachungen

Derive Eingabe Derive Ausgabe

DIV(CURL(f,v),v) 0 ,

DIV(CROSS(f,g),v)-g . CURL(f,v)+f . CURL(g,v) 0 ,

CURL(CURL(f,v),v)-GRAD(DIV(f,v),v)+LAPLACIAN(f,v) [0, 0, 0] .

0 2π

π
2

ϕ

ϑ

M

γ=∂M

−→Φ

F

Γ=∂F=Φ◦γ

Abbildung 7.3 Die Parameterdarstellung einer Halbkugel

Hat die Parameterdarstellung Φ : M → IR3 einer Fläche einen zulässigen Normal-
bereich in u- sowie in v-Richtung als Parameterbereich M , und sind sowohl Φ als
auch γ = ∂M genügend oft differenzierbar, so hat die Spur von F eine Randkurve10

Γ = ∂F := Φ ◦ γ. Der folgende Satz von Stokes11 stellt einen Zusammenhang her
zwischen einem Oberflächenintegral über F und einem Kurvenintegral über ∂F .

Satz 7.4 (Stokesscher Integralsatz) Sei die vektorwertige Funktion f : D → IR3

in dem Gebiet D ⊂ IR3 stetig differenzierbar und liege die Spur F der zweimal ste-
tig differenzierbaren Fläche Φ : M → IR3 in D. Der Parameterbereich M sei ein
zulässiger Normalbereich in u- sowie in v-Richtung. Die Randkurve γ = ∂M des
Parameterbereichs sei eine geschlossene stückweise stetig differenzierbare Jordan-
kurve, so daß die Randkurve Γ = ∂F := Φ ◦ γ von F ebenfalls eine geschlossene
stückweise stetig differenzierbare Jordankurve ist.

Bezeichnet n = Φu × Φv/|Φu × Φv| die Normale auf F , so gilt
∫

F

rotf · n do =

∫

∂F

f(x) dx .

Beweis: Wir betrachten zunächst den ersten Term
∫
Γ

f1 dx der rechten Seite

10Man beachte, daß ∂F in diesem Zusammenhang wieder nicht den topologischen Rand von F
bezeichnet.

11George Gabriel Stokes [1819–1903]
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∫

∂F

f dx =

∫

Γ

f1 dx+

∫

Γ

f2 dx+

∫

Γ

f3 dz (7.10)

und drücken dieses Kurvenintegral als solches im Parameterbereich von Φ aus. Dazu be-
nutzen wir die Abkürzung p := f1 ◦ Φ, also

p(u, v) =
(
f1(Φ1(u, v),Φ2(u, v),Φ2(u, v))

)
,

und mit der Kettenregel erhalten wir

∫

Γ

f1(x, y, z) dx =

b∫

a

f1(Φ(γ(t)))
dΦ1(γ(t))

dt
dt =

b∫

a

p(γ(t))
dΦ1(γ(t))

dt
dt

=

b∫

a

p(γ(t))
(
∂Φ1

∂u
(γ(t))

.
γ 1(t) +

∂Φ1

∂v
(γ(t))

.
γ 2(t)

)
dt

=

∫

γ

(
p(u, v)

∂Φ1

∂u
(u, v) du+ p(u, v)

∂Φ1

∂v
(u, v) dv

)
.

Wenden wir nun den zweidimensionalen Gaußschen Integralsatz in seiner ersten Formulie-
rung (Satz 7.1) an, erhalten wir (f(u, v) := p(u, v) ∂Φ1

∂v
(u, v), g(u, v) := p(u, v) ∂Φ1

∂u
(u, v))

∫

Γ

f1(x, y, z) dx =

∫

M

(
∂

∂u

(
p(u, v)

∂Φ1

∂v
(u, v)

)
− ∂

∂v

(
p(u, v)

∂Φ1

∂u
(u, v)

))
d(u, v) .

Da nach Voraussetzung Φ zweimal stetig differenzierbar ist, folgt für den Integranden mit
dem Satz von Schwarz zusammen mit der Kettenregel

∂

∂u

(
p(u, v)

∂Φ1

∂v
(u, v)

)
− ∂

∂v

(
p(u, v)

∂Φ1

∂u
(u, v)

)

=
∂p

∂u

∂Φ1

∂v
+ p

∂2Φ1

∂v∂u
− ∂p

∂v

∂Φ1

∂u
− p

∂2Φ1

∂u∂v
=
∂p

∂u

∂Φ1

∂v
− ∂p

∂v

∂Φ1

∂u

=

(
∂f1
∂x

∂Φ1

∂u
+
∂f1
∂y

∂Φ2

∂u
+
∂f1
∂z

∂Φ3

∂u

)
∂Φ1

∂v
−
(
∂f1
∂x

∂Φ1

∂v
+
∂f1
∂y

∂Φ2

∂v
+
∂f1
∂z

∂Φ3

∂v

)
∂Φ1

∂u

=
∂f1
∂z

(
∂Φ3

∂u

∂Φ1

∂v
− ∂Φ3

∂v

∂Φ1

∂u

)
− ∂f1

∂y

(
∂Φ2

∂v

∂Φ1

∂u
− ∂Φ2

∂u

∂Φ1

∂v

)
.

Insgesamt erhalten wir also die Beziehung

∫

Γ

f1(x, y, z) dx =

∫

M

(
∂f1
∂z

(
∂Φ3

∂u

∂Φ1

∂v
− ∂Φ3

∂v

∂Φ1

∂u

)
− ∂f1
∂y

(
∂Φ2

∂v

∂Φ1

∂u
− ∂Φ2

∂u

∂Φ1

∂v

))
d(u, v) .

Addiert man dies zu den entsprechenden Gleichungen, die man für den zweiten bzw. dritten
Term von (7.10) erhält, bekommt man somit
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∫

Γ

f (x, y, z) dx =

∫

M

(
∂f1
∂z

(
∂Φ3

∂u

∂Φ1

∂v
− ∂Φ3

∂v

∂Φ1

∂u

)
− ∂f1

∂y

(
∂Φ2

∂v

∂Φ1

∂u
− ∂Φ2

∂u

∂Φ1

∂v

)

+
∂f2
∂x

(
∂Φ1

∂u

∂Φ2

∂v
− ∂Φ1

∂v

∂Φ2

∂u

)
− ∂f2

∂z

(
∂Φ3

∂v

∂Φ2

∂u
− ∂Φ3

∂u

∂Φ2

∂v

)

+
∂f3
∂y

(
∂Φ2

∂u

∂Φ3

∂v
− ∂Φ2

∂v

∂Φ3

∂u

)
− ∂f3
∂x

(
∂Φ1

∂v

∂Φ3

∂u
− ∂Φ1

∂u

∂Φ3

∂v

))
d(u, v)

=

∫

M

((
∂f3
∂y

− ∂f2
∂z

)(
∂Φ2

∂u

∂Φ3

∂v
− ∂Φ2

∂v

∂Φ3

∂u

)

+
(
∂f1
∂z

− ∂f3
∂x

)(
∂Φ3

∂u

∂Φ1

∂v
− ∂Φ3

∂v

∂Φ1

∂u

)

+

(
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)(
∂Φ1

∂u

∂Φ2

∂v
− ∂Φ1

∂v

∂Φ2

∂u

))
d(u, v)

=

∫

M

rotf ·
(
Φu × Φv

)
d(u, v) =

∫

F

rot f · n do . 2

Sitzung 7.5 Zur Berechnung der linken Seite beim Stokesschen Integralsatz ver-
wenden wir die Derive Funktion STOKESINTEGRAL(f,x,phi,bereich1,bereich2)

mit

STOKESINTEGRAL(f,x,phi,bereich1,bereich2):=

INT(INT(LIM(CURL(f,x),x,phi) .

CROSS(DIF(phi,ELEMENT(bereich1,1)),DIF(phi,ELEMENT(bereich2,1))),

ELEMENT(bereich1,1),ELEMENT(bereich1,2),ELEMENT(bereich1,3)),

ELEMENT(bereich2,1),ELEMENT(bereich2,2),ELEMENT(bereich2,3))

während wir zur Berechnung der rechten Seite die Funktion

KURVENINTEGRAL(f,x,g,t,a,b):=INT(LIM(f,x,g) . DIF(g,t),t,a,b)

aus Derive-Sitzung 5.4 benutzen.

Wir setzen nun

kugel:=[r COS(φ) COS(θ),r SIN(φ) COS(θ),r SIN(θ)],

kreis:=[r COS(φ),r SIN(φ),0] sowie

f:=[x^3,x y^4,z^3].

Für das Stokessche Oberflächenintegral

STOKESINTEGRAL(f,[x,y,z],kugel,[φ,0,2π],[θ,0,π/2])

über die obere Halbkugel mit Radius r bekommen wir dann den Wert

π r6

8
,

und auch das Stokessche Kurvenintegral

KURVENINTEGRAL(f,[x,y,z],kreis,φ,0,2π)

über die Randkurve der oberen Halbkugel liefert diesen Wert.
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Übungsaufgaben

7.13 Man zeige die Eigenschaften der Rotation aus Lemma 7.2.

7.14 Sind f , g : B → IR3 stetig differenzierbar in der offenen Teilmenge B ⊂ IR3,
so ist

(a) div (f × g) = g · rot f − f · rot g .

Ist ferner f zweimal stetig differenzierbar, so gilt

(b) div (rotf) = 0 .

7.15 Ist f :B→IR3 zweimal stetig differenzierbar in der offenen Teilmenge B⊂IR3,
so ist

rot (rotf) = grad (div f) − ∆f ,

wobei

∆f := (∆f1,∆f2,∆f3)

bezeichnet.

7.16? Man erkläre für stetig differenzierbare Funktionen f : B → IR2 (B ⊂ IR2)
eine Rotationsfunktion, die ebenfalls die Eigenschaften von Lemma 7.2 hat.

7.17 Man berechne das Integral
∫

F

rotf · n do

vom Stokesschen Typ für f(x, y, z) := (y ez, z ex, x ey) über die obere Halbkugel F
vom Radius r:

F :=
{
(x, y, z) ∈ IR3

∣∣ x2 + y2 + z2 = r2 , z ≥ 0
}
.
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Deutsche Übersetzung, Soft Warehouse GmbH Europe, Schloß Hagenberg,
A-4232 Hagenberg, Österreich.
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einer Präsentation aller gängigen Computeralgebrasysteme ist

[CA] Computeralgebra in Deutschland: Bestandsaufnahme, Möglichkeiten, Per-
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∈ (Element) I 1
⊂ (Teilmenge) I 1
⊃ (Obermenge) I 1
∪ (Vereinigung) I 1
:= (Definition) I 1
∩ (Durchschnitt) I 1
\ (Mengendifferenz) I 1
6∈ (nicht Element) I 1
∅ (leere Menge) I 1
⇔ (Äquivalenz) I 2
⇒ (Implikation) I 2
IIN0 (natürliche Zahlen) I 2
+ (Addition) I 2
· (Multiplikation) I 2
× (Produkt) I 2, I 37∑

(Summe) I 4
#n (Derive-Zeilennummer) I 6
n! (Fakultät) I 7
IIN (positive natürliche Zahlen) I 7∏

(Produkt) I 7(
n
k

)
(Binomialkoeffizient) I 8

kn (Potenz) I 9
− (Subtraktion) I 12, I 16
ZZ (ganze Zahlen) I 12
Q (rationale Zahlen) I 12
n
m

(Bruch) I 12
n/m (Division) I 12, I 16
n÷m (Division) I 12
IR (reelle Zahlen) I 13
=: (Definition) I 16
< (kleiner) I 16, I 17
> (größer) I 16
≤ (kleiner gleich) I 16
≥ (größer gleich) I 16
6= (ungleich) I 16
IR+ (positive reelle Zahlen) I 17
∞ (unendlich) I 18
|x| (Betrag) I 19, I 23√
x (Quadratwurzel) I 20

supM (Supremum) I 28
inf M (Infimum) I 28
maxM (Maximum) I 28
minM (Minimum) I 28⋂
k∈IIN

Mk (Durchschnitt) I 29

i, #i, ı̂ I 31, I 33
C (komplexe Zahlen) I 31
z (konjugiert komplexe Zahl) I 32
:= (Zuweisung bei Derive) I 33
A×B (Kreuzprodukt) I 37

An (Mengenprodukt) I 37
IRn (n-tupel reeller Zahlen) I 37
Cn (n-tupel komplexer Zahlen) I 37
IR2 (Paare reeller Zahlen) I 38
|x| (Betrag eines Vektors) I 40
IR1 (reelle Zahlen) I 41
|x+ iy| (Betrag einer komplexen Zahl) I 43
f(x) (Funktionswert) I 45
x 7→ f(x) (Funktion) I 45
f(D) (Wertebereich) I 45
f : D → IR (reelle Funktion) I 45
IR+

0 (nichtnegative reelle Zahlen) I 45
f : D →W (Funktion) I 75

f
∣∣
A

(Einschränkung) I 76
n
√
x (n. Wurzel) I 78

x
1
n (n. Wurzel) I 78

(an)n∈IIN (Folge) I 81
(an)n (Folge) I 81
[x] (Funktion des ganzzahligen Anteils) I 82,

I 154
lim

n→∞
(Grenzwert einer Folge) I 85

ex (Exponentialfunktion) I 119
e, #e, ê I 127
◦ (Gradsymbol) I 131
lim
x→ξ

(Grenzwert einer Funktion) I 142, I 151

x→ ξ− (linksseitiger Grenzwert) I 144
x ↑ ξ (linksseitiger Grenzwert) I 144
x→ ξ+ (rechtsseitiger Grenzwert) I 144
x ↓ ξ (rechtsseitiger Grenzwert) I 144
max (f, g) (Maximum zweier Funktionen) I 150
min (f, g) (Minimum zweier Funktionen) I 150
χ

M
(x) (Indikatorfunktion) I 152

:= (Zuweisung bei Derive) I 157
1
0

(Derive-Symbol complexinfinity) I 170
lim

x→±∞
(Grenzwert einer Funktion) I 170

∫
(Integralzeichen) I 188

≈ (ungefähr gleich) I 219
f ′(x) (Ableitung) I 230
df
dx

(Differentialquotient) I 230
.
s(t) (Zeitableitung) I 231
d

dx
(Differentialoperator) I 232

f ′′(x) (zweite Ableitung) I 243
f (n)(x) (n. Ableitung) I 244
f (0)(x) (0. Ableitung) I 257
lim sup
n→∞

(Limes superior) I 339

lim inf
n→∞

(Limes inferior) I 339
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|y − x| (euklidischer Abstand) 1
‖ ‖ (Norm) 2
IRn (euklidischer Raum) 3
B[a, b] (beschränkte Funktionen) 3
C[a, b] (stetige Funktionen) 3
R[a, b] (Riemann-integrierbare Funktionen) 3
l1 (Folgenraum) 3
Cn[a, b] (n-mal stetig differenzierbare

Funktionen) 4
B(a, r) (Kugel) 4
diamA (Durchmesser) 4
lim

n→∞
an (Grenzwert) 4

l2 (Hilbertscher Folgenraum) 7
A′ (Komplement einer Menge) 8
Ao (Inneres einer Menge) 8
∂A (Rand einer Menge) 8
A (Abschluß einer Menge) 8
lim
x→ξ

(Grenzwert) 12

‖A‖ (Matrixnorm) 17, 68, 71
o(x) (Landausches o-Symbol) 31
o(|x|n) (Landausches o-Symbol) 44
xT (transponierter Vektor) 45
detA (Determinante einer Matrix) 63
|A| (Determinante einer Matrix) 63
A−1 (inverse Matrix) 63
L(γ) (Kurvenlänge) 118
var (f, [a, b]) (Variation) 125
b∫

a

f(x) dγ(x) (Riemann-Stieltjes-Integral) 128

∫
Q

f(x) dx (Integral über Quader) 144

∫
B

f(x) dx (Integral über Jordan-meßbare

Menge) 150
|B| (Jordan-Inhalt) 150
|B|∗ (innerer Jordan-Inhalt) 152
|B|∗ (äußerer Jordan-Inhalt) 152

Griechische Buchstaben

∆ (Delta) I 49
Γ (Gamma) I 317
Ω (Omega) 158
Φ (Phi) 175
Ψ (Psi) 99
α (alpha) I 44
β (beta) I 115
χ (chi) I 152
δ (delta) I 142
ε (epsilon) I 82
η (eta) I 142
γ (gamma) I 311
λ (lambda) I 110
ω (omega) 93
π (pi) I 129, I 131, I 163
ϕ (phi) I 252
φ (phi) 24
ψ (psi) I 281
ρ (rho) I 337
σ (sigma) I 113
τ (tau) 114
θ (theta) 166
ϑ (theta) I 181
ξ (xi) I 142
ζ (zeta) I 336
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ALGEBRA-Fenster I 369
Arbeitsfläche I 360
Befehle und Menüs

Accuracy → Plot Options Accuracy I 154
Algebra I 5
Any → Manage Branch Any I 326
Approximate → Options Precision

Approximate I 163
approX I 20, I 362
Author I 5, I 361
Branch → Manage Branch I 283, I 326
Calculus I 10
Center → Plot Center I 61
Character → Options Input Character

I 50
Collect → Manage Collect I 177
COMMAND I 360
Complex → Factor Complex I 54, I 70, I 72
Declare I 24, I 26
Delete → Plot Delete I 372
Demo → Transfer Demo I 365
Differentiate → Calculus Differentiate

I 233, I 244
Digits → Options Precision Digits I 20
Domain → Declare Variable

Domain I 24, I 92
Expand I 24, I 54, I 61, I 364
Expand → Manage Exponential Expand

I 127
Expand → Manage Trigonometry Expand

I 131
Exponential → Manage Exponential I 127
Eye → Plot Eye I 373
Factor I 13, I 54, I 70, I 72, I 364
Function → Declare Function I 26, I 157
Grids → Plot Grids I 373
Input → Options Input I 50
Integrate → Calculus Integrate I 196,
I 227
Limit → Calculus Limit I 146
Load → Transfer Load I 7, I 73, I 368, 74
Logarithm → Manage Logarithm I 177
Merge → Transfer Merge I 7
Move → Plot Move I 61
Options I 361
Options → Plot Options I 154, I 370, 74
Ordering → Manage Ordering I 326
Overlay → Plot Overlay I 83, I 371
Plot I 83, I 371
Plot → Plot Plot I 371
Precision → Options Precision I 20,
I 163, I 361

Principal → Manage Branch Principal

I 283, I 326
Product → Calculus Product I 10, I 365
Quit I 6, I 360
raDical → Factor raDical I 54
Radix → Options Radix I 106
Rational → Factor Rational I 54
Real → Manage Branch Real I 283
Save → Transfer Save I 6
Scale → Plot Scale I 47, I 154, I 373
Simplify I 6, I 364
soLve I 23, I 64, I 369
State → Plot Options State 74
Substitute → Manage Substitute I 10
Sum → Calculus Sum I 10, I 365
Taylor → Calculus Taylor I 352
Ticks → Plot Ticks I 51, I 371
Transfer I 163
Trigonometry → Manage Trigonometry

I 131
Utility → Transfer Load Utility I 73,
I 368, 74
Variable → Declare Variable I 24
Word → Options Input Word I 50
Zoom → Plot Zoom I 47, I 61, I 372

benutzerdefinierte Funktionen
ARG(z) 40
BEST_INT_PARTIELL(ustrich,v,x,a,b) I 307
BEST_INT_SUBST(y,t,a,b,g,x_) I 297
BEST_INT_SUBST_INV(y,x,a,b,g,t) I 301
BINOMIAL(n,k) I 117
BISEKTION(f,x,a,b) I 163
COS1(x) I 133
DEFINITHEIT(a) 51
DIFF(f,x,n) I 244
DIFF1(f,x) I 236
DIFF2(f,x) I 236
DIFFERENZ(f,x,h,n) I 247
DIFF_LINKS(f,x,x0) I 238
DIFF_RECHTS(f,x,x0) I 238
DSOLVE1_SYSTEM_TAYLOR(f,t,y,t0,y0,n) 96
DSOLVE1_TAYLOR(f,x,y,x0,y0,n) 77
DSOLVE2_TAYLOR(f,x,y,u,x0,y0,y1,n) 104
DST(f,t,y,t0,y0,n) 96
EXTREMALTYP(f,x,x0) I 265
EXTREMWERTE(f,x,a,b) I 264
EXTREMWERTTEST(f,x,x0) 51
FIB1(n) I 354
FIB2(n) I 354
FIB3(n) I 354
FIBONACCI(k) I 117
FIXPUNKT(f,x,x0,n) 60
FIXPUNKT_GRAPH(f,x,x0,n) 62
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HESSEMATRIX(f,x) 26
HM(f,x) 26
HOSPITAL(f,g,x,x0) I 270
HOSPITAL_REKURSIV(f,g,x,x0) I 271–I 273
IMPLIZITE_ITERATION(f,x,y,xi,eta,n) 69
IMPLIZIT_TAYLOR(f,x,y,x0,y0,n) 57
INNENFLÄCHE(x,y,t,a,b) 125
INTEGRALTRAFO(f,x,phi,t,a,b) 166
INTEGRALTAYLOR(f,x,a,n) I 356
INTEGRAL_MWS_GRAPH(f,x,a,b) I 206
INTX_N(f,x,n) I 307
INT_N(f,x,n) I 307
INT_PARTIELL(ustrich,v,x) I 307
INT_SUBST(y,t,g,x_) I 297
INT_SUBST_INV(y,x,g,t) I 301
INVERSE(f,x,t) I 297
INVERSE_TAYLOR(g,y,x,n) 57
IST_PRIM(x) I 116
ITERATE_AUX(f,x,x0,n) I 277
ITERATIVTAYLOR(f,x,x0,m) 46
JACOBIMATRIX(f,x) 24
JM(f,x) 24
KI(f,x,g,t,a,b) 135
KONVERGENZRADIUS(a,k) I 338
KONVERGENZRADIUS2(a,k) I 347
KURVENINTEGRAL(f,x,g,t,a,b) 135, 189
LÄNGEKARTESISCH(g,t,a,b) 125
LÄNGEPARAMETER(g,t,a,b) 121
LÄNGEPOLAR(g,t,a,b) 125
LAGRANGE(a,x) I 58
LAPLACE(f,x) 30
LIM2(f,x,y,x0,y0) 20
LINKS(f,x,a,b,n) I 192
LINKS_GEOM(f,x,a,b,n) I 195
LP(g,t,a,b) 121
MAXRICHTUNG(f,x,a) 39
MITTELWERT(f,x,a,b) I 205
MR(f,x,a) 39
MULTINT(f,x,a,b) 148
MWS_GRAPH(f,x,a,b) I 262
NEWTON(f,x,x0) I 283
NEWTON(f,x,x0,n) I 276, I 277
NEWTONS(f,x,x0,n) I 275, I 285
NEWTON_GRAPH(f,x,x0,n) I 276, I 284
NORMALE(f,x,x0) 40
NORMALENEINHEITSVEKTOR(phi,x) 181
NORMALENVEKTOR(phi,x) 181
OBERFLÄCHE(phi,bereich1,bereich2) 180
OBERFLÄCHENINT(f,x,phi,bereich1,bereich2)

180
OF(phi,bereich1,bereich2) 180
OFI(f,x,phi,bereich1,bereich2) 180
PF(f,phi,a,b) 161
POLARFLÄCHE(f,phi,a,b) 161
POLYNOMINTERPOLATION(f,x,a) I 356
PRIMZAHLLISTE(x,n) I 167

PUNKTSTEIGUNGSFORM(x,m,x1,y1) I 51
QUOTIENTENKRITERIUM(a,k) I 112
RA(f,x,a,e) 39
RECHTS(f,x,a,b,n) I 192
RECHTS_GEOM(f,x,a,b,n) I 195
RICHTUNGSABLEITUNG(f,x,a,e) 39
ROTATIONSFLÄCHE(f,x,a,b) I 325
ROTATIONSVOLUMEN(f,x,a,b) I 323
SEKANTE(f,x,x1,x2) I 236
SEKANTENMETHODE(f,x,a,b) I 168
SEKTORFLÄCHE(x,y,t,a,b) 125
SIMPLIFY_MOD_2PI(f) I 186
SIMPLIFY_MOD_PI(f) I 186
SIMPSON(f,x,a,b,n) I 225
SIN1(x) I 133
SOLVE_SEPARABEL(f,h,x,y,xi,eta) 81
SS(f,h,x,yxi,eta) 81
STAMMFUNKTION(f,x,x0) 140
STIELTJES(f,g,x,a,b) 131
STOKESINTEGRAL(f,x,phi,bereich1,bereich2)

189
SUKZESSIVE_APPROXIMATION(f,x,y,x0,y0,n)

76
SUM_APPROX(a,k,k0,n) I 348
SYMMETRIE(f,x) I 116
TAN1(x) I 133
TANGENTE(f,x,x0) I 236
TANGENTIALEBENE(f,x,x0) 40, 46
TAYLORZWEI(f,x,x0) 46
TRAPEZ(f,x,a,b,n) I 220
TRAPEZ_GRAPH(f,x,a,b,n) I 223
UNTERMATRIX(a,n) 51
WURZELKRITERIUM(a,k) I 115
ZWEIPUNKTEFORM(x,x1,y,x2,y2) I 50

Demonstrationsdateien I 359, I 365
Funktionen

+, -, *, /, ^ I 5, I 362
:= I 33, I 157
. (Skalarprodukt) 39
ABS(x) I 23
ACOS(x) I 182
ACOSH(x) I 183
ACOT(x) I 182
ACOTH(x) I 183
AND I 270
ASIN(x) I 182
ASINH(x) I 183
ATAN(x) I 182
ATANH(x) I 183
CHI(a,x,b) I 153
COMB(n,k) I 9
CONJ(z) I 33
COS(x) I 131
COSH(x) I 140
COT(x) I 131
COTH(x) I 140
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DIMENSION(v) I 58, I 367
ELEMENT(v,k) I 58, I 367
EXP(x) I 127
FLOOR(x) I 154
IM(z) I 33
LIM(f,x,a) I 146
LIM(f,x,a,direction) I 153
NEWTONS(f,x,x0,n) 64
NEXT_PRIME(n) I 375
NTH_PRIME(k) I 368
PHASE(z) I 182
POLY_COEFF(f,x,k) I 73, I 356
RE(z) I 33
SIGN(x) I 23
SIN(x) I 131
SINH(x) I 140
SQRT(x) I 20
STEP(x) I 153
TAN(x) I 131
TANH(x) I 140

graphische Darstellungen I 370
dreidimensionale 49
von Parameterdarstellungen 112

Klammern I 363
Konstanten

#e I 127, I 362
#i I 33, I 362
deg I 131, I 363
inf I 87
pi I 129, I 131, I 362

mathematische Dateien I 359
Menüfläche I 360
Menüzeilen I 360
Mitteilungszeile I 360
numerische Berechnungen I 128, I 264, I 364
numerische Integration I 227
PLOT-Fenster I 369
Programmdateien I 359
Prozeduren

CHARPOLY(A,w) 106
CROSS(a,b) 177
CURL(f,x) 186
DIF(f,x) I 233, I 241
DIF(f,x,n) I 244
DIRECTION_FIELD(f,x,x0,xm,m,y,y0,yn,n)

74
DIV(f,x) 174
EIGENVALUES(A) 106
GRAD(f,[x,y,z]) 24
IF(condition,first,second,third) I 112
INT(f,x,a,b) I 196
ITERATE(f,x,x0,n) I 163, I 275
ITERATES(f,x,x0,n) I 163, I 275
LAPLACIAN(f,x) 174
POTENTIAL(f) 142
PRODUCT(f,k,m,n) I 10, I 365

SEPARABLE(f,h,x,y,x0,y0) 81
SUM(f,k,m,n) I 10, I 365
TAYLOR(f,x,a,n) I 352
VECTOR(f,k,m,n) I 24, I 367

Sitzungen 19, 23, 26, 39, 46, 51, 56, 60, 64, 69,
74, 76, 77, 81, 86, 89, 94, 100, 101, 104, 111,
121, 131, 134, 140, 147, 161, 166, 174, 177,
180, 186, 189

Statuszeile I 61, I 360
symbolische Berechnungen I 364
Utilities-Dateien

MISC.MTH I 73, I 356, I 368
ODE1.MTH 81
ODE_APPR.MTH 74
SOLVE.MTH 64
TAYLOR.MTH 57, 104

Vektoren I 367
Zentrierkreuz I 61
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Stichwortverzeichnis

abgeschlossene Kugel 4
abgeschlossene Menge 8
Ableitung

partielle 22
p-ter Ordnung 26

Richtungs- 38
totale 31

Abschluß einer Menge 8
Abstand, euklidischer 1
äquivalente Normen 7, 11
Äquivalenz von Parameterdarstellungen 116
Äquivalenzrelation 116
äußerer Jordan-Inhalt 152
äußerer Normaleneinheitsvektor 183
Algorithmus zur Bestimmung der Definitheit

einer Matrix 50
allgemeine Lösung einer Differentialgleichung

97
<ALT>F-Taste 24
<ALT>H-Taste 166
Anfangsbedingung einer Differentialgleichung

72
Anfangspunkt einer Parameterdarstellung 109
Anfangswertproblem

einer Differentialgleichung 73
stabiles Lösungsverhalten 79
stetige Abhängigkeit 79
unstabiles Lösungsverhalten 82

Ansatz für die Lösung einer
Differentialgleichung 73, 88

Approximation
durch das mehrdimensionale
Newton-Verfahren 63
durch Iteration 61
lineare 32
sukzessive 59
zweiter Ordnung 45

Approximierbarkeit, lineare 31
archimedische Spirale 112
ARG(z) 40
Argumentfunktion, stetige 70
Astroide 112

Banach, Stefan [1892–1945] 6
Banachraum 6
Banachscher Fixpunktsatz 58
beschränkte Folge in einem metrischen Raum 4
beschränkte Menge 4
Betragssummennorm 3
Bogenlänge 123

als Parameter 123
Richtungsintegral bzgl. der 172

Cauchy-Kriterium für gleichmäßige
Konvergenz 15

Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen
175

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 2, 157
Cauchyfolge 4
charakteristisches Polynom 98
CHARPOLY(A,w) 106
Connected Befehl → Plot Options State 74
CROSS(a,b) 177
CURL(f,x) 186

de Morgan, Augustus [1806–1871] 9
de Morgansche Formeln 9
Deckel

einer Zylindermenge 183
eines Zylinders 176

Definitheit einer Metrik 1
DEFINITHEIT(a) 51
Determinante

einer quadratischen Matrix (detA, |A|) 63
Wronski- 107

Differentialgleichung
-ssystem 92

entkoppeltes 94
allgemeine Lösung 97
Anfangsbedingung 72
Anfangswertproblem 73
Ansatz 73, 88
Bernoullische 91
Cauchy-Riemannsche ~n 175
charakteristisches Polynom 98
Eulersche 106

für homogene Funktionen 41
explizite 72
Fundamentalsystem 97
gewöhnliche 72
homogene 91
homogene lineare 87
inhomogene 88
Laplacesche 184
lineare 87
Lösung 72
Ordnung 72
partielle 41, 72, 184
Richtungsfeld 74
stabiles Lösungsverhalten 79
stetige Abhängigkeit 79
Trennung der Variablen 79
unstabiles Lösungsverhalten 82

Differenzierbarkeit
partielle 22
p-ter Ordnung 26
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stetige 22
totale 31

DIRECTION_FIELD(f,x,x0,xm,m,y,y0,yn,n) 74
Dirichlet-Menge 152
DIV(f,x) 174
divergente Folge in einem metrischen Raum 4
Divergenz einer Vektorfunktion 173
Divergenz-Operator 173
Doppelpunkt einer Parameterdarstellung 111
dreidimensionale Graphiken mit Derive 49
Dreiecksungleichung

für eine Metrik 1
für eine Norm 2

DSOLVE1_SYSTEM_TAYLOR(f,t,y,t0,y0,n) 96
DSOLVE1_TAYLOR(f,x,y,x0,y0,n) 77
DSOLVE2_TAYLOR(f,x,y,u,x0,y0,y1,n) 104
DST(f,t,y,t0,y0,n) 96
Durchmesser einer Menge 4

EIGENVALUES(A) 106
Eigenwert einer Matrix 105
einfach zusammenhängendes Gebiet 139
Einheitskugel 7
Einheitsmatrix 63
Ellipse 112, 158

-nkoordinaten 167
Ellipsoid 158, 167

-koordinaten 167
elliptisches Integral 122
Endpunkt einer Parameterdarstellung 109
entkoppeltes Differentialgleichungssystem 94
ε-Umgebung eines Punkts 4
euklidische Norm, n-dimensionale 3
euklidischer Abstand 1
euklidischer Raum, n-dimensionaler 3
Eulersche Beziehung für homogene Funktionen

41
Eulersche Summenformel 133
Existenz- und Eindeutigkeitssatz

für Differentialgleichungen höherer Ordnung
96
für Differentialgleichungssysteme 93
für explizite Differentialgleichungen 75
für lineare Differentialgleichungssysteme 93

explizite Differentialgleichung 72
Extremum, lokales 47
EXTREMWERTTEST(f,x,x0) 51

Fahrstrahl einer Kurve 124
Feinheit der Zerlegung eines Quaders 143
Fixpunkt einer Funktion 59
FIXPUNKT(f,x,x0,n) 60
FIXPUNKT_GRAPH(f,x,x0,n) 62
Fixpunktsatz, Banachscher 58
Fläche

-ninhalt

des Fahrstrahls einer Kurve 124
einer dreidimensionalen Fläche 178
eines Sektors 124

im IRn 175
Koordinatenlinien 177
Normaleneinheitsvektor 178
Oberflächenintegral 179
Parameterbereich 175
reguläre 177
Rotations- 182
Tangentialebene 177

Folge in einem metrischen Raum 4
Beschränktheit 4
Cauchy- 4
Divergenz 4
Grenzwert 4
Häufungspunkt 4
Konvergenz 4
Limes 4

Folgenkompaktheit 10
Folgenraum
l1 3
Hilbertscher (l2) 7

Formel
de Morgansche 9
Greensche 185
von Taylor 42

Frequenz einer Schwingung 106
Fubini, Guido [1879–1943] 146
Fubini, Satz von 146
Fundamentalsystem 97
Funktion

Fixpunkt 59
Gradient 23
Graph 16
Grenzwert 12
harmonische 184
homogene 41
kontrahierende 59
Koordinaten- 16
Limes 12
lokales Extremum 47
lokales Maximum 47
lokales Minimum 47
partielle 18
Stetigkeit 12

gleichmäßige 15
Lipschitz- 78

Unstetigkeit 12
Vektor- 16
vektorwertige 16

Gammafunktion 163
Gaußscher Integralsatz

dreidimensionaler 183
zweidimensionaler 171, 173
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Gebiet 135
einfach zusammenhängendes 139
sternförmiges 138

geschlossene Parameterdarstellung 109
gewöhnliche Differentialgleichung 72
gewichtete Maximumnorm 75
gleichmäßige

Konvergenz 15
Cauchy-Kriterium 15

Stetigkeit 15
GRAD(f,[x,y,z]) 24
Gradient einer Funktion 23
Gradienten-Operator 174
Gradientenfeld 135
Graph einer mehrdimensionalen Funktion 16
Grassmann, Hermann [1809–1877] 177
Green, George [1793–1841] 184
Greensche Formeln 185
Grenzfunktion, Stetigkeit der 15
Grenzwert einer Folge in einem metrischen

Raum 4
Grenzwert einer Funktion in einem metrischen

Raum 12

Häufungspunkt
einer Folge 4
einer Menge 10

harmonische Funktion 184
Hesse, Ludwig Otto [1811–1874] 25
Hessematrix 25
HESSEMATRIX(f,x) 26
Hilbert, David [1862–1943] 7
Hilbertscher Folgenraum (l2) 7
HM(f,x) 26
homogene Differentialgleichung 91
homogene Funktion 41
homogene lineare Differentialgleichung 87
Hyperbel 112
Hyperboloid 51
Hypozykloide 112

IMPLIZIT_TAYLOR(f,x,y,x0,y0,n) 57
implizite Funktionen, Satz über 53, 66
IMPLIZITE_ITERATION(f,x,y,xi,eta,n) 69
Inhalt, n-dimensionaler 143, 150
inhomogene Differentialgleichung 88
Innenfläche einer differenzierbaren Kurve 124
INNENFLÄCHE(x,y,t,a,b) 125
innerer Jordan-Inhalt 152
innerer Punkt 8
Inneres einer Menge 8
Integrabilitätsbedingung 138
Integral

-gleichung 74
-norm 3
über Quader

oberes 145
unteres 145

einer Funktion eines Quaders 144
elliptisches 122
oberes Riemann-Stieltjes- 129
unteres Riemann-Stieltjes- 129

Integralsatz
Gaußscher

dreidimensionaler 183
zweidimensionaler 171, 173

Stokesscher 187
INTEGRALTRAFO(f,x,phi,t,a,b) 166
Integrationsbereich 150
Integrierbarkeit

einer Funktion eines Quaders 144
Riemann-Stieltjes- 128

inverse Matrix 63
INVERSE_TAYLOR(g,y,x,n) 57
ITERATIVTAYLOR(f,x,x0,m) 46

Jacobi, Carl Gustav Jacob [1804–1851] 22
Jacobimatrix 22
JACOBIMATRIX(f,x) 24
JM(f,x) 24
Jordan, Camille [1839–1922] 111
Jordan-Inhalt
n-dimensionaler 150
äußerer 152
innerer 152

Jordan-meßbare Menge 150
Inhalt 150
Riemann-Integral 150
Volumen 150

Jordankurve 117
Jordansche Nullmenge 152
Jordansche Parameterdarstellung 111
Jordanscher Kurvensatz 124
Jordanzerlegung einer Funktion mit

beschränkter Variation 126

Kardioide 113
Kartesisches Blatt 113
KI(f,x,g,t,a,b) 135
Kompaktheit 10
Komplement einer Menge 8
Konchoide 113
kontrahierende Funktion 59
Konvergenz

gleichmäßige 15
im metrischen Raum 4

Koordinaten
Ellipsen- 167
Ellipsoid- 167
Kugel- 29, 163
Polar 70, 160
Torus- 168
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Zylinder- 29, 164
Koordinatenfunktion einer vektorwertigen

Funktion 16
Koordinatenlinien einer Fläche 177
Kreisbogenlänge 120
Kugel

abgeschlossene 4
Einheits- 7
Mittelpunkt 4
offene 4
Radius 4

Kugelkoordinaten 29, 163
Kugeloberfläche 176
Kurve

-nintegral 128, 133
bzgl. der Bogenlänge 172
einer reellwertigen Funktionen 169
wegunabhängiges 136

in IRn 117
Jordan- 117
Jordanscher ~nsatz 124
Länge 118
Parameterdarstellung 109
Rektifizierbarkeit 118

KURVENINTEGRAL(f,x,g,t,a,b) 135, 189

Länge
einer Kurve 118
eines Kreisbogens 120

LÄNGEKARTESISCH(g,t,a,b) 125
LÄNGEPARAMETER(g,t,a,b) 121
LÄNGEPOLAR(g,t,a,b) 125
Landau, Edmund [1877–1938] 31
Landausches o-Symbol 31, 44
LAPLACE(f,x) 30
Laplace-Operator 30, 174
Laplacesche Differentialgleichung 184
LAPLACIAN(f,x) 174
Leibniz, Sektorformel 124
Lemniskate 113
LIM2(f,x,y,x0,y0) 20
Limes

einer Folge in einem metrischen Raum 4
einer Funktion in einem metrischen Raum
12

Lindelöf, Ernst [1870–1946] 58
lineare Approximation 32
lineare Approximierbarkeit 31
lineare Differentialgleichung 87
linearer Raum 2
Lipschitz, Rudolf [1832–1903] 76
Lipschitz-stetige Funktion 78
Lipschitzbedingung 76
Lissajous, J. A. [1822–1880] 112
Load Menü → Transfer Load 74
Lösung einer Differentialgleichung 72

Lösungsfundamentalsystem 97
logarithmische Spirale 113
lokales Extremum 47
lokales Maximum 47
lokales Minimum 47
LP(g,t,a,b) 121

Majorantenkriterium von Weierstraß 16
Mantelfläche 183
Matrix

Eigenwert 105
Hesse- 25
Inverse 63
Jacobi- 22
Wronski- 101

Matrixnorm (‖A‖) 17, 68, 71
Maximum, lokales 47
Maximumnorm 3

gewichtete 75
MAXRICHTUNG(f,x,a) 39
mehrdimensionales Newton-Verfahren 63
Menge

abgeschlossene 8
Abschluß 8
beschränkte 4
Dirichlet- 152
Durchmesser 4
Häufungspunkt 10
innerer Punkt 8
Inneres 8
Jordan-meßbare 150
Jordansche Null- 152
Komplement 8
offene 8
Rand 8
Randpunkt 8
unbeschränkte 4

Metrik 1
Definitheit 1
Dreiecksungleichung 1
Symmetrieeigenschaft 1

metrischer Raum 2
Vollständigkeit 6

Minimum, lokales 47
Mittelpunkt einer Kugel 4
Mittelwertsatz

für Riemann-Integrale 132
Mittelwertsatz der mehrdimensionalen

Differentialrechnung 62
de Morgansche Formeln 9
Morgan, Augustus de [1806–1871] 9
MR(f,x,a) 39
Multiindex 41

Ordnung 41
MULTINT(f,x,a,b) 148
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Nabla-Operator 173
n-dimensionale euklidische Norm 3
n-dimensionaler Quader 5
n-dimensionaler euklidischer Raum 3
Neil, William [1637–1670] 112
Neilsche Parabel 112
Newton-Verfahren, mehrdimensionales 63
NEWTONS(f,x,x0,n) 64
Niveaufläche 40
Norm 2

Äquivalenz 7, 11
Betragssummen- 3
Dreiecksungleichung 2
Eigenschaften 2
Integral- 3
Maximum- 3
Supremums- 3

Normalbereich 156
zulässiger

in IR2 170
in IR3 183

Normale 35
NORMALE(f,x,x0) 40
NORMALENEINHEITSVEKTOR(phi,x) 181
Normaleneinheitsvektor 172

einer Fläche 178
äußerer 183

NORMALENVEKTOR(phi,x) 181
normierter Raum 2
Nullmenge, Jordansche 152

Ω (Omega) 158
ω (omega) 93
obere Riemann-Stieltjes-Summe 129
obere Riemann-Summe 144
oberes Integral über Quader 145
oberes Riemann-Stieltjes-Integral 129
Oberflächenintegral 179
OBERFLÄCHE(phi,bereich1,bereich2) 180
OBERFLÄCHENINT(f,x,phi,bereich1,bereich2)

180
ODE1.MTH 81
ODE_APPR.MTH 74
OF(phi,bereich1,bereich2) 180
offene Kugel 4
offene Menge 8
OFI(f,x,phi,bereich1,bereich2) 180
Operator 67

Divergenz- 173
Gradienten- 174
Laplace- 30, 174
Nabla- 173
Rotation- 186

Options Menü → Plot Options 74
Ordinatenmenge 155
Ordnung

einer Differentialgleichung 72
eines Multiindex 41

Orientierung, positive 170
Orthogonaltrajektorien 84

Parabel, Neilsche 112
Paraboloid 49, 51
Parameter einer Parameterdarstellung 109
Parameterbereich der Parameterdarstellung

einer Fläche 175
Parameterdarstellung

Äquivalenz 116
Doppelpunkt 111
einer Fläche 175
einer Kurve 109
Jordansche 111
regulärer Punkt 113
singulärer Punkt 113
Tangenteneinheitsvektor 113
Tangentialvektor 113

Parametertransformation 116
partielle Ableitung 22
p-ter Ordnung 26
zweite 25

partielle Differentialgleichung 41, 72, 184
partielle Differenzierbarkeit 22
p-ter Ordnung 26
stetige 22
zweiter Ordnung 25

partielle Funktion 18
Peano, Giuseppe [1858–1932] 111
PF(f,phi,a,b) 161
Φ (Phi) 175
φ (phi) 24

Picard,Émile [1856–1941] 58
Plot Options Menü 74
POLARFLÄCHE(f,phi,a,b) 161
Polarkoordinaten 70, 160
positive Orientierung 170
Potential 135
POTENTIAL(f) 142
Ψ (Psi) 99
punktierte Umgebung 12

Quader 5
Zerlegung 143

Quadriken 49

RA(f,x,a,e) 39
Radius einer Kugel 4
Rand einer Menge 8
Randpunkt einer Menge 8
Raum
n-dimensionaler euklidischer 3
Banach- 6
linearer 2
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metrischer 2
Vollständigkeit 6

normierter 2
reguläre Fläche 177
regulärer Punkt einer Parameterdarstellung

113
Rektifizierbarkeit einer Kurve 118
Richtungsableitung 38
RICHTUNGSABLEITUNG(f,x,a,e) 39
Richtungsfeld einer Differentialgleichung 74
Richtungsintegral 172
Riemann

-Integral über einer Jordan-meßbaren
Menge 150
-Integral einer Funktion eines Quaders 144
-Stieltjes-Integral 128

oberes 129
unteres 129

-Stieltjes-Summe 128
obere 129
untere 129

-Summe
obere 144
untere 144

Rotation-Operator 186
Rotationsfläche 182

Sattelfläche 50
Satz

über die Umkehrfunktion 70
über implizite Funktionen 66

für zwei Variablen 53
Banachscher Fixpunkt- 58
Mittelwert~ der mehrdimensionalen
Differentialrechnung 62
von Fubini 146
von Schwarz 27
von Taylor 42

Schraubenlinie 110
Schwarz, Hermann Amandus [1843–1921] 27
Schwingung 106
Sektorfläche 124
SEKTORFLÄCHE(x,y,t,a,b) 125
Sektorformel von Leibniz 124
SEPARABLE(f,h,x,y,x0,y0) 81
singulärer Punkt einer Parameterdarstellung

113
SOLVE.MTH 64
SOLVE_SEPARABEL(f,h,x,y,xi,eta) 81
Sphäre 4
Spirale

archimedische 112
logarithmische 113

Spur einer Parameterdarstellung 109
SS(f,h,x,y,xi,eta) 81

stabiles Lösungsverhalten von
Anfangswertproblemen 79

Stammfunktion 135
STAMMFUNKTION(f,x,x0) 140
State Menü → Plot Options State 74
sternförmiges Gebiet 138
stetige Abhängigkeit der Lösung von

Anfangswertproblemen 79
stetige Argumentfunktion 70
Stetigkeit

der Grenzfunktion bei Funktionenfolgen 15
einer Funktion 12

gleichmäßige 15
Lipschitz- 78

STIELTJES(f,g,x,a,b) 131
Stieltjes, Thomas Jan [1856–1894] 128
Stokes, George Gabriel [1819–1903] 187
STOKESINTEGRAL(f,x,phi,bereich1,bereich2)

189
Stokesscher Integralsatz 187
Substitutionsformel

für mehrdimensionale Integrale 159
mit Kugelkoordinaten 164
mit Polarkoordinaten 161
mit Zylinderkoordinaten 164

sukzessive Approximation 59
SUKZESSIVE_APPROXIMATION(f,x,y,x0,y0,n)

76
Summenformel, Eulersche 133
Supremumsnorm 3
Symmetrieeigenschaft einer Metrik 1

τ (tau) 114
Tangenteneinheitsvektor 113
Tangential(hyper)ebene 35
Tangentialebene einer Fläche 177
TANGENTIALEBENE(f,x,x0) 40, 46
Tangentialvektor einer Parameterdarstellung

113
Taste

<ALT>F 24
<ALT>H 166

Taylorformel 42
TAYLOR.MTH 57, 104
TAYLORZWEI(f,x,x0) 46
θ (theta) 166
Torus

-koordinaten 168
-oberfläche 182
-volumen 168

totale Differenzierbarkeit 31
Totalvariation einer Funktion 126
Transfer Load Menü 74
Transformationssatz für mehrdimensionale

Integrale 159
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transponierter Vektor (xT ) 45
Trennung der Variablen 79
Treppenfunktion 146

Umgebung eines Punkts 4
ε- 4
punktierte 12

Umkehrfunktion, Satz über die 70
unbeschränkte Menge 4
Ungleichung, Cauchy-Schwarzsche 2, 157
unstabile Lösungen von Anfangswertproblemen

82
Unstetigkeit einer Funktion 12
untere Riemann-Stieltjes-Summe 129
untere Riemann-Summe 144
unteres Integral über Quader 145
unteres Riemann-Stieltjes-Integral 129
UNTERMATRIX(a,n) 51
Utility Befehl → Transfer Load Utility 74

Variablen einer mehrdimensionalen Funktion
16

Variation der Konstanten 88
Variation einer Funktion 126
Vektorfeld 74
Vektorfunktion 16
Vektorprodukt zweier Vektoren 176

vektorwertige Funktion 16
Verteilungsfunktion 128
vollständiger metrischer Raum 6
Volumen, n-dimensionales 143

Weg 109
wegunabhängiges Kurvenintegral 136
Weierstraßsches Majorantenkriterium 16
Wronski, Josef-Maria [1778–1853] 101
Wronski-Determinante 107
Wronski-Matrix 101

Zerlegung
eines Quaders 143

Feinheit 143
Zwischenvektor 144

Zissoide 113
zulässiger Normalbereich

in IR2 170
in IR3 183

Zwischenvektor bei der Zerlegung eines
Quaders 144

Zykloide 111, 113
Zylinderdeckel 176
Zylinderkoordinaten 29, 164
Zylindermantel 176
Zylindermenge 155


