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I. Einführung 

Extrempunkte 

Sei A die Familie der analytischen Funktionen der Einheitskreis- 

scheibe ID . Versehen mit der Topologie der lokal gleich- 

mäßigen Konvergenz ist A ein metrisierbarer lokal-konvexer 

Vektorraum. 

Topologische Begriffe wie Grenzwert, Stetigkeit oder Kompakt- 

heit beziehen sich immer auf diese Topologie. 

Eine abgeschlossene Teilmenge F von A ist genau dann kom- 

pakt, wenn sie lokal gleichmäßig beschränkt ist. Die abge- - 
schlossene konvexe Hülle CO F einer kompakten Menge F ist 

somit ebenfalls kompakt. 

Als Extrempunkt einer Teilmenge F eines Vektorraums wird ein 

Punkt bezeichnet, der sich nicht konvex mittels anderer Punkte 

aus F darstellen läßt. Mit EF bezeichnen wir die Menge 

der Extrempunkte von F . In lokal-konvexen Räumen besagt der 

Satz von ~rexn-~il'man, daß die Extrempunkte einer kompakten 

Menge die abgeschlossene konvexe HUlle aufspannen, also 
7 

CO EF = CO F . 
Ist auch F kompakt - also innerhalb A immer bereits, - 
wenn F kompakt ist - liegen die Extrempunkte von CO F alle 

in F . 
Eine Vertiefung des Satzes von ~rexn-~il'man stellt der Satz 

von Choquet dar, der für metrisierbare Räume gilt (siehe dazu 

auch im funktionalanalytischen Anhang). Die Darstellbarkeit 

der Punkteeiner kompakten konvexen Menge mit Hilfe der Extrem- 
punkte läuft im metrisierbaren Fall auf eine Integraldarstel- 

lung mit Wahrschei?lichkeitsmaßen hinaus, deren Träger die 
Menge der Extrempunkte ist. 

Als Beispiel für die vorliegende Situation dient die Familie 

der Funktionen mit positivem Realteil. 

Die Formel von Herglotz, die er 1911 [221 ermittelte, besagt, 



daß jede Funktion p aus P eine Darstellung der Form 

hat, wobei ein Borelsches Wahrscheinlichkeitsmaß über X 

ist. 

Es zeigtsich,daß die Extrempunkte von P 

die Kernfunktionen sind,und wegen der Parametrisierung von EP 

über X liegt eine Integraldarstellung über X vor. Wegen 

des Satzes von Choquet sind (2) und (3) äquivalent. Für die 

Details der Anwendung der Sätze von ~rexn-~il' man und Choquet 

sei auf die Darstellungen in Brickman, MacGregor und Wilken [9], 

Clunie [ 1 2 1 ,  Phelps [ 3 4 ]  und Schober [40] verwiesen. 

Stützpunkte 

Extrempunkte sind deshalb von besonderer Bedeutung, weil unter den 
Lösungen eines linearen Extremalproblems stets ein Extrem~unkt ist- 

. Sei A '  der Dualraum von A , d.h. der Raum der stetigen line- 
aren Funktionale in A . 
ist L E A' , so heißt f E F S t i i t z p u n k t  b e z U g Z i c h  L von F ,  

wenn (Re Lf 2 Re Lg für alle g E F) und L nicht konstant 

in F ist. 

Ist E der einzige Stützpunkt bzgl. L , so nennen wir ihn 
e x p o n i e r t .  
Die Menge der Stützpunkte bzgl. L von F bezeichnen wir mit 

SptLF , die Menge aller Stützpunkte in F mit Spt F und die 

Menge der exponierten Punkte mit Exp F . 
Ein Extrempunkt ist nicht notwendigerweise ein Stützpunkt, und 

umgekehrt weiß man im allgemeinen nicht, ob alle Stützpunkte extrem 

sind. Lediglich zwei Feststellungen gelten für eine kompakte Fa- 

milie F . Erstens gibt es zu jedem nicht konstanten Funktional 

L E A '  einen Stützpunkt, der in E= F liegt, und zweitens liegt 



jeder exponierte Punkt auch in E= F . 

Im Anhang sind weitere Aussagen zusammengetragen, die inner- 

halb dieser Arbeit wesentlich benutzt werden. 

Definition der betrachteten Funktionenfamilien 

Wir betrachten hier vor allem Familien nicht-verschwindender 

Funktionen, das sind Teilmengen von 

Die Familie So der schlichten No-Funktionen wurde von Duren 

und Schober 1141-1151, Hamilton L201 u.a. untersucht. Davor 

waren hauptsächlich Familien der Normierungsklasse 

untersucht worden. Insbesondere fiir Familien, die fiber beson- 

dere geometrische Eigenschaften des Bildgebiets definiert werden, 

sind in den siebziger Jahren viele Ergebnisse zustande gekommen. 

Wir betrachten folgende Funktionenfamilien: 

(6) S*:= {f E A I f schlicht) , 

( 7 )  K*:= {f E S* I f D  konvex) , 

( 8 )  sta*:= {f E C*  I 'f ]D sternförmig bezüglich a) , 

(siehe dazu die analytische Definition von Kaplan [241 und 

die geometrische Beschreibung von Biernacki [ 3 ]  und Lewandowski 

[271-1281) 
In Verallgemeinerung dazu betrachten wir auch die (für ß > 1  

nicht nur aus schlichten Funktionen bestehenden) Familien 



für ein ß E [O,w[  (siehe dazu die geometrische Beschreibung für 

B E [O,l] von Pommerenke [36] und Reade 1371) . 
Bekannte Teilmengen von C*(B) sind die Familien von Funktionen 

beschränkter Randdrehung 

(12) V*(k):= {f E A I Randdrehung von f D S kr) 

für ein k E [2,-[ (siehe dazu die Arbeit von Paatero [31]), 

für die gilt 

(siehe 2.B. Schober [401, S. 24). 

Eine nicht uninteressante (durch die asymmetrische Definition 

etwas aus dem Rahmen fallende) Familie ist 

(14) KI*:= {f E C* I f lD konvex in Richtung der imaginären ~chse) 

(siehe Robertson [ 381 ) . 
Die Notation F:= F* n N für ein F* der obigen Liste liefert 

uns die wohlbekannten normierten Funktionenfamilien. 

Die Familie S ist schon vielfältig auf Extremalprobleme hin 

untersucht worden; vor allem diesen Ergebnissen sind die 

Monographien von Duren [ 1 3 1 , Pommerenke [ 35 I und Schober '[ 40 ] 
gewidmet. 

Alle oben definierten normierten Familien sind kompakt,und so- 

mit hat jedes stetige Extremalproblem eine Lösung. Die Extrem- 

punkte der abgeschlossenen konvexen Hüllen enthalten Lösungen 

für jedes ~xtremalproblem bzgl. eines stetigen linearen Funktionals. 

Folgende Ergebnisse wurden in den Arbeiten von Brickman, 

MacGregorundWilken (BMW) [9], Brannan, Clunie und Kirwan 

(BCK) [4 I , Grassmann, Hengartner und Schober (GHS) [ 17 1 , 
Hengartner, Pluger und Schober (HPS) [ 2 1 ] ,  ~ornblower und 

Wilken [23] erarbeitet. 



Wir vereinbaren die Bezeichnungen X und Y für die Einheits- 
kreislinien der X- bzw. y-Ebene. 

z 
(15) E= K = Spt K = Exp K = {flf(z) = - 1 -xz r X €'X) , 

(16) E= stO = Spt stO = Exp stO = {flf(z) = Z 
2 , x E ~ } .  

(1 -xz) 

(17) ~ c o C = S p t C = E x p C =  

= {f E N I fl(z) = (l+XZ) , X E X , y E Y , X * -yl . 
(1-yz) 

3 

Ferner gilt für a 2 2: C 

Wir werden hier Familien der Form F := F* n No betrachten, und es 
0 

- scheint zunächst naheliegend, daß es möglich sein müßte, von 
den entsprechenden Ergebnissen der bzgl. N normierten Familien 

zu Ergebnissen über Extrem- oder Stützpunkte zu kommen. 

Aber in beiden Fällen scheitert diese Vorgehensweise an der 

Tatsache, daß für f E No der Wert f l ( 0 )  variabel ist. 

Wir werden hier zu Ergebnissen auf direktem Weg gelangen, und 

wir werden sehen, daß sie sich nahezu rein geometrisch ablei- 

ten lassen, im Gegensatz zu den analytischen Beweisfuhrungen 

bei den N-Familien. 

Die beiden Normierungen sind'in bezug auf die Geometrie auch 

von grundsätzlichem Unterschied: Funktionen entspre- 

chen Gebieten G mit der einfachen geometrischen Eigenschaft 

~ E G  und O 4 G .  
' 4 



Die Klasse N wurde durch eine analytische Normierung erklärt, 

die nicht eine unmittelbare geometrische Deutung zuläßt. 

Bei der Lösung konkreter Extremalprobleme in dieser Arbeit gehen 

wir konstruktiv vor. Die Resultate sind daher alle scharf, und 

die Extremalfunktionen sind der jeweiligen Konstruktion zu ent- 

nehmen und werden in der Formulierung der Sätze nicht explizit 

aufgeführt. 



1I.Maximale Extrem- und Stützpunkte 

Subordination 

Wir betrachten noch einmal das Beispiel P . 
Der Satz von Hergiotz besagt (siehe BMW [9], Th- 1, Clunie 1121,S0138) 

und es liegt die Frage nahe, welche Bedeutung die beiden Inklusionen 

EP c E und E c EP besitzen. 

Wir werden zeigen, daß aus geometrischen Gründen die Aussage 

zwingend und sozusagen a priori gültig ist. Die eigentliche 

Tiefe des Herglotzschen Satzes liegt in der Beziehung 

d.h. der Aussage, daß weitere Extrempunkte nicht existieren. 

Relation (2) wurde mit analytischen Methoden von Hallenbeck 

und MacGregor (HM) [ 1 8 ] ,  Theorem 6, in einem allgemeineren Kon- 

zept gezeigt, da P eine Subordinationseigenschaft besitzt. 

Wir gehen einen anderen Weg, gehen von der Geometrie aus und 

erhalten allgemeinere Resultate. Auch wir benötigen dazu we- 

sentlich den Begriff der Subordination. 

Definition 

Sei B:= {w E ~lw(0) = 0, Iwl < 11. 

Sind f, g E A ,  dann heißt f subordiniert zu g oder 

f c g :- 3w E B (f = gow) . 

Geometrisch bedeutet der Begriff der Subordination für eine 
schlichte Funktion g , daß das Bildgebiet von f im Bild- 

gebiet von g enthalten ist. 



Automatisch gilt dies dann auch für die Bilder von Kreisscheiben 
um den Ursprung mit einem Radius kleiner als 1 als Folge des 

Schwarzschen Lemmas. 

Weitere Eigenschaften der Subordination sind 2.B. in jeder der Mono- 

graphien [13], [35], [401 zu finden. 

Subordinationshalbordnung und subordinationsinvariante Familien 

Die Menge (No,<) ist halbgeordnet, sofern wir in naheliegender 

Weise Äquivalenzklassen von zueinander gegenseitig subordinier- 

ten Funktionen betrachten, also alle Funktionen mit derselben 

Riemannschen Bildfläche zusammenfassen. Die Äquivalenzklassen 

sind die Mengen 

Mit Max F bezeichnen.wir die in F liegenden maximalen Ele- 

mente von F .  bezilglich < . 
Wir betrachten nun spezielle Familien. 

Definition. 

Für F A heißt Sub F:= {glg < f ,  f E F) die s u b o r d i n a t i o n s -  
i n v a r i a n t e  HüZZe von F . Falls F = Sub F ist, nennen wir F 

subordinations&nvariant. 

Es ist offenbar, daß die subordinationsinvariante Hülle einer 

kompakten Familie F von deren maximalen Elementen erzeugt 

wird, also: 

Lemma 1. 

F c No kompakt * Sub F = Sub Max F . 
(siehe auch Brickman und Wilken (BW) [ 101, Theorem 1 ) . 
Ebenso läßt sich ohne großen Aufwand eine weitere Aussage bewei- 

sen. 

Dazu definieren wir einen auch später häufig gebrauchten Be- 

griff. 



Definition. 

Die Familie F c A heißt drehungsinvariant, wenn sie mit je- 

dem Element f dessen Äquivalenzklasse [ £ ]  enthält (s. auch 

BW E l O I ) .  

Lemma 2. 

F c No kompakt 4 Max F c Max Sub F 

mit Gleichheit genau dann, wenn Max F drehungsinvariant ist. 

Außerdem gelten folgende Aussagen: 

Lemma 3. 

(a) Eine subordinationsinvariante Familie ist drehungsinvariant. 

(b) F drehungsinvariant * Max F drehungsinvariant. 

Die extremale Subordinationseigenschaft 

Wir werden nun zeigen, daß zwischen linearen Extremalproblemen 

und der Subordinationshalbordnung ein Zusammenhang besteht. 

(Diesen Zusammenhang vermutet man 2.B. bei der Betrachtung der 

Klasse P von Funktionen mit positivem Realteil.) 

Wir definieren dazu zunächst den Begriff der extremalen Sub- 

ordinationseigenschaft (ESE) , die eine hinreichende Bedingung 
dafür ist, da0 in Bezug auf die Halbordnung großere Elemente 

Extremaleigenschaften von kleineren erben. 

Definition. 

F c No heißt stark (oder hat die ESE ) :W aus h s g mit 

h = gow, h E F , g E F folgt: fow E F für alle E E F . 
BeispaeZe für starke Mengen sind beliebige subordinationsin- 

variante Familien, aber auch C, , weil hier w schlicht ist. 

So (R) : = {f E So 1 an ( f )  E JFt für alle n E hl} ist stark, da hier 
W reelle Koeffizienten hat. 

Der Durchschnitt starker Mengen ist stark. 



Der folgende Satz ist eine naheliegende Verallgemeinerung eines 

in letzter Zeit vielfach benutzten Sachverhalts, der in S an- 

gewendet wurde. Die im wesentlichen benötigte Eigenschaft von 

S (auf die Normierung N übertragen) ist die eben definierte 

extremale Subordinationseigenschaft. 

Siehe dazu Schaeffer und Spencer [39], Lemma XXIX, sowie [331, 

C16It [25I, [ 8 I r  [7Ir [GI. 

Satz 4. 

Ist F stark, h nicht konstant, g E F  und h=gow,wEB , so gilt 

(b) Ist ferner L E A '  nicht konstant in F und K das durch 

definierte Funktional in A '  , so folgt 

h E SptLF * g E SptKF oder K ist konstant in F , 
h E E x p F  - g E E x p F .  

Beweis. 

EF (a) Wäre g ( F , also g = tg, + (1-t)g2 mit 

F t E ]Oll[ I gl * g2 und gk E F , dann hätte wegen 

h = gow 

h eine Darstellung der Form 

h = thl + (1-t)hZ mit hk:= gkoo . 
Im ersten Fall liegt nun wegen der ESE hk in F, und wir bekom- 
men eine Darstellung in F und damit einen Widerspruch. 

Im zweiten Fall benötigen wir für den Widerspruch, daß hk in - 
CO F liegt. 

Wir zeigen dies, indem wir aus der ESE folgern: 

aus h = gow, h E F , g E F folgt: 



foo E co F für alle f E co F . 

Für jedes f E F gilt f = lim fn mit 

fn = ztkfk , ztk = 1 und fk E F . 
Für alle fk gilt fkow E F , also hat auch die Funktion fnow 

eine Darstellung innerhalb F , und 

fow = lim fn0w 

liegt somit in CO F . 
(b) Ist h Stützpunkt oder exponiert bzgl. L , so gilt 

Re Lh Re Lf für alle f E ~\{h) . 
Da nach Voraussetzung für jedes g* E F die Funktion f:= g*ow 

in. F liegt, gilt dann 

2 Re Kg = Re Lh , Re Lf = Re Kg* 

für-alle g* E FL{~) . 
Also folgen unsere Behauptungen. D 

Bemerkunq 1. 

Satz 4 läßt sich offenbar dazu benutzen, die Menge der Ex- 
trempunkte einer starken Menge einzuschließen. Hat man 

nämlich für eine Funktion eine konvexe Darstellung, so kommen 

kleinere Elemente nicht mehr als Extrempunkte in Betracht. 

Bemerkuna 2. 

Die mögliche Konstanz von K läßt sich in Familien, die groß 

genug sind, im allgemeinen a priori ausschließen. Siehe dazu 

z.B. 181. 

Wir zeigen nun, daß es einen Zusammenhang zwischen maximalen 

Elementen und Extrem- oder Stützpunkten in kompakten Teilmengen 

von No immer gibt. 



Satz 5. 

Eine kompakte Menge F N hat die Eigenschaften: 
0 

(a) Max F ii E Z F  i @ 

(b) (F i (f)) =, (Max F n spt F i @) , 
(C) (Exp Sub F * @)  =+ (Max F ii Exp F * QI) . 
Enthält speziell Max F nur Elemente einer einzigen Xquivalenz- 

klasse, so gilt sogar 

(d) Max F c E= F  . 
Beweis, 

(a) Da F  kompakt ist, ist auch die Menge Sub F kompakt (siehe 

MacGregor 129 1, C. 365) . Nach dem Satz von ~rexn-~il'man gibt es 
also eine nicht konstante Funktion f E Sub F mit f E E= Sub F . 
Außerdem gibt es wegen Lemma 1 ein g E Max F , sodaß f < g . 
Nun läßt sich, da Sub F  stark ist, Satz 4(a) anwenden, und wir 

erhalten zunächst 

g E Max F  il E= Sub F , 

und mit A5 (aj folgt 

(C) wird analog mit Satz 4 (b) und A5 ( C )  bewiesen. 

(b) Sei k:= min {n E IUlan(f) i 0 für ein f E F}.. Sei ferner 

H:= {~E - F ]  lak(f).l 2 lak(g)I für alle g E F} . H enthält wegen 

des Schwarzschen Lemmas nur maximale Elemente, Außerdem enthält 

H entweder einen Stützpunkt bzgl. eines Funktionals vom Typ 

L(f) = wak(f) , W E (C , oder ak(f) ist konstant in F  . 
Dann aber folgt nach Definition von H , daß H = F = Max F ist, 

u,_d unsere Aussage folgt, da F mindestens zwei Funktionen enthält 

. und somit ein nicht-konstantes Funktional existiert, 
(d) Zunächst gibt -es wegen (a.) ein maximales Element ..f , das 
in E= F - liegt, Mit Satz 4(a) folgt dann, daß alle maximalen 

Elemente .in E=. F liegen. 



Beispiele für die Anwendung von Satz 5 ( d ) .  

(a) In F:= Sub {f) ist Max F = [f] . 
Dies ist nur eine Äquivalenzklasse und somit gilt 

Max F c E= F . 
Dies wurde, wie oben erwähnt, von HM [ I 8 3  mit anderen Methoden 

bewiesen. 

(b) Spezialfall von (a) . Sei X E 2 :  = X\{-1 , a > 0 , 

, sowie a hx(z):= - 1-2 Px: = Sub {h:] die Menge der Funktionen, 

die in einen vorgegebenen Sektor abbilden. 

Es ist 

a a Max P: = Ex:= [hxl I 

und wir haben 

Max P: c E= P: . 
Diese Mengen werden in Kapitel IV untersucht. 

( C )  Wir betrachten So(R) = {f E s0lan(f) E R  für alle nEl1 . 
Es ist wegen der Symmetrie der Bildgebiete bezüglich der re- 

ellen Achse, die bei Funktionen mit reellen Koeffizienten vor- 

liegt, 

L 1-2 (%) ) , und wir haben 

Max So(R) C E= So(R) . 
Aber natürlich ist es unmöglich, daß die beiden Funktionen 

So (R) bereits konvex auf spannen. 

Andererseits gibt uns Satz 4 ( So(R) ist stark) einen Hinweis, 
wo wir weitere Extrempunkte suchen müssen. Sie müssen groß 

bezüglich sein. Daher kommen in So(R) zunächst solche 

Funktionen, die nur reelle Werte auslassen, in Betracht. 

So(R) wird in Kapitel V1 untersucht. 



111. Extremal~robleme in Familien mit einfacher Maximalstruktur 

BCK-Funktionen und einfache Familien 

Nun wenden wir uns der Fragestellung EU, in welchen Fällen 

nur die maximalen Elemente extrem sein können. 

Dazu folgende Bezeichnungsweisen. 

Definition. 

f E A heißt BCK-Funktion oder f E BCK :W (E= Sub {f) = [f]). 

Bemerkung 1. 

Die Bezeichnung folgt der in der Arbeit von BW [10], S. 228, 

benutzten und wurde wegen eines wesentlichen Satzes von BCK 1 4 1  

gewählt. 

Bemerkung 2. 

Eine äquivalente Beschreibung einer BCK-Funktion ist 

(1 )  f E BCK W Vg< f 3 p  E PM(X) (g(z) = f f(xz)dv) 
X 

wegen des Choquetschen Satzes (Ch3im Anhang). Jede konstante 

Funktion liegt nach Definition in BCK . 

Wir definieren nun eine wichtige Eigenschaft bestimmter Fami- 

lien, die weitreichende Konsequenzen hat. Die von uns in spä- 

teren Kapiteln untersuchten Familien haben diese Eigenschaft. 

Definition. 

F A heißt einfach :o F ist drehungsinvariant, und es gilt 
Max F c BCK . 



Extrem- und Stützpunkte in einfachen Familien 

Satz 1. 

Ist F kompakt und einfach, so gilt E= F c Max F und - - 
CO F = CO Max F . 
Beweis. 

Wir schreiben Max F = U [ft] mit geeigneter Indexmenge T . Dies 
tET 

ist wegen der Drehungsinvarianz und Lemma I1 3(b) möglich. 

Nach Voraussetzung ist 

(2 ) ft E BCK für alle t E T . 
Wegen Lemma I1 1 können wir F folgendermaßen zerlegen: 

( 3  F = U Ft mit Ft:= F ii Sub {ft} , 
tET 

und wir erhalten zunächst mit Hilfe von (2) und KM 1 

- 
CO Ft C CO [ftl für alle t E T . 

Da Ft mit F drehungsinvariant ist, liegen alle Funktionen 

aus [ft] in Ft , und somit folgt 

und damitunter Benutzung der Drehungsinvarianz 

Wegen der Darstellung von F nach (3) erhalten wir aus allge- 

meinen Uberlegungen in lokal-konvexen Räumen (A7(b)) 

E= F c U [ft] = Max F . 
tET 

- - 
Also ist CO F = CO (E= F) c co Max F c F . 



Bemerkung. 

Wegen A7 (a) gilt die erste Aussage für EF statt E= F , falls 
EFt = E= Ft , was in vielen Fällen gilt, 2.B. wenn Ft konvex ist. 

Wir sind an einer entsprechenden Aussage für die Stützpunkte 

interessiert. Da wir F gemäß (3) zerlegen können,genügt 

nach A7 (C) wiederum zunächst eine Betrachtung der Familien 

Ft ' 
Mit einer Technik, die BMW [9] bei speziellen Familien zum ersten 

Mal benutzten, können für die Familien Ft die Stützpunkte cha- 

rakterisiert werden. 

Zunächst ein Hilfssatz. 

Lemma 2. 

Sei f analytisch in E . Liegt f (y) für unendlich viele 

y E Y auf einer Geraden, so ist f konstant. 

Für den einfachen Beweis sei auf BMW [9], Theorem 16, verwiesen. 

Mit CO F bezeichnenwir die konvexe Hülle von F . 
Satz 3. 

Sei f eine in x i ü  analytische Funktion und sei 

Sei weiter L E A '  nicht konstant in F für kompaktes F c A . 
Dann gibt es nur endlich viele Punkte in E= F , die Stützpunkte bzgl. 
L sind,und jeder Stützpunkt ist eine endliche konvexe Kombination von 

Extrempunkten der abgeschlossenen konvexen Hülle: 

Spt F c CO (E= F) . 

Beweis ( nach BMW E 9 I, Theorem 8, und GHS [ 17 1 ) . 
Sei L E A '  nicht konstant in F . 
Für einen Stützpunkt g E F bezüglich L gilt 

( 6 )  M:= Re Lg = max Re Lh . 
hEF 



Wegen der Vorgabe über die Extrempunkte und wegen der Kompaktheit 

von F hat g die Choquet-Darstellung 

mit Träger in { y  E Y I fy E E= F} . 
Hieraus folgt, da8 P-fastp überall auf Y gilt 

( 8 )  R e L f  = M .  
Y 

Sei H die Teilmenge von Y , in der (8) gilt. 
Die Funktion , die durch 

definiert wird, ist wegen der Darstellbarkeit von L mittels 

eines Maßes mit kompaktem Träger in D (siehe Schober 1401, 

C .  36) analytisch in D als Funktion von y . 
Nehmen wir nun an, H habe unendlich viele Elemente. Dann 

folgt wegen (8) zusammen mit Lemma 2 die Konstanz von L im 

Widerspruch zur Nicht-Konstanz von L in F . 
Also ist H endlich, und (7) wird zu 

was zu zeigen war. o 

Bemerkung. 

Der Satz lä0t sich noch dahingehend verallgemeinern, da0 Analyti- - 
zität nicht in ganz ID , sondern nur auf Y vorliegt (siehe 

2.B. [191, Theorem 9). 

Wir erhalten den Satz über die Stützpunkte in einfachen Familien. 

Satz 4. 

Ist F c No kompakt und einfach, ist Max F = U [ft] 
tET 



und gibt es in jeder der Mengen Ft = F f l  Sub {ft) eine Funktion 

mit lauter nicht-verschwindenden Koeffizienten, so gilt: 

(9 Spt F U CO [ftl r 
tET 

also insbesondere 

Spt F co(Max F) . 
Ist ferner für alle t E T 

so folgt: 

Spt F c Max F . 

Beweis. 

Zunächst zeigen wir, da0 in jeder der Familien Ft nur die Funk- 

tionale der Gestalt L ( f )  = boao(f) = bo konstant sind und somit 

A7(c) angewendet werden kann. 

Sei L ein durch seine Toeplitz-Darstellung (siehe Schober 1401, 

S. 36) 

1 

gegebenes,in Ft konstantes Funktional. 

Habe f E Ft nur nicht-verschwindende Koeffizienten. Wegen der 

~rehun~sinvarianz ist mit f auch fx in Ft , wobei X E X 

und fx(z) = f (xz) ist. 

Es ergibt sich nach Voraussetzung 

und fiir alle k E R folgt bk0ak(f) = 0 . Da fiir alle k E l 

ak(f) + 0 ist, haben wir L(f) = boao(f) . 



Nach Voraussetzung gilt ( 2 ) ,  also auch ( 5 ) .  d.h. für alle t E T  gilt 

E= Ft = [ft] = {glg(z) = ft(yz), y E Y }  . 
Nun läßt sich Satz 3 anwenden,und wir erhalten für alle t E T 

' ( 1 0 )  spt Ft C CO [ftl 

Zusammen mit A7(c) erhalten wir also bereits das Ergebnis (9), da 

alle Funktionale, die in F nicht konstant sind, auch in 

nicht konstant sind. 

Weiter folgt: 

Spt F c CO (Max F) . 
Liegen nun echte konvexe Kombinationen aus [ft] gar nicht in 

Ft so folgt für alle t E T 

Spt Ft [ftl 

und mit derselben Argumentation wie oben schließlich 

Spt F c Max F . 

Konstruktion von BCK-Funktionen 

Der Satz von Herglotz zeigt, da0 die durch 

erklärte Funktion hl in BCK liegt. 

Leicht zu verifizieren ist 

Lemma 5. 

(f E BCK, a E C, b E C) * (af+b E BCK) . 



Somit sind alle Halbebenenabbildungen hx mit der Darstellung 

BCK-Funktionen. 

Allerdings sind nur diejenigen Halbebenen für uns interessant, 

die den Ursprung nicht enthalten, d.h. nur diejenigen hx mit 

X €E\{-1) . 

FLLr Familien F c No nicht-verschwindender Funktionen definieren 
wir 

Ausgehend von (1 3) erhalt man ftir P: = Sub {h:} 

Satz 6 (BCK [ 4 ] ,  siehe auch Schober [ 4 0 1 ,  S. 16)  

FLLr a > 1 und X Elb~{-l) gilt: 

a - 
i a a Ci EPx = Eco Px = Ex also insbesondere 

(b h: E BCK . 

Der Vollständigkeit halber, und da wir weitere Schlüsse aus dem 

Beweis ziehen wollen, nehmen wir ihn auf. 

Beweis. 

Ist f nicht extrem in Px , so gibt es eine konvexe Dar- 
stellung 

f = t fl + (1-t)f2 mit f E P,. k 

Diese wird zu einer konvexen Darstellung von fa in P: 

durch Multiplikation mit fa-1 , falls 
1 

fk ' E P: für beliebige fk , f E P, . 
Dies folgt für' a > 1 aber aus der Konvexität von log hx . 



Wegen hx E BCK gilt: 

also folgt: 

- 
Daß wirklich alle Funktionen aus EX extrem in CO P: sind, 

folgt leicht aus der Drehungsinvarianz (oder natürlich aus Satz 

I1 5, dortiges Beispiel (b)). o 

Bemerkunq. 

Der Beweis gelingt offenbar nur, weil (wegen der Konvexität Von h,) 
EPx ;i E= Px ist. 

Dafür bekommt man aber auch die Information EPX = EEÖ P: mit- 

geliefert. Man vergleiche die Bemerkung nach Satz I. 

Durch Ubertragung des Beweises erhält man eine leichte Verall- 

gemeinerung dieses Satzes,die zur Konstruktion weiterer BCK-Funk- 

tionen nützlich ist. 

Korollar 7. 

Ist f E BCK il No , log f konvex, a > 1 und 

E Sub {fl = E= Sub {fl , dann folgt: 

E Sub {fa} = E= Sub {fa} = [fa], also insbesondere: fa E BCK . 

Da die Halbebenenabbildungen die einzigen konvexen BCK-Funktio- 

nen sind (siehe HM [I 81, Milcetich (301, AM [ 1 1 ) , sind die Fa- 
milien beziehungsweise die Funktionen hx ein natürlicher 

Ausgangspunkt zur Konstruktion von BCK-Funktionen. 

Es zeigt.sich ferner, daß BCK abgeschlossen ist. 



Lemma 8. 

Ist lim ck = f t so gilt: 

(fk E BCK fUr alle k ER) - (f E BCK). 

Beweis. 

Sei g f , also g = fow , w E B . Definieren wir gk:= fkow , 
so gilt offenbar gk < fk für alle k E SN . Somit haben wir 

die Darstellungen 

gk(z) = J fk(xz) dpk 
X 

und folglich (nach Auswahl einer Teilfolge) 

g(z)= iim I fk(xz) dpk = J lim fk(xz) lim duk = J ~(xz) dp I 
X X X 

weil der Grenzprozeß lokal-gleichmäßig ist und wegen der schwachen 

Kompaktheit von PM(X) mit 

P:= iim pk E PM(X) . 0 

B e i s p i e l e  von BCK-Funktionen: 

Wählt man die Folge 

n 
1 az = ((1 C - 

(ha/n-~ n>no 1-2 I) n ) mit ~e a > o , 

so erhalten wir 

E BCK 

(siehe auch Clunie 1121, S. 143). 

Bildet man Funktionen der Form why + (1-W), W E a: , X E Ib{-l}, 
so bekommt man mit Lemma 5 

E BCK für Re a 2 -1 und 
(1-2) 



(siehe auch BW 1101, Lemma 2). 

Es wäre sehr interessant, insbesondere die Schlitzabbildungen 

auf die BCK-Eigenschaft hin zu untersuchen. Die bislang bekann- 

ten BCK-Funktionen sind sicherlich nicht die einzigen Funktionen 

mit dieser Eigenschaft. 



IV. Betrachtuns spezieller einfacher Familien 

Die Familien Pa 
V 

Die bereits betrachteten Familien P: lassen sich für a < 2 
geometrisch als die Mengen aller in einen vorgegebenen Sektor mit 

Ecke im Ursprung abbildenden No-Funktionen deuten. 

Es liegt nun nahe, von der expliziten Vorgabe des Gebietes abzu- 

sehen und alle Familien mit gleichem Winkel ar zusammenzufassen. 

Wir betrachten also die Familien 

Diese Definition ist fUr alle a E IR+ sinnvoll, aber nur f iir 

a L 1 erweist sich P: als einfache Familie aufgrund von Satz 

Für a 2 1 folgt nun: 

und weiter mit dem Satz von ~reyn-~il'man 

Aus BMW [9], Theorem 1, folgt: 

Welche Funktionen aus E' wirklich extreme Punkte von E' sind, 

ob 2.B. in (2) Gleichheit gilt - was man vermuten würde - ist zu- 
nächst nicht klar. Für konkrete Extremalprobleme reicht zwar 

sicher in den meisten Fällen die vorliegende Teilmengenbeziehung 

aus, aber für a = 1 gelingt es uns auch - nach einer Methode, 
die in BMW [9] zur genauen Bestimmung von E= C benutzt wird - 
eine positive Antwort zu finden. 



Satz 1. 

Beweis. 

In BMW [9], Theorem 6, wurde dargelegt, daß es genügt 

zu zeigen. Dazu formen wir die linke Gleichung in (4) um und 

erhalten 

- 
In 191 wurde nun gezeigt, da0 fCir z + yo der Ausdruck 

gegen 0 strebt. Ein analoges Beweisschema zeigt, daß dies auch 

für die rechte Seite von (5) gilt. 

Wir erhalten also 

woraus in [9] = abgeleitet wird. 
6xoyo 

Bemerkung. 

Eine Verallgemeinerung des dargestellten Beweises für beliebiges 

a scheitert an der Nichtlinearität des dann in (6) auftretenden 

Integranden. 



In Satz I11 4 wurde ein Ergebnis für die Stützpunkte in einfa- 

chenFamilien hergeleitet. Hallenbeck und MacGregor 1191, Theo- 

rem 8, gelang es kürzlich zu zeigen, daß endliche konvexe Kombi- 

nationen von Extrempunkten von P: für a > 1 nicht in P: 

liegen. Dies ergibt zusammen mit Satz I11 4 (siehe Bem. 2, C .  28) 

a 
Spt P: c E für a > 1 . 

Anders liegt der Fall für a = 1 . Hier liegt jede konvexe Kom- 

bination aufgrund der Konvexität des maximalen Bildgebiets in 

P: , und es gilt somit 

1 Spt P: C U CO Ex . 
x€k 

Für alle a E [1,2] , also auch für a = 1 , werden wir mit geo- 
metrischen Uberlegungen zeigen, daß die vorliegenden endlichen 

konvexen Kombinationen jedoch nicht in So liegen. 

Lemma 2. 

yk + y1 für k + 1 , X E 2 , u E [1,21 und n 2 2 . 
Dann folgt: 

f ( S o e  

Beweis. 

Sei zunächst a = 1 . Jede der f darstellenden Funktionen bildet 

als Möbiustransformation iD auf dieselbe Halbebene H ab, 3lD auf 
n - 3H und auf . Da H , 3H\{=) und auch (C\H konvexe 

Mengen sind, bildet f auch iü in H , ay> in 3H und P\E in &E 
ab. Als rationale Funktion vom Grad n muß schließlich f eine 

Abbildung sein, die jeden Wert in H genau n-mal annimmt. Für 

n 2 2 ist f somit nicht schlicht. 



Sei nun a E ]1,2] . Habe f eine Darstellung der angegebenen 

Form für ein 'n 2 2 . Die darstellenden Funktionen haben alle 

dasselbe Bildgebiet, nämlich einen Sektor mit Ecke im Ursprung, 

dessen Komplement G konvex ist. Da der Ursprung ein Extrem- 

punkt von G ist, folgt, daß f(aD) nur Punkte aus (G U (-))~{0) 

und somit keinen Punkt im Intervall [0,1€ enthält. 

Nehmen wir nun an, f wäre in So . Dann hätten wir wegen 

0 E a\fiD und 1 E f D  die Beziehung [0,1[ il afDi QI . 
Aus der Schlichtheit und der chordalen Stetigkeit von f in E 
folgt afiD = f (aD) , also haben wir einen Widerspruch. a 

Definieren wir für a E ]0,2] 

a u SE:= P n So und SO:= P m0 , 
X 0 

so erhalten wir zusammengefaßt 

Satz 3. 

Sei a 2 I . Dann gilt 

I 
Spt P; U CO , sowie 

XEK 

Bemerkung 1. 

Es ist denkbar, daß - trotz der wesentlich komplizierteren Ex- 
trempunktstruktur der Mengen P! - ftir a < 1 in P: ent- 

sprechende Ergebnisse gelten. Allerdings müßte ein Beweis da- 
für völlig anders geführt werden. 



Bemerkung 2. 

Bei der Anwendung von Satz I11 4 benutzen wir, daS für a 2 1 

mit hx eine Funktion mit lauter nicht-verschwindenden Koeffi- 

zienten in P: liegt. 

Folgerungen aus der Subordination 

Wir untersuchen nun Extremalprobleme, die wir ohne Kenntnis der 

Extrempunkte, nur die Subordination nutzend, lösen konnen. Ins- 

besondere können hier auch Ergebnisse für a < 1 hergeleitet 

werden. 

Wir geben drei Extremalprobleme an, die in einer kompakten Familie 

nur von maximalen Elementen gelöst werden. 

Lemma 4. 

Sei F c No kompakt, und sei r E [0,1[ . Dann werden die Ex- 

tremalprobleme 

(i) maxmax lg(reie)l , 
gEF 8EIR 

(ii) max max ( k  arg g(reie) ) (sei immer arg 1 : = 0) , 
gEF 9EIR 

(iii) max max- max (arg g(z2) - arg g(zl)) 
gEF zlEn3r z*EID,, 

nur von maximalen Elementen gelöst. 

Beweis. 

(i) folgt aus dem Schwarzschen Lemma und Lemma I1 1 .  Da für 

f , ~  E No die Aussagen f < g und log f -c log g äquivalent 

sind, folgt (ii) mit derselben Argumentation. 

(iii) folgt ebenfalls aus dem Schwarzschen Lemma und Lemma I1 1. o 



Bemerkung. 

Extremalprobleme werden in dieser Arbeit im wesentlichen konstruk- 

tiv gelöst (durch Untersuchung der maximalen Elemente), alle Re- 

sultate sind scharf und die Lösungsfunktionen der jeweiligen Kon- 

struktion zu entnehmen. Daher wird die Schärfe in der Formulie- 

rung der Sätze nicht explizit erwähnt, und die Lösungsfunktionen 

werden nicht explizit angegeben. 

Wir untersuchen nun die Mengen E: und E" auf die Extremal- 

probleme von Lemma 4 hin und gelangen dadurch zu Aussagen für - - 
P: bzw. P: , zum Teil sogar f (lr CO P: bzw. CO P: . 
Satz 5. 

Fiir jedes a E IR+ gilt: 

(a) i E P: 4 

(9) l arg f (reie) I i 2a arcrin r . 

Beweis. 

- a 
(a) in CO P: gilt nach Lemma 4 (a) : ~f(re~~) 1 i niax = (2) . 

0,w 1-re 
(b) In P: gilt nach Lemma 4 (b) : 

- .* 

(arg f (reie) I < u (max arg(l+re i(e+ip)) - min arg(1-reie))= 2a arcsin r. 
8 ,ip 9 

Wir betrachten nun Argument-Probleme in den Familien P . We- 

gen der Asymmetrie sind diese Probleme mit nrößerem Rechenaufwand 

verbunden. 

sei im Folgenden V:= arg X E ] - r , r [  . 
Satz 6. 

Für u E IR+ und f E P: gilt 



(0 U' 
i? 

2a arg(1-ireii) i arg f (rei8) i 2a arg(l+i+e ) . 

Insbesondere: 

f E P; - larg f(reie) I i 2a arctanr. 

Beweis. 

Wegen Lemma 4 genügt es, EX zu untersuchen. 

Gesucht sind 

1 +re i(8+(0) a max - 1 +re 
i (8+(0) 

max arg ( - min i8 1 min a arg ( 
1 -re 1 -re ie 1 

8 8 

Sei 

1 +re i ( 8+(0) G(8) := Im log i 0' 1 -re 

Wir erhalten 

G1(8) = 0 cos(e+q) + cos 8 = 0 . 
Sei zunächst (0 * 0 . Dann ist dies weiter äquivalent zu 

71 
8 + W =  -8+ir mod 271 W = - - + -  2 2 mod T . 

Man sieht nun leicht, da0 für 

0 = - "-" ein Maximum und für 8 = - E ein Minimum vorliegt 2 2 

und es folgt: 

1 +re i (.8+(0) max arg ( ) = 2 arg(l+ire i8 
"1 und 

0 1 -re 

i(8+(0) . (0 

min arg ( 1 +re iß) = 2 arg (I-ire 9) 
8 1 -re 

Der ausgelassene Fall (0 = 0 wird von der Formel ebenfalls ab- 

gedeckt. 



Bemerkunq . 1 . 
cP a Wegen 1 2 1  < 2 gilt: 

* 0 cP 
=T) + r cos - 

arg (1 +ire = arctan 2 
cP 1Tr sin T 

Bemerkung 2. 

Die 8-Werte, die zum Maximum und Minimum führen, hängen nicht von 

r ab und stimmen mit den negativen Argumentwerten überein, die den 
1 Rand der Bildhalbebene von hx definieren, denn für z E aID\{1} gilt: 

1 +xz arg - = arg(l+xz) 1-2 
- - arg xz - arg (-2) 

2 2 

(arg X Fa) 

Wir werfen nun die Frage auf, inwiefern diese Abschätzungen noch 

auf die konvexen Hüllen übertragbar sind. 
Dabei erhalten wir u.a. ein Resultat, das uns zeigt, da0 im allg. 

die Elemente der konvexen Hüllen nicht in No liegen, sondern 

Nullstellen haben. 

(tüinliche Fragestellungen untersuchte Campbell [ A l ] .  Er betrach- 
tete allerdings N-Familien. Dort sind ähnliche Betrachtungen für 

die Ableitung möglich.) 



Satz 7. 

Sei F No und gelte für alle f E F die scharfe Aussage 

(11) -A(r) i arg f(reie) i B(r) . 
Sei ferner 

R:= min {rl~(r) + B(r) = ~ T ) U  11) 

der Hatbebenen-Radius. Dann folgt: 

(a) Für alle f E co F und alle r R gilt (11). 

(b) Ist ferner F drehungsinvariant, so gibt es ein - 
f E F mit f(R) = 0 . Insbesondere ist CO F 4 No . 
Beweis. 

(a) folgt sofort aus der Konvexität des für alle r R und 

f E F geltenden Sektors. Für r > R liegt ein Sektor vor, 

der großer als eine Halbebene (und somit nicht mehr konvex) ist. 

Für (b) benutzen wir, daß es nach Voraussetzung Funktionen hk E F 
sowie yk € Y gibt (k E { 1,2 } )  , sodaß 

arg hl (Ryl - arg h2 (Ry2) = , 

also 



m i t  geeignetem A E IR+ . 
Definieren w i r  d i e  Funktionen gk durch 

s o  f o l g t  gk E F aus  der Drehungsinvarianz von F , und 

i s t  e i n e  i m  Punkt R verschwindende konvexe Kombination. 

W i r  untersuchen nun wieder konkre t  d i e  Famil ien P: . 
Sa tz  8.  

S e i  u E IR+ . Dann g e l t e n :  

(a) Für a l l e  f E P: , r, und r2 5 r g i l t :  

i €il O2 2 r  cos  3 cP 
( 1 2 )  l a rg  f ( r l e  - arg f ( r 2 e  1 1  5 Zu a r c t a n  2 

1 -r 

(b )  D e r  Halbebenen-Radius R: von P: h a t  den Ausdruck 

f ü r  a > 1 

(13) R: = 

I ' f ü r  a 5 1  

a m i t  R:= t a n  . 
( C )  Für a l l e  f E P: und a l l e  r C R: , rl und r2 S r g i l t :  

. cP cP i- 
2a arg(1-irel') 5 arg f (reie) s 2a a r g ( l + i r e  2, . 

- a ( d )  FUr a j 1 g i b t  es e i n e  Funktion i n  CO Px , d i e  an d e r  
S t e l l e  RX verschwindet.  Somit i s t  P! 4 No . 



Beweis. 

(a) Es ist wegen Lemma 4 wieder ausreichend, das Problem in 
zu lösen. Mit Satz 6 erhalten wir 

E", 

iB1 i e 2  a 1 +xz 
[arg f(rle 1 - arg f (r2e ) 1 S u r )  := max arg(K) 

zaZr 

= B (r) + A i r )  

(zur Definition von A und B vgl. Satz 7). 

a 1 +xz 1 +z 

1 +z - 
wegen der Beziehung arg G = arg (l+z)(1-z) 

- min arg(=) = 22" arg I -Y- z 
~ € 3 ~  

folgt: 

V T i (T + 7) 
z=re 

V 2 r  cos 2 
w(r) = 2 a  arctan 2  . 

1 -r 

(b) Sei zunächst CL I 1 . Dann liegt das Bild von ganz ID in 

einer Halbebene und es folgt R: = 1 . 
F¿ir 2" > 1 haben wir nach Satz 7 die Gleichung 

zu lösen. Also gilt 



a cP 2Rx COS 7 a 2a arctan cP = Q Re (R:) + ZRX COS 3 - R = 0 . a 2 
1 - (Rx) 

Damit folgt die angegebene Lösung. 

(C) und (d) sind nun direkte Folgerungen aus Satz 7. 

Bemerkunq. 

71 
(i) = o * R: = tan - 4a ' 

a (ii) 9 - ' n 3 R  - , I  . 
X 

Für P: folgt analog: 

Satz 9. 

Sei a E IR+ . Dann gelten: 

(a) Für alle f E P: , r, und r2 S r gilt: 

(b) Der Halbebenen-Radius R: von P: hat den Ausdruck 

'7T (sin 1 für a > - 2 

1 '  für a 5 3 

(C) Für alle f E G P: und alle r < R: gilt: 

1 arg f (rei '1 I i 2a arcsin r . 
- 

(d) Für a > 2 gibt es eine Funktion in CO P: , die an der 
1 

Stelle Ri verschwindet. 

Beweis. 

(a) Wir bekommen das Resultat aus (1 2) durch Maximierung (V = 0) . 
(b) folgt direkt aus Satz 5, weil (9) in beide Richtungen scharf 

ist, (C) und (d) wieder aus Satz 7. CI 



Bemerkung. 

1 Für a i T bedeutet die Aussage (b), daß alle Funktionen posi- 
tiven Realteil besitzen. Das letztere ist geometrisch klar. 

Exponierte Punkte. 

Nun wollen wir uns der Fragestellung widmen, welche der nach - 
Satz 3 maglichen Extrempunkte von CO P: wirklich extrem sind. 

Wir werden zeigen, daß es unter den Funktionen in , sogar 
auch für a < 1 , exponierte und daher auch extreme Punkte 
gibt. 

Die Idee zur Vorgehensweise stammt von Pearce [32], der damit 

die Exponiertheit gewisser Funktionen in S zeigte, deren Bild- 
gebie-te einengeradlinigen Schlitz haben. 

- 
Aus Satz 9 wissen wir, daß in CO P: alle Funktionen den offe- 

nen Kreis mit Radius R: in die rechte Halbebene abbilden. 

Dies ist eine Voraussetzung für die Anwendbarkeit der Pearce- 

schen Methode. 

Hamilton [ 2 0 ] ,  Theorem 1, zeigte, daß die Abschätzung (9) für 

a = 2 auch in So gültig ist, solange r 0,913... , und daß 
nur Funktionen aus Lösung des Argumentproblems sein können, 

T JZ sofern r sin 4 = - 2 Daher gelten die folgenden Resultate 

auch in So . 
Satz 10. 

Sei a E B' und 

Dann gelten: 

(a) Geometrische Charakterisierung: Für a < 2 ist 

f €.Nb 
flü ist Sektor mit Winkel c l ~  , dessen Ecke im 
Ursprung liegt und der durch Drehung des ent- 
sprechenden symmetrischen Sektors um einen Winkel 
/von höchstens 7 ~ / 4  entsteht. 



Cr 
(b) Ga C Exp G Po und 

2 G c Exp So . 

- 
Cr G c spt P: sowie 

- 
2 G c Spt So . 

Beweis. 

(a) Diese geometrische Charakterisierung ist einfache Folge von 

(10 )  

(b) Solange Re f (2,) > 0 für alle f E P: (bzw. für alle 
a 

f E So) , also solange lzoI Ro (bzw. lzoI C sin 8) T , 
findet man in analoger Weise wie bei Pearce 1321 ein Funktional 

vom Typ 

L(f):= W f(zo) mit W E C ,  

dessen Realteil genau gleichzeitig mit entweder arg f(z0) oder 

-arg f (zo) maximiert wird. 

Nun läßt sich der Beweis von 1321 auf den hier vor1,iegenden Fall 

übertragen: -In P: kommen als Lösungen des. ~rgumentproblems nur 

maximale Elemente in Frage (Drehungsinvarianz und Lemma 4 1 ,  und 

da in E' genau eine Lösung existiert (siehe [ 32 1 ) ; ist diese ein- 
deutig (für So sind nach [ 20 1 auch nur Funktionen aus E2 mögliche 

Lasungen) . Da andererseits jede Funktion aus Ga ein derartiges 

Problem löst (siehe C32 I) , folgt (b) . 
(C) folgt wie in [32]. 

Bemerkung. 

Durch genaue Analyse der Schifferschen Differentialgleichung des 

zugehörigen Funktionals kommen Duren und Schober 1151, Theorem 1 



und Corollary 2, ebenfalls zu dem Ergebnis für So . 

Das Koeffizientenproblem. 

Nun lösen wir das Koeffizientenproblem und, etwas allgemeiner, 

das Extremalproblem für die n-te Ableitung an einer vorgegebenen 

Stelle zo . 
Im Beweis zu Satz.10 wurde gezeigt, da0 die Extremalprobleme 

max Re wf(zo) für gewisse kleine lzol und gewisse W E C von 

verschiedenen Extremalfunktionen gelöst werden. 

(n) Anders ist es bei dem Problem max Re f (zO) . Hier erweisen 
a 

sich immer die llKoebefunktionen" ha:= h1 als extremal, wenn 
a 2  1 ist. 

Satz 11. 

a Sei a 2 1 . Dann gilt für alle f E G Po : 

(a) 1 an (f) I L an (ha) für alle n E B , 

(b) I f (2) I S(h4'") ( l z I) für alle n E No , z E D . 
Insbesondere für a = 1 

(a') lan(f)l i 2 .  

und für a = 2 

(b") ~f (z) I i 4 n! (n+lzl) n+2 If(z)! 
(1-121) 

C1 
(C) FLLr die Koeffizienten an:= an(h ) gilt die Rekursionsformel 



Beweis. 

Aharonow und Friedland [2] zeigten zum ersten Mal, daß in Eu 

die Koebefunktionen die größten Koeffizienten haben (siehe auch 
Schober [40], S. 1 7 ) .  Wegen der Drehungsinvarianz sind die Pro- 

bleme maxlanI und max Re an äquivalent und somit ist (a) 

bewiesen. Entwickeln wir in üblicher Weise f(") (z) und schät- 

zen mithilfe der Dreiecksungleichung ab - dies geht, da alle 
a positiv sind - so bekommen wir (b) (siehe dazu Koepf 1261). n 
(C) Die Familie E" hat - wie man aus der geometrischen Be- 
deutung sieht oder leicht analytisch verifiziert - die Darstel- 
lung 

wobei Möb D: = {f E A 1 f schlichter ~utomorphismus~ . 

Also lä0t sich in Eu in analoger Weise wie in S die Marty- 

Variation (siehe Schober [40], chapter 9) durchführen, die für 

einen Stiitzpunkt beziiglich an(f) zu der Marty-Relation 

fiihrt . 
Wir wissen wegen (a), da0 ha alle Marty-Relationen erfüllen 

muß, und da alle an E IR , folgt (C) . o 



V. Familien von Funktionen, deren Bildgebiete geometrische 

Eigenschaften besitzen 

Der eigentliche Ausgangspunkt zu dieser Arbeit war die Frage- 

stellung dieses Kapitels. Betrachtet man in analoger Weise wie 

in N Familien konvexer, sternförmiger oder nahezu-konvexer 

Funktionen in No , so erwartet man zwar analoge Resultate in 
bezug auf die Extrempunkt- oder Stützpunktmengen, muß sich aber 

nach einer neuen Methode umsehen, die diese Resultate liefert. 

Man kann aus der - auch hier möglichen - analytischen Beschrei- 
bung wegen der fehlenden Normierung des ersten Koeffizienten 

nicht durch Integrationen zu Ergebnissen kommen. 

Da die Normierung No eine geometrische Bedeutung hat, 

gelingt es, mit geometrischen Betrachtungen zum Ziel zu kommen. 

Konvexe Funktionen 

Wir betrachten die Familie 

Natürlich ist K, U { I }  eine drehungsinvariante, kompakte Teil- 

menge von A . 
Wir benötigen folgende wohlbekannte geometrische Eigenschaft 

konvexer Gebiete: 

Lemma 1. 

Jeder Punkt des Komplements eines von E verschiedenen konvexen 

Gebiets G liegt auf dem Zand einer Halbebene, die G enthält. 

Das heißt, die geometrische Charakterisierung impliziert eine 

Subordinationseigenschaft, genauer, es können Aussagen über die 

maximalen Elemente gemacht werden. Zusammen mit der Tatsache, 

daß in No der Wert 0 ausgelassen wird, die entsprechenden 

Gebiete also alle den Ursprung nicht enthalten, gelangen wir zu 



S a t z  2 .  
1  

Max Ko = E' , a l s o  i s t  Ko e in fachrund  es g i l t  Ko S  

A l s o  l a s s e n  s i c h  d i e  R e s u l t a t e  d e r  vorangegangenen K a p i t e l  I11 

und I V  anwenden, und w i r  bekommen 

Sa tz  3 .  
- 

(a)  CO Ko = CO E 
1  

(b)  EGÖ Ko = E 1  

( C )  S p t  Ko c E 
1  

(d) G' Exp Ko . G' c S p t  Ko 

( e )  [ a r g  f ( r e i e ) l  5 2  a r c s i n r  f ü r a l l e  f  E %, r E [0 ,1 [  , 
JZ f a l l s  r E [ O t T [  auch f ü r  a l l e  f  E G Ko . 

- JZ 
E s  g i b t  e i n e  Funktion i n  CO Ko , d i e  an  d e r  S t e l l e  T ver-  

schwindet. 

( f )  l a r g f ( r , e  ' )  - a r g f ( r 2  
L 

) I i 4 a r c t a n r  f ü r  a l l e  i E Ko 

und a l l e  r l  , r2 S r . 
1+1z1 (g )  Für a l l e  f  E Ko , z E P) g i l t :  I f ( z )  I i l - l z l  , 

~ f ( " ) ( z ) I  5 2 n! n+l  , insbesondere 1 an ( f )  1 S 2 
(1-121) 

f ü r  a l l e  n  E N . 
Beweis. 

W i r  benöt igen zum B e w e i s  d i e  Ergebnisse von Sa tz  2 und f e r n e r  f ü r  

(a) Sa tz  I11 1 ,  f ü r  ( b )  Sa tz  I V  I ,  f ü r  ( C )  Sa tz  I11 4 und Lemma 

I V  2, f ü r  ( d )  Sa tz  I V  10  (b), A9(c) sowie A 5 ( b ) ,  f ü r  ( e )  Sa tz  

I V .  9 ( b ) -  (d) , für ( f )  Sa tz  I V  9 (a) und f ü r  ( g )  Sa tz  I V  11. o 



Sternförmige Funktionen 

Wir betrachten zunächst die Familie 

Dies ist die zu stO analoge Familie in No . 
1 Natürlich ist Sto U 111 drehungsinvariant und kompakt. Nun 

benutzen wir die folgende geometrische Eigenschaft eines stern- 

förmigen Gebiets. 

Lemma 4. 

Jeder Punkt des Komplements eines von E verschiedenen stern- 

förmigen Gebiets G bzgl. a liegt auf einem bzgl. a radialen 

Strahl, dessen Komplement G enthält. 

Wieder impliziert also die geometrische Charakterisierung eine 

Cubordinationseigenschaft. Mit dem Ursprung müssen im Fall 

a = 1 alle negativ reellen Werte ausgelassen werden und wir 

erhalten mit Satz I11 6 

Satz 5. 

1 1 1 2 Max Sto = E: , also ist Sto einfach, und es gilt Sto SI . 

Satz 6. 

1 - 2 
(a) EÖ Sto = CO EI 

1 1 1 2 
(b) E= Sto = Spt Sto = Exp Sto = El 

(C) larg f(reie)1 5 4 arctanr für alle f E st; , r E  [ 0 , 1 [  , 
1 falls r E [ O ,  tan 1 = fi-1[ auch fIir alle f E Sto . 8 

- 1 71 Es gibt eine Funktion in CO Sto , die an der Stelle tan,g ver- 

schwindet. 



I I + I Z I ~ *  (d) Für alle f E Sto , z € D  gilt: If(z)I 5 I 

/f(") (z) I 5 4n! n+lzl n+2 , insbesondere l an(f) l 5 4n 
(1-121 

für alle n E W . 
Beweis. 

Wir benötigen zum Beweis die Ergebnisse von Satz 5 und ferner 

für (a) Satz I11 1 ,  fiir (b) Satz I11 4, Lemma IV 2 und die Be- 
ziehuns 

Exponiertheit liegt bzgl. der Drehungen von al(f) vor, für (C) 

brauchen wir Satz IV 8 (b) - (d) und für (d) Satz IV 11. o 

Nun heben wir die Sonderstellung des Punktes 1 auf und betrachten 

beliebige sternförmige Gebiete, die den Ursprung nicht enthalten. 

Die entsprechende Familie No-normierter Funktionen bezeichnen wir 

mit 

Sto:= {f E SOlflD sternförmig} . 
Sto U {I} ist drehungsinvariant und kompakt. 

Mit Hilfe der geometrischen Beschreibung sternförmiger Gebiete 

nach Lemma 4 sehen wir wegen der Ausnahmestellung des Ursprungs, 

da0 jedes solche sternförmige Gebiet in einem Gebiet mit gerad- 

linigem Schlitz liegt, der im Ursprung beginnt,und wir erhalten 

mit Satz I11 6: 

Satz 7. 

2 Max Sto = , also ist Sto einfach und es gilt Sto c S . 



Satz 8. 

(a) G Sto = CO E 2 

(C) Spt Sto c E 2 

(d) e Exp Sto , z2 c Spt Sto 
(e) larg f(reie) I S 4 arcsinr für alle f E Sto , r E [0,1[ , 

I 

falls r E [O,sin = J2;JZ[ auch fiir alle f E Sto . 
- Ir Es gibt eine Funktion in CO St, , die an der Stelle sin g 

verschwindet. 
iel ie 

(f) ]arg f (rle 1 - arg f (r2e 2, 1 S 8 arctanr fiir alle f E sto 

und alle rl,r2 S r . 
1+1z1 2 (g) Für alle f E Sto , z EID gilt: If(z)l i (,T) , 1- z 

~f'") (z) 1 s 4n! n+lzl 
n+2 , insbesondere l an (f) l 5 4n 

(1-121 

für alle n EN . 
Beweis. 

Wir benötigen zum Beweis die Ergebnisse von Satz 7 und ferner für 

(a) und (b) Satz I11 1, für (C) Satz I11 4 und Lemma IV 2, für (d) 

Satz IV 10 (b) , A9 ( C )  sowie AS (b) , für (e) Satz IV 9 (b) - (d) , für 
(f) Satz IV 9 (a) und für (g) Satz IV 11. 

Bemerkunq. 

Im Gegensatz zu N gelingt es also hier, mit der verwendeten 

geometischen Methodik zu genauen Resultaten zu gelangen. 
Analytisch sind sternförmige Funktionen bezüglich anderer Punkte 

als den Bildpunkt des Ursprungs schwieriger zu fassen. 



Nahezu-konvexe Funktionen 

Wir betrachten die Familien 

Co(B) U (1) ist drehungsinvariant und kompakt. 

FUr ß E [0,1] sind alle nahezu-konvexen Funktionen schlicht, 

und es existiert eine genaue geometrische Beschreibung der Bildge- 

biete (siehe Pommerenke [ 36 I ) . 

Satz 9. 

Sei B E [0,11 . 
Das Komplement eines nahezu-konvexen Gebiets der Ordnung B ist 

die disjunkte Vereinigung von Strahlen. 

Mit jedem dieser Strahlen ist ein voller symmetrischer Sektor vom 

Winkel (1-B)n im Komplement enthalten. 

Nun lassen sich in derselben Art wie zuvor unter Anwendung von 

Satz I11 6 wegen der Sonderstellung des ausgelassenen Ursprungs 

folgende geometrische Aussagen notieren. 

Satz 10. 

Sei ß E [0,1] . Dann gilt 

Max Co(ß) = E'+' , also ist Co (B) einfachrund es gilt 

Co(B) s B+1 

Satz 11.  

Sei ß E [0,1] . Dann gilt 



(d) C Exp Co(ß) , G'+' I= SPt Co ( 8 )  

(e) ]arg f(reie) 1 2 2(8+1) arcsin r fiir alle f E Co(ß), r E [0,1[ , 

falls r E [O, sin 7T 

4 (ß+1) [ auch für alle f E Co (6) . 
- 

Es gibt eine Funktion in CO Co(B) , die an der Stelle sin TT 

4iB+1) 

verschwindet. 

iel ie2 
(f) larg f(rle - arg f(r2e ) I  S4(ß+1) arctanr 
für alle f E Co ( B )  und alle rl , r2 2 r . 
(g) Für alle f E Co (B) , alle n E Ro und alle z E D gilt: 

(n) (121) . I f (2) I i (hl ) 

Beweis. 

Der vorliegende Satz wird ganz analog zu Satz 8 mit den Ergeb- 

nissen aus den Kapiteln I11 und IV bewiesen. o 

Bemerkung 1. 
- - 

Nach 8a und Ila gilt CO Co(l) = CO Sto , nach Ilg ist in Co(l) 
die Koeffizienten-Vermutung 

max IanI = 4n 
fECo(l) 

richtig. 

Bemerkung 2. 

Definiert man 

Do:= {f E N o ] C \ f ~  ist die Vereinigung von Halbstrahlen} , 

verlangt man also nicht die Disjunktheit der Vereinigung, so folgt 
2 - - 

dennoch: Max D. = E und somit CO D. = CO Co(l) . 



i e l  i e ,  
(f) ) a r g f ( r l e  ) - a r g  f ( r 2 e  ) I  i Z k m a r c t a n r  f ü r  a l l e  f  E Vo(k) 

und a l l e  r1,r2 I; r . 
(g) Für a l l e  f  E Vo(k) , a l l e  n E No und a l l e  z E D g i l t :  

Bemerkunq. 

W i e  i m  F a l l  d e r  Normierung N f ü r  k 2 4 bewiesen wurde, i s t  
k - 

d o r t  = C [ ~  - 1) = CO V ( k )  ( s i e h e  Schober [ 4 0 1 ,  S. 25) .  - 
Nach I l a  und 14a g i l t  f i i r  k E [2 ,4] :  G Co(; - 1 )  = CO Vo(k) . 

KonvexeFunktionen i n  Richtung d e r  imaginären Achse 

W i r  be t r ach ten  d i e  Famil ie  

K I ,  U { I }  i s t  d rehungs invar i an t  und kompakt. 

Aus der D e f i n i t i o n  und S a t z  I11 6 f o l g t  s o f o r t :  

Satz 15. 

2 2 Max K I ,  = Ei U E-i , also i s t  K I o  
2 2 

e in fachrund  es g i l t  K I o c S i U  

Sa tz  16. 
- 

(a) co  K I ~  = c o ( ~ :  U E* -i 

( b )  E= K I o  = Max K I o  

( C )  Sp t  K I o  = Max K I o  

JZ 
(d )  1 a r g  f (reie)  I I; 4 a r c c o t  - 1) 
f ü r  a l l e  f E K I o  und r E [0 ,1[  , 
f a l l s  r E (0,fi-I[ auch f ü r  a l l e  f E G X I o  . - 
E s  g i b t  e i n e  Funktion i n  CO K I o  , 
d i e  an d e r  S t e l l e  f i -1  verschwindet.  



iB1 ie JZ r 
(e) [arg f (rle ) - arg f (r2e * )  1 L 4 arctan -5 

1 -r 

für alle f E KI, und alle r1,r2 S r . 
(f) Für alle f E KI, und alle n E N gilt: 

Beweis. 

(a) folgt wie üblich aus Satz 15 und Satz 111 1, 
(b) olcll folgt aus Satz I11 1, o"=o' aus der Drehungsinvarianz und 
der Spiegelungsinvarianz von KIo (mit f E KI, ist auch g E KIo , 
wobei g(z) = f (;) 1 ,  denn wäre eine Funktion aus E: U E Z ~  nicht - 
extrem in CO KIo , so auch alle anderen. im Widerspruch zu ~rexn- 

(C) ttc80 folgt aus Satz I11 4, "9 sieht man durch Betrachtung der 

Funktionale vom Typ L(f) = Wal (f) , W E O . 
(d) Wegen der Spiegelungsinvarianz von KIo genügt es zu zeigen. da0 

J2 max max arg f (reie) = 4 arccot - I )  . 
fEKIo 0ElR 

Wir wissen wegen Satz 15 und Satz IV 6, da0 gilt 

= 4 arctan 1 JZ = 4 arccot - 1) . 
JZ - 1 

Dies gilt auch fIir f E G KIo , solange r kleiner als 

der Halbebenenradius R ist, für den gilt: 

J2 7r 4 arccot (T- I) = . 
Dies führt zu R = J2 - 1 . 
Der Rest folgt wieder mit Satz IV 7. 

(e) folgt aus Satz IV 8. 



L 1 kiyz 2 
(f) Für g(z) = , also g E Ei U E-i gilt 

Wegen (C) folgt also 

Es ist leicht zu sehen, da0 für jedes n ein y existiert, 

bei dem der maximale Wert angenommen wird. 

Allerdings ist dies im Gegensatz zu den bisherigen Ergebnis- 

sen nicht für jedes n dasselbe y . o 

Funktionen mit symmetrischen Bildgebieten 

In Analogie zu den Funktionen aus N mit reellen Koeffi- 

zienten stehen in No Funktionen mit symmetrischem Bildgebiet 

bzgl. der reellen Achse. 

Aus f (0) = 0 und f' (0) = 1 und der Schlichtheit folgt nämlich 

die Äquivalenz dieser beiden Forderungen. 

Wir schreiben ftir beliebiges F No 

F (sym) := {f E F 1 f D symmetrisch bzgl. der reellen ~chse) . 
Wir erhalten mittels der Geometrie und Satz I11 6 folgenden Satz: 

Satz 17; 

1 (a) Max Ko (sym) = Max KIo (sym) = EI , 
die Familien sind einfach,und es gilt: 

Ko(sym) c KIo(sym) C: P , 

1 2 (b) Max So(sym) = Max Sto(sym) = Max Sto(sym) = EI , 
die Familien sind einfach,und es gilt: 



a (C) Max Co(a-1 ,sym) = Max Vo(2a,sym) = E1 für a E [1,2], 

die Familien sind einfach, und es gilt: 
a V (2a,sym) Co(a-1,sym) S1 . 

0 

Nun bekommen wir wieder Extrempunkt- und Verzerrungsaussagen. 

Satz 18. 
- - 1 

(a) CO Ko(sym) = CO KIo(sym) = CO E1 = P 

1 (b) E= Ko(sym) = E= KIo(sym) = E1 

1 (C) Spt Ko(sym) = Spt KIo(sym) = E1 

1 (d) Exp Ko(sym) = Exp KIo(sym) = E1 

(e) J arg f (reie) I 5 2 arctan r 

für alle f E KIo(sym) , r E [0,1[ . 
1+1z1 (f) Für alle f E KIo(sym) , z E I D  gilt: If(z)I 5 l-lzl , 

1dn) (2) 1 1 2 n! 
n+l , insbesondere 1 an (f) l S 2 (1-121) 

für alle n EN . 
Satz 19. 

1 Für so (sym) , Sto (sym) sowie Sto (sym) gilt vollständig Satz 6, 

wobei st; durch die hier genannten Mengen ersetzt wird. 

Satz 20. 

Sei a E [1,2] . Dann gilt 
- - 

(a) Co(a-1,sym) = CO Vo(2a,sym) = CO E, 

C1 (b) E= Co(a-1,sym) = E=Vo(2a,sym) = E1 

a (C) Spt Co(a-1 ,sym) = Spt Vo(2a,sym) = EI 

a (d) Exp Co(a-1,sym) = Exp Vo(2afsym) = 



(e) 1 arg f (reie) I 5 Zu arctan r 

für alle f E C,(a-1,sym) , r E [0,1[ , 
IT falls r E [O,tan auch für alle f E Co(a-1 , s p )  - 

- 
Es gibt eine Funktion in CO C,(u-1,sym) , die an der Stelle 

tan - IT verschwindet. 4a 

(f) Für alle f E Co(a-I ,sym) , alle n E Wo und alle z E D 

gilt: 

~f(") (z) 1 5 (ha) ("I ( l z l )  . 

Beweis. 

Die Sätze 18 bis 20 werden analog zu Satz 6 bewiesen. 



VI. Familien von Funktionen mit reellen Koeffizienten 

Sei für eine Menge F c No 

F(R):= {f E ~ l a ~ ( f )  E IR für alle n E H} . 
Hallenbeck und MacGregor [ I 9 1  zeigten vor kurzem 

Satz 1 (siehe [Ag], S. 528 und Theorem 9). 

(a) EP (R) = {f 1 f (z) = 1 -zL , y E Y) und 
(1-yz) (1-Yz) 

Spt P(R) = CO EP (R) . 
(b) Für a > 1 ist 

Spt P~(R) = E= P: (R) = (EP (R) ) '  . 

Bemerkung. 

Die,Extrempunkte von P(R) bestehen aus den beiden maximalen - 

Elementen - 1-2 '+' und - 
1-2 1 +z , sowie aus einem Teil derjenigen Funk- 

tionen, die jeden Punkt der rechten Halbebene genau zweimal an- 

nehmen. Dies ergibt sich aus der Rationalität 2. Grades und 

der Tatsache, da0 für z E aD 

ist. 

Allerdings sind nicht alle Funktionen mit dieser Eigenschaft - 
1-2 

L 
extrem. Z.B. ist zwar - 2 (für Y:= i) extrem, aber 

1 +z 

hat eine konvexe Darstellung in P(R). 

Da die Extrempunkte nicht alle schlicht sind, kann die gewonnene 

Darstellung nicht dazu benutzt werden, die Extrempunkte in 



P (R) i i  So. oder in P (R) n Ko = Ko (R) anzugeben. 

1 1 
AUS der Symmetrie zur reellen Achse folgt Po(R) = P1(R) und da- 

a 1 1 mit auch Po(R) = (Po(R) = (P1 (R) ) = P; (R) . 
Damit beinhaltet Satz 1 bereits alles über die Extremalstruk- 

tur von P: (R) , a L 1 . 
2 

Wir wenden uns jetzt der Menge So (B) zu. Da in Po (R) , einer 
Obermenge von So(R) , auch nicht-schlichte Funktionen Extrempunkte 
sind, können die Ergebnisse nicht übertragen werden. Wir wenden 

eine Idee von Brickman an, um die Extrempunkte von So(R) geome- 

trisch zu charakterisieren. 

Satz 2. 

Lä0t f E So(R) einen Wert a $IR aus, so hat f eine konvexe 

Darstellung mit zwei verschiedenen Funktionen aus So(R) , die 
offene Mengen auslassen. 

Beweis. 

Wegen der Symmetrie des Bildgebiets zur reellen Achse folgt, da0 - 
auch a nicht angenommen wird. Da a $IR , kennen wir nun zwei 
nicht angenommene Punkte, die auf einer Ellipse mit Brennpunkten 

in 0 und 1 liegen, und wir können die Methode von Brickman 

([5], siehe DS [ 1 4 ] ,  Theorem 1) anwenden. Somit hat f die 

Darstellung 

f = t fl + (1-t) f2 mit t E 10,1[ und 

mit 

Wirbrauchennun nur zu zeigen, da0 fk oder äquivalent dazu $ 

(entwickelt um den Punkt 1) reelle Koeffizienten hat. Nun ist aber 

für W E i E l  



woraus diese Behauptung folgt. 

Satz 3. 

Beweis. 

Wegen Satz 2 läßt ein Extrempunkt von So(R) nur reelle Werte 

aus. 

Mit dem Ursprung müssen automatisch alle negativ reellen Werte 
ausgelassen werden. Es gibt zwei zusätzliche Möglichkeiten: 

(1) ]--,E] c(CxflD für ein E E ]0,1[ 
und/oder 

( 2 )  [I+€,=[ c(C\fD ftir ein E ER' . 
Wir zeigen nun, da0 ein Extrempunkt von So(R) U {I} die Eigen- 

schaft (1 ) nicht besitzt. Jede Funktion g aus So (R) , die 
nur reelle Werte ausläßt und die Eigenschaft (1) besitzt, hat 

offenbar wegen der Normierung die Darstellung 

wobei f ebenfalls in So(R) liegt und nur reelle Werte aus- 

läßt. Dies ist aber eine konvexe Darstellung innerhalb 
. - 

So (R) U { 1 } (und damit in CO So (R) ) . 
Es sind also nur Funktionen aus der Menge 

f läßt die negative reelle Achse und höchstens 
{f E so(R) I einen weiteren Strahl auf der reellen Achse aus 1 

mögliche Extrempunkte. Man weist leicht die Gleichheit dieser 

Menge mit Q nach. 



Auf gleiche Weise folgt das Ergebnis für S(R) . 

Korollar 4. 

Beweis. 

Die Inklusionskette 

folgt aus den Uberlegungen von Satz 2 mit der Brickman-Darstellung 

von Funktionen in S (siehe Duren [ 13 1, Theorem 9.5) . I ist genau 

die Menge aller Funktionen aus S(R) , die nur reelle Werte aus- 
lassen. 

I C E= S(R) folgt aus Satz l(a), da die dort auftretende Extrem- 

punktmenge dieselbe Abhängigkeit von dem Parameter y besitzt 

( siehe BMFJ [ 9 1 , Theorem 1 (d) ) . o 

Bemerkunq. 

Die- Aussage E= S (R) = I wurde von BMW [ 9 1 , Theorem 4, mit 
anderen Methoden hergeleitet. 

Wir wenden uns nun wieder der Sttitzpunktfrage zu. 

Satz 5. 

Dann gilt 

H 

Sei R : = Q U  f E S o ( R )  

f (2) = I+K Z 

(1-yz) (1-Yz) ' Y E Y 
. 
K E ]-2(l-~ey),2(1*~ey) [ I 



Beweis. 

Der Beweis wird analog zu Satz I11 3 geführt. Sei L E A t  nicht 

konstant in So (R) . 
Für einen Stützpunkt g E So(R) bzgl. L gilt 

(3 M:= Re Lg = max Re Lh . 
hES0 (R) 

Wegen der Vorgabe über die Extrempunkte nach Satz 3 hat g die 

Choquet-Darstellung 

mit positiven Maßen + und U- . p+(Y) + P-(Y) = 1 , deren 
(1Iz) Z 

Träger in E Y I E E= so (R) 
(1-yz) (1-Yz) 

Hieraus folgt. daß P+-fast überall bzw. P--fast überall auf Y gilt 

Re L ( (1+z) L ) = M sowie 
(1-yz) (1-Fz) 

Seien HI die Teilmengen von Y , in denen (5) gilt. 
Die Funktionen RI . die durch 

definiert werden, sind wegm der Darstellbarkeit von L mittels 

eines Maßes mit kompaktem Trsger in D analytisch in einer Um- 

gebung von Y als Funktionen von y . 



Nehmen wir nun an, z.B. H+ habe unendlich viele Elemente. Dann 

folgt wegen (5) mit der verallgemeinerten Argumentation von Satz 

I11 3 (siehe Hallenbeck und MacGregor 1191, Theorem 9) die Kon-. 

stanz von 2+ . Daraus folgt aber, da0 die Toeplitz-Koeffizien- 
ten bk von L für k 5 2 alle verschwinden. 

Dies ist ein Widerspruch zur Nicht-Konstanz von L in So(R) . 
Also sind H+ sowie H- endlich, und (4) wird zu einer endlichen 

konvexen Darstellung mit Punkten aus E= SO(R) . 
Sobald allerdings eine echte Darstellung mit mindestens zwei 

Punkten vorliegt, ist die dargestellte Funktion g entweder nicht 

schlicht, da g Pole auf alD mit einer Gesamtordnung von min- 

destens vier hat (siehe BMW 191, Theorem 12), oder g ist von der 

Form (t E ]0,1[) 

= 1 + (4t-2+2Rey ) z 
(1-yz) (1-72) 

Da g in No liegt, folgt dann die angegebene Darstellung. 

Bemerkung. 

Eine entsprechende Aussage für S(R) wurde von BMW 191, Theorem 

12 bewiesen. 

Zum Schlu0 vermerken wir, da0 aus der Sternförmigkeit und Nahezu- 

Konvexität der Elemente aus 3 folgt: 

Korollar 6. 

(a) S~;(R) C Sto(R) cVo(4,R) cCo(l,R) CsO(R) 

1 - - - 
(b) G Sto(R) = CO Sto(R) = CO Vo(4,R) = CO Co(l,R) = co So(R) 

und daher 



1 
(C) E= S t o ( R ) = ~ z  Sto(R)=~GVo(4,R) = E G C ~ ( I , R )  =E=So(R)cQ 

sowie 

1 
(d) Spt Sto (R) = Spt Sto (R) = Spt V. (4 ,R) = Spt Co ( 1  ,R) = Spt So (R) . 

Beweis. 

Aus A6 folgt (b) und hieraus (C) mithilfe Satz 3. 

(d) Da alle auftretenden Mengen F dieselbe abgeschlossene 

konvexe Hülle haben, folgt aus den Uberlegungen in A9(b): 

Spt F c Spt So(R) . Jeder Stiitzpunkt bzgl. L von So(R) 
N 

ist wegen SI c F auch in F Stützpunkt bzgl. L , wenn L 

nicht konstant in F ist. 
1 Nun folgt unsere Behauptung, wenn wir zeigen, da0 in Sto(R) nur 

die trivialen Funktionale L ( f ) = boao (f ) konstant sind. 
1 Habe das in Sto(R) konstante Funktional L E A '  die Toeplitz- 

Koeffizienten bn . Da für kleine al E lEt+ die Funktion f mit 

f (z) = 1 + al z in st; (R) liegt, folgt bl = 0 , ebenso liegen 
ftir alle n L 2 die Funktionen fE mit fE ( z )  = 1 + a z + czn 

1 
1 

fiir kleine E E IR+ in Sto (R) , woraus folgt, da8 alle Toeplitz- 
Koeffizienten b , n L 1 verschwinden, n D 



Anhang 

Die Sätze von ~reln-Mil'man und Choquet 

Sei immer V ein lokal-konvexer Vektorraum, F,G,... c V . 

- - 
F kompakt - CO F = CO EF , insbesondere EF i @ . 

KM 2 Millman 

F und co F kompakt * E= F c F . 
Ch 3 Choquet 

V metrisierbar, F kompakt und konvex * 

mit PM(EF):= (p1l.1 Borel-Wahrscheinlichkeitsmaß über EF) 

Folqerungen und weitere Aussaqen 

A 4 - 
F und F kompakt - E= F c EF . 

Beweis. 

Anwendung von 2 zusammen mit 5 (a) . 

(a) EG il F c EF 

(b) L E V 1  nicht const.in F - (sptLG) ti F c SptL F 



Beweis. 

(a) Für f E F  gilt: f & E F  * f & E G .  
SPtL 

(b) und ( C )  Sei f E F A f E 
EXP 

G , dann gilt: 

vg E ~\{f} (Re Lf : Re Lg) , 
SptL 

insbesondere gilt dies für alle g E F\{£) , also ist f E 
EXP 

F. 0 

F c G , F kompakt und konvex, G und co G kompakt - 
Beweis. 

4 
Nach Voraussetzung gilt: EG 2 EF = E= F A E= G c EG 4 

F und co F kompakt, L E V' und sei F = U Ft . Dann gilt 
tET 

(a) EF c U EFt 
tET 

(b) E= F c U E= Ft , 
tET 

(d) Exp F c U Exp Ft . 
tET 

Beweis. 

(a) f E Ft\EFt * f hat eine konvexe Darstellung in Ft , 
also in F d f  $ E F .  
(b) Sei f E E= F . Dann folgt wegen KM 2: f E F . 
Somit gibt es ein t E T mit f E CO Ft . Wäre nun f $ E= Ft , 
so bekämen wir eine Darstellunq in G Ft , und damit einen Widerspruch. 

SPtL 
(C) und (d) Sei f E 

EXP 
F . Für ein t E T gilt f E Ft , also 



vg E FZ{~I (Re : ~e 

Beweis (BW [101, S. 231). 

Zunächst ist F c co Spt F mit Beweis wie f ü r  KM 1 (genauer gilt - - 
sogar F c (Spt F n E= F)). Daraus folgt CO Spt F = CO F 

und wegen der Kompaktheit von Spt F sowie CO Spt F erhalten 

wir mit KM 2: E= Spt F c Spt F . 

A 9 - 
F und co F kcmipakt in metrisierbarem V 4 

(a) Exp co F c E= F 

(b) Spt F c Spt G F 

( C )  Exp F = Exp G F , insbesondere 
(d) Exp (E= F) = Exp G F = Exp F . 

Beweis. 

(a) dies ist bekanntlich eine Folge von KM 1 , da bzgl. jedes 
Funktionalsmindestensein Stützpunkt extrem sein muß. 

(b) Sei L E Spt F und h E co F . 
Dann- gilt 

Da f E Spt F , gilt f ü r  ein L E V' 

Für hn folgt: 



und somit schließlich 

( C )  Sei f exponiert in F bzgl, L E V' , Gäbe es bzgl. L 

einen weiteren Stützpunkt h E co F mit der Choquet-Darstellung 

h = Ig dp , so, wäre g E SptL (Co F) P-fast überall. 

Da der Träger von P in E= F c F liegt, ist dies ein Wider- 

spruch zu f E ExpL F . Also haben wir: Exp F Exp = F . 
Weiter folgt mit (a) : Exp co F c E= F c F und mit 5 (C) be- 

kommen wir schließlich Exp co F c Exp F . 

A 10 

F und F kompakt * 

(EFcExp F * EF = E G F  = Exp F) . 
Beweis. 

Die Teilmengenkette 

9 (C) 9 ia) 4 
ExpF = E x p Z F  c E Z F c E F  

zeigt das Verlangte. 



Notationen Seite 

A: = {f: n3 -, (C 1 f analytisch) 1 

AI:= { L ~ L  lineares stetiges Funktional über A} 2 

B:= {U E Alo(0) = 0 , 1 0 1  1) 7 

BCK:= {f E A(E= Sub {f) = [f 1) 14 

C*:= {f E ~*lflD nahezu-konvex) 

Ck(f3):= {f € Alf nahezu-konvex der Ordnung B) 

Dg:= {f E N~~(C\£D ist die Vereinigung von Halbstrahlen} 47 

drehungsinvariante FamkZie 9 

EI?: = {f E Flf Extrempunkt von F) 1 

Exp F:= {f E Flf exponiert in F} 2 

einfache FamiZie 14 

U I hxl 
xEX 

. 'lT largx I<sinz 

BaZbebenen-Radius 

K*:= {f E ~ * l f l ~  konvex) 

KI*:= {f E ~*lflI> konvex in Richtung der imaginären ~chse} 4 



Max F:= {f E F I f maximal bzgl. 

MÖb D: = { f E A I f Automorphismus von ID) 

N: = {f E A  I f(0) = 0 ,  f'(0) = 1) 

a PX: = Sub {h;) 

PM (V) : = (U I ~orel-~ahrscheinlichkeitsmaß über V) 

So: = {f E No I f schlicht] 

C*:= {f E  A  I f schlicht) 

s;: = C1 so 

So(R):= {f E So I an(f) € I R  fi3r alle n ER} 

SptLF:= {f E F I f Stützpunkt bzgl. LI 

Spt F: = U SptLF 
LEA ' 

Sta* : = {f E  S* I £D sternförmig bzgl. a) 

starke Fami Zie 

Sub F:= {g ( g < f, f E F) 
subordinationsinvariante FamiZie 

V*(k):= Cf E A  I Randdrehung von f D  5 ~ I T )  

X: = {X I 1x1 = 1 1  
k: = X\{-1) 

Y:= {Y I lyl = 1 1  

W: = arg X E l-aIa[ - 



f -C g oder f subordiniert zu g :H 3w E B (f=gow) 7 

[f I oder Äquivalenzklasse von f:=' {g I g ( z )  = f (xz) ,X  E X) 8 

Für eine Familie F* c A schreiben wir 

und für eine Familie F c A schreiben wir 

F(R):= {f E F I an(f) E R für alle n E EI} 

F(sym):= {f E F I f D  symmetrisch zur reellen ~chse} 

und für F c No 

Fa: = {fU I f E F} 
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Zusammenfassunq 

Familien analytischer, insbesondere schlichter Funktionen im 

Einheitskreis, deren Elemente f der Normierung f(0) = 0 und 

fl(0) = 1 genügen, sind im letzten Jahrzehnt auf Extrempunkte 

und Stützpunkte hin untersucht worden. 

In dieser Arbeit werden Familien untersucht, deren Elemente der 

Normierung f (0) = 1 und f (z) + 0 genügen. 

Es werden die Extrem- und Stützpunktmengen von Klassen konvexer, 

sternförmiger, nahezu-konvexer und anderer durch geometrische 

Eigenschaften der Bildgebiete ausgezeichneter Funktionen charak- 

terisiert, und es werden konkrete Extremalprobleme gelöst. 
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