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1st auch & F k o m p a k t  also innerhalh A immer bereits. wenn F 
- -  

kompakt ist-liegen die Extrempunkte v o n  co F alle in F. 
Eine Vertiefung des Sat7es von Krein-hlil'man stellt der Satz von 

Choquet dar, der in metrisierbaren Riumen gilt. Die Darstellbarkeit dcl- 
punk:e ei;;er Ip'. ,',.- , --....., :.- " I . - -  - - - -: I 1: '- ' - - r- '"'T al\Lcrl l \ v ~ ~ v ~ n c u  I V I ~ ; I I ~ G  1l11t nht. ut;l ~ x t ~ c ~ ~ l p u r l k i e  
iiuft d a m  auf cine In?egraldarstel!ung mi! Wahrscheinlichkeitsmaldei; 
hinaus, deren Trigcr die Mcnge der Exlrcmpunkte k t .  

41s Beispiel fur die vorliegcndc Situation dicnt die 1:amiiic 

der Funktionen mit positivem Realteil. 
Die Forrnel von Herglotz. die er 191 1 [ 151 ermittelte. bcsagt, danjede 

Funktion p ails P einc Darstellung dcr Form 

Wcgen dcs Satzes von Choquct sind ( I )  und (2) iquivalenl. Fur die 
Details dcr Anwendung der Sitze von K r c i n  Mil'man und C'hoquet sci 
aufdie  Darsiciiungen in j4j, [7j,  ji4j, [ Z i j  und [24j verwiesen. 

Extrempunkte sind deshalb von Beducung, weil untcr den 
LGsungsfunktioncn eines linearcn Extrcmproblems stets ein 
Extrcmpunkt ist. 

Sei A' der Dualrairm von A ,  d .  h. der Raum der stetigcn linearen 
Funktionale in A .  

1st L E  A' nicht konstant in f-. so heiBt eine Funktion , f '  aus F 
Stilrzpunkt hczuglich L von F, wenn fur alle y E F gilt: Re Lf'z Re Lg. 

Die Mcnge der Stutzpunkte von F bezeichnen wir mil Spt F. 
Ein Extrempunkt ist nicht notwendigerweise ein Stutzpunkt. und 

umgckehrt wcin man in1 allgemcinen nicht, o b  alle Stutzpunktc extrern 
sind. Lediglich eine Feststellung gilt Sir cine beliebigc kompakte Familie 
F. Es gibt LLI jcdem nicht konstanten Funktional L t  A' einen 

- 

Stiitrpunkt, dcr in k cc: t. !kg. 
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Wir betrachten hier Familien nichtverschwindender Funktionen. 
d. h. Teilmengen von 

No:= f I ' E  A I f (0)  = 1. ,f '(z) # 0 ) .  

Dic Familie S ,  der schlichten. d.  h. injektiven, No-Funktionen wurde 
u. a .  von Duren und Schober [lo]-[12] untersucht. 

Davor waren hauptsiichlich Familien mit der Normierung 

f ( 0 )  = 0 und f"(0) = 1 (3 

untersucht worden. Insbesondere f i r  Familien, die durch geometrische 
Eigenschaften des Bildgebiets definiert werden, sind in den siebziger 
Jahren viele Ergebnisse zustande geliommen. 

Wir betrachten die Familien der konuexen und der strrnj'ormigen 
Frrnktionrtl sowie der schlichten s~~mmeir i s r .hm Funkrionen 

So(sym):= { , f ' ~  S O  I f'(D) is1 symmetrisch bzgl. der reellen Achsef . 
weiter die Famiiien der Fiiiikiioiii.ii i?ii: bi.schriinktrr Ronddwhuny 

V o ( k ) : =  { f E No 1 Randdrehung von ,f ,< k ~ j  

fiir k E [2 ,4]  (siehe dam die Arbeit von Paatero [20]),  und die Menge 
der nai~ezu-konuexen Funkrionen 

Co:= j f E No 1 3 q  mit q(D) konvcx und f ' / y 7 ' ~  Po) ,  

wobei 

Po:= { f ' ~  N o  1 3b E R: Re ei:f > 01, 

(siehe dazu die analytische Definition von Kaplan [I71 und die 
geometrische Beschreibung von Biernacki [2]  und Lewandowski 
[18]-[19]).  Wegen des Schlichtheitskriteriums von Noshiro- 
Warschawski (siehe z. B. [9] ,  S. 47) sind nahezu-konvexe Funktionen 
schlicht. 

Wir betrachten fur f l  E [0, I ]  auch die Teilfamilien 

C0(P):= ( . f  E S ,  1 3(p mit (p(lI3,) konvex, f ' lq '  = p< p E Po} 

der nuhex-konwxen Funktionen drr Ordnurzg (siehe dazu die 
geometrische Beschreibung von Pommerenke [22] 1. 
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Fur alle k E [2,4] gilt 

Vo(k)  c C o ( k 1 2  - I ) 

(siehe z. B. [24], S. 24). 
Eine Obermenge der nahezu-konvexen F'unktionen ist die F'amilie der 

linear erreichhuren Funktionen (im starken Sinn) 

Lo := ( f E SO ) @ \  ,j'(D) ist die Vereinigung von Strahlen] 

(siehe Biernacki [2] und Sheil-Small [25]). 
Ebenso wird fiur /J E [O, I] die Menge der erreickhuren Funktionen drr 

Ordnung durch 

i I @I. j(D) ist die Vereinigung von abgeschlossenen 
L,(fl) := j' E So 

Sektoren des Winkels (1 - fl)x 

definiert. Fur alle /J E [O. 11 ist 

(sidle Pummcrcnkc [::I, S. 176). 
Eine weitere Familie ist 

K I , ,  := { ,f E So .!'(El) ist konvex in Richtung der imaginaren Achse; 

(siehe Robertson [23]). 
Alle oben angefuhrten Familien sind kompakt, wenn die konstante 

Funktion 1 hinzugenommen wird, und somit hat jedes s~etige 
Extremalproblem eine Losung. Unter den Extrempunkten der 
abgeschlossenen konvexen Hullen ist fiil jedes sietige lineare 
Extremalproblem eine Losungsfunktion. 

In den entsprechenden Familien K, S t ,  V(4) und C' mit der 
Normierung (3) gelang es (siehe [3], [4], [13] und [16]), die 
Extrempunkte der abgeschlossenen konvexen Hullen sowie die 
Stiitzpunkte zu charakterisieren. Alle wesentlichen Ergebnisse zu 
diesem Themenkreis sind in [13] enthalten. Offen blieben diese Fragen 
allerdings bis heute bei allen anderen der oben definierten Familien (mit 
der Normierung (3)), insbesondere auch fur die linear erreichbaren 
Funktionen. 

In dieser Arbeit werden wir fur alle angefuhrten Familien nicht- 
verschwindender schlichter Funktionen zeigen, dal3 Extrempunkte der 
abgeschlossenen konvexen Hullen sowie Stutzpunkte notwendigerweise 
bestimmte "Sektor-Abbildungen" sind. d.  h. Funktionen, deren 
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Bildgebiet ein Sektor ist: cntsprechendc Ergebnissc werden auch irn Fall 
der Norni ier~~ng (3) vermutet (siehe z. H. [94], S. 25. [25], S. 397). Im 
.4nschlul< werden honkrete Extremaiprobleme untersucht. 

2. SUBORDINATION U N D  MAXIMALE ELEMENTE 

Sei B die Menge der analytischen Funktionen. die den Voraussctrungcn 
des Schwar7scht.n Lemmas geniigcn. Eine Funktion ,f'heil)t suhordinirrr 
zu y (in Zeichen: / '< q), wenn es eine Funktion r o ~  R gibt, mit Hilfe 
derer sich ,f darsellen IalJt in der Form /' = g w. 

1st ,/ (0) = g(0 )  und g schlicht. so ist /'< y gleichbedeutend damit. dall 
clas Hildgebict von ,f im Rildgebiet von $1 enthalten ist. 

Auromatisch gilt dies dann auch fur die Bilder von Kreisscheiben um 
tien Ursprung n ~ i t  einem Radius kleiner als 1 als Folge des 
Schwarrschen Lemmas. 

~w-;!:...,~ ., ,,. ~ .. Ci~:~~c!~:!ftr!? r k r  Clrhordinilrion sind z. B. in I(,ip. 6 i i i  

finden. 
. . 

File Mcfigc ;/V,,, -,) is! ilaibgeo!cfnci. icifcrn w;; :n nahe!iegender 
- .  . . 
\,Vt.:se Aqt!j\/~!i~~vkii!ssi . i i  ~iiejn:ific!c; ccger.sc.!t;g - - s?!l_lnrc!ini~rtcn 

F'unktionen betrachten. Die ~~u iva lcnzk lassen  sind die Mengen 

Mit Max F bezeichnen wir die in F licgendcn maximalen Elemente von 
F bezbg!irh 4 

Weiter bczeichne Sub F:= ( q  j y i ,f, f E F ]  die subordinat ionu- 

ini~urictnto Hiillr von F. Die subordinationsinvariante Hulle einer 
kompakten Familie F w i d  von  deren maximalen Elementen erzeugt: 

L F M M A  1 (Brickman und Wilken 151, rheorcm I j  1st F c N o  
kotnpuht,  5 0  y l l t :  Sub F = Sub Max F .  

3. EXTREMALPROBLEME I N  FAMILIEN M l T  
EINFACHER MAXIMALSTRUKTUR 

Fur die weiteren Retrachtungen wird die folgende Eigenschaft 
bestimmter analytischer Funktionen besondere Bedeutung haben. 

Wir nenncn cine analytische Funk?!nn f E A eine BCK-Futiktion (in 
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Zeichen ,f E BCK). wenn fiir allr y < f ein Borel-Wahrscheinlich- 
keitsmalj 11 existiert. sodall g die Darstellung 

bebiiri. Dies is[ iiquivalent zu 

(siehe z. B. [4], S.  93).  
Brannan, Clunie und Kirwan [3] zeigte~? folgende bernerken~werte 

Erweiterung des Satzes von Herglotz: 

S ~ T Z  2 1st F c ,V, kompukr lrrzti drellur~g.sint.aricitlt lrtld yilt fernrr  

Max F c B C K ,  so jhlyt 
- - -- 

( a )  co F = co Max F ,  
(b)  E&I F c Max F. 

Bewc1i.s Wir schreiben Max F = u,,, [ f ; ]  mit geeigneter Index- 
menge 7: Dies ist wegen der Drehungsinvarianz von F und der daraus 
resultierenden Drehungsinbarianz von Max F moglich. 

Nach Voraussetzung ist 

f ;  E BCK fiir alle t E T (6) 

Wegen Lemma I kiinnen wir F folgendermanen zerlegen: 

F = u F, mit F ,  := F n S u b i f ; ) ,  
f E 7  

( 7 )  

und wir erhalten zunichst mit Hilfe von (6), dem Satz von Krein- 
Mil'man (F, ist mit F kompakt)  und (4 )  

- - - - - - 

co F ,  c co Sub F ,  = co Sub{ f;) = coiE co Sub; f ; ' ) )  = co[,/,] 
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D a  F ,  mit F drehungsinvariant kt. liegen alle Funktionen aus [j j ]  in F,, 
und somit folgt 

co F ,  = ii[.f;] 

und damit unter nochmaliger Benutzung der Drehungsinvarianz 

E FO F, = [.f;] . 
- 

(8) 

Sei nun f ' ~  E co F. Dann folgt wegen der zweiten Teilaussage des Satzes 
von Krein-Mil'man zuniichst, da13 .fin F liegt. Somit gibt es wegen (7) 
ein 1 E T mit ~ E Z  F,. 

Angenornmen, f lage nun nicht in E F,,  so hatte f eine konvexe 
Darstellung in F, und damit in F im Widerspruch zur 
Voraussetzung. 

Also ist jeder Extrempunkt von F extrem in F ,  f i r  ein t G T und 
w e e n  (8)  folgt 

E G F  c 0 [ I ; ]  = M ~ X F  
1 € 7  

und darnil (b). Also ist, wieder mit dem Satz von lirein-Mi1 mdn 

womit auch (a) bewiesen ist. 

Mit dem Ergebnis von Satz 2 gelingt es, folgenden Satz uber die 
Stutzpunkte in Familien, die die Voraussetzungen von Satz 2erfiillen, zu 
beweisen. 

Mit co  F wird die konvexe Hiille von F bezeichnet. 

SATZ 3 1st F c N o  kompakt und drehungsinvariant mil Max F = 

UreT [ j;] fur einr geeignete Indexmenge T, ist jerner f ;  fur alle t E T cine 
BCK-Funkrion, und giht es in jeder der Menyen F ,  = F n Sub( eine 
Funktion mit luurer nichrverschwindenden Koefizienten, so gilt: 

Spt F c u co[ A ] .  
t s T  

also insbesondere 
Spt F c co(Max F ) .  

1st f i r n u  fur ulle r E T 

(co[.f;l\[f;l) n F* = 0 3  

so jblgt: 

S p t F  c Max F .  
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B m ~ r i s  Im ersten Teil des Beweises zeigen wir 

Spt F, c co[fJ fur alle t 6 T. ( 1  01 

nach einer Methode von Brickman, MacGregor und Wilken [3J 
Theorem 8. 

Sei L E  A' ciii in f, nich  ko~istciiiic~ Fuiiktiuiiai mil der 'Toepiirz 
Darsteiiung (siehe z. B. [24], S.  36) 

Fur einen Stutzpunkt g von Fi  bzgl. L gilt 

M:= Re Lg = max Re Liz. 
h e ? ,  

Nach Voraussetzung ist f; E BCK, und wir erhalten 18). und wegen der 
Kompaktheit von F,  hat g die Choquet-Darstellung 

g( : )  = 1 /c(.Yz) dp ( 1  2 )  
% J  

Hieraus hlgt.  daD li-first Uberall ituf S gilt 

Sei H die Teilmenge von X, in der (13) gilt. Die Funktion I, die durch 

definiert wird, ist wegen der Darstellung ( I  I )  von L analytisch in 6. 
Nehmen wir nun an, H habe unendlich viele Elemente. Dann nimmt 1 

auf X unendlich viele Werte an, die a d  der Gcraden 
{ w  E mi I Re w = M )  liegen. 

Die Funktion lz mit 

id:) = i ( l ( 2 )  + / ( I / ? ) )  

ist analytisch in einer Umgebung von X und auf X gilt h ( x )  = Re I ( Y ) .  
Also ist iz konstant auf einer Menge n i t  Hiufungspunkt im 

Analytizitiitsbereich und somit global konstant. Hieraus folgt die 
Konstanz von 1 im Widerspruch zur Nicht-konstanz von L in F,. 

Also ist H endlich, und (12) wird zu 

womit (10) bcwiescn kt. 
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4. FAMILIEN V O N  FUNKTIONEN, DEREN BlLDG EBlETE 
G EOMETRISCH E ElG ENSCHAFTEN B ESlTZEN 

Der eigentliche Ausgangspunkt zu dieser Arbeit war die Fragestellung 
dieses Kapitels. Man erwartet fiir die Familien In N o .  die In der 
Finfi ihr~~ng definiert u.urden. ana!oge Resultate wie bei den Familien - - -. - - . . - -. 
mit dei Noi-iiiieiurig (3). riiuI3 sich abei- liach einer iieueli Meihode 
umsehen. die diese Resultate liefert. 

Es zeigt sich. dal? bei mserer Normie run  die Familien der 
Inklusionskette 

Vj(2B + 2 )  c Co(P)  c L,(P) (14) 

alle dieselbe abgeschlossene konvexe Hulle besitzen. da  sie dieselben 
maximalen Elemente haben. 

Daher beschiftigen wir uns zunichst mit den erreichbaren 
Funklionen der Ordnung j. Sei 

. .' ! ! !  
A , - A  , - I , .  

Be~t3ei.s ( a )  Zunichst stellen wir fest. dafi die Funktionen der Form 
( 1  5 )  genau diejenigen schlichten Funktionen sind. deren Bildgebiet ein 
Sektor mit Ecke im Ursprung und ~ffnungswinkel ( 1  + P)n ist. (Fiir 

= 0 sind dies Halbebenen, deren Rand durch den Ursprung geht, fur 
p = I geradlinig geschlitze Ebenen mit Schlitzbeginn im Ursprung.) 

D a  diese Sektoren-Abbildungen offensichtlich erreichbar der 
Ordnung P sind, genugt es zu zeigen. daI3 das Bildgebiet einer beliebigen 
Funktion J ' F  I*,(/?) in einem dieser Sektoren enthalten ist. 
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Nach Voraussetzung ist das Komplement des Bildgebiets von ,f die 
Vereinigung von abgeschlossenen Sektoren des Winkels ( I  - B ) x .  1st 
nun MI ein beliebigen Punkt aus @ D ,f(D), so liegt also w in einem dieser 
abgeschlossenen Sektoren. und somit existiert ein abgeschlossener 
Sektor desselben Winkels, den man durch Parallelverschiebung erhalt. 
der ganz in C\,f'(D) heft und w als Spitzc besitzt. 

Da J(D) den Ursprung nicht enthalt. erhalten wir durch die Wahl 
M' = 0 das Ergebnis, dal3 f einen abgeschlossenen Sektor des Winkels 
( I  - /?)n mit Spitze im Ursprung auslaDt, und damit die Behauptung. 

(b) und (c) Die Menge Lo(B)u(1)  ist kompakt und 
drehungsinvariant, und wegen ( 5 )  folgt aus (a), darj die maximalen 
Elemente von Lo(P) BCK-Funktionen sind. Anwendung von Satz :! gibt 
also 

c< Lo(/?) = co(Lo(B) u ( I ]  J = I% Max Lo(/]) 
- 

sowic II co Lo(lI) c Max L,(P). 
rd) Da jedr der Fui!ktionsii l i ,  mi: 

lauter nichtverschwindende Koeftizienten hat, und da jede der Mengen 
{ j ' ~  Lo(fi) I j ' 4  die Funktion h, enthalt, 1aL.t sich Satz 3 
anwenden, und wir erhalten das Ergebnis, wenn gilt 

Um ( 16) zu zeigen, sei 

fiir ein n 2 2 und 

1 t k = l ,  t k~ ]O . l [ ,  y k # y l  fiir k # l .  

Wir betrachten in D liegende paarweise disjunkte Halbumgebungen U ,  
von j,. Da jede der f '  darstellenden Funktionen denselben Sektor als 
Bildgebiet hat, und da , f in  jk jeweils eine Singularitit besitzt, gibt es ein 
R > 0, so daB der aurjerhalb { z  E C I Izl < R )  liegende Teil des Sektors 
fur alle k, 1 < k d n,  in f (Uk)  liegt. Also ist ,f nicht schlicht und wir 
haben ( 1  6). 
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Als Korollar erhilt man z. B. die folgenden Abschatzungen. 

KOROLLAR 6 Sei /? E [O. I]. Fur f E L,(b) gilt:  

Jiir ulle n E N o  und ullr I E D. Gl~ickhei t  Iiegt fur jedrs 
( 1 1 ,  I) E (NO x ID)'!,, (0, 0) t ~ u r  Jiir eine Funlirior~ 1' tier Form 

(b) larg f ' (z ) (  ,( 2(1 + /I) arcsin(:[ (17) 

f i i r  ulle z E D. Gleichhrit lieyr fiir jedes 2 E ID'\ / 0) nur fiir einr 
Funktion ,f der Form 

Brmwi.9 jaj Sei j3 t [Q i j. Es genugt, die Stutzpunkte vun io(,Oj, und 
damit nach Satz 5(d) die maximalen Elemente zu betrachten, d. h. die 
Funktionen f ,  der Form 

In [I]  wurde gezeigt, daB 

mit Gleichheit fiir jedes n E N genau fur x = 1. 
Weiter folgt 

mit Gleichheit offenbar genau fur x = 1, wenn nicht n = z = 0 ist. 
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(b )  Wegen Satz 5(a) gibt es zu jedem E L,(P) ein Y E  ,?. so dal3 
' 1  + ,.I\ 1 - 0  .( -- ] I - :  

also 

Linter allen Funktionen f mit der Eigenschaft (18) kom~nen aber fur 
r # O nur die Funktionen der Form 

fiir max,:,,,/arg J ' (r) /  in Betracht. wie aus dem Masimumprinzip fur 
harmonische Funktionen und der Eindeutigkeitsaussage des 
Schwarzschen Lemmas folgt. 

A u s  

5. larg{ ! + .yl+~:)~ + i - jzjl < 2 arc bii11-1 

:big: d:e AbschitruEg ( l i )  
Der maximale Wert von arg ,/'(I) wird fur : # O von der Funktion mit 

(arg s. arg J,) = (2 arc sin/=(, 75'2 - arc sin/;/ - arg ;) angenommen, 
wahrend fiir (arg r. arg j.) = ( - 2 arc sin/:), n;2 t arc sinlzl - arg 2 )  das 
Minimum vorliegt. 

Wir bemerken. dafi man h r  ij = 1 aus de: Gu!tigkeit der 
B i e h r r h u h x h r ~ ~  Vet.murung (fur schlichte Funktionen der Normierung 
(3)) durch Anwendung der Trivial transformation 1 ' ~  ( , f  - 1 ) : a ,  statt 
(a)  sogar 

erhilt (es ist ja (u,  ( d 4). 
Ebenso folgt fur /I = 0 aus der bekannten Koeffizienten-Abschitzung 

f i r  konvexe Funktionen der Normierung (3) sogar 

(siehe [lo]. S. 196). 



D
ow

nl
oa

de
d 

B
y:

 [K
oe

pf
, W

ol
fra

m
] A

t: 
16

:3
0 

23
 O

ct
ob

er
 2

00
7 166 W. KOEPF 

Umgekchrt gibt es fur jede erreichbare Funktion f d e r  Ordnung 11 mit 
der Normierung (3) eine Zahl w mit ltol < I ,  die nicht angenommen 
wird, so dal3 i - f (!I F I.o(P). Also folgt fur die Koeffizienten ti,, v o n  1 '  
mit dem Ergebnis vnn Korollar 6 (a )  

wobei 

die ubliche Sektor-Abbildung der Normierung (3) ist. Fur nahezu- 
konvexe Funktionen der Ordnung 0 mit der Normicrung (3) ist 
bekanntlich n! la,/ < kk);'(O) ([3], siehe [24], Theorem 2.29), wihrend die 
obige Abschiitzung fur erreichbare Funktionen neu ist. 

Eine weitere Folgerung von Satz 5 ist 

D ....... ;.. 
D t - v \ t . l . ,  ES ist wohlkkaiiiii.  dai3 die iiiaxii~iiilen Eietnetile van L,(,G) 

Funktionen aus V0(2fi + 2) sind. 
Also folgt aus (14), dem Satz von Krein-Mil'man und Satz 5(b) 

Nun wenden wir uns den restlichen Familien zu. 

I + z  
(a) Max Sr, = Max S 

Max K I o  = [(GI2] [(=I2], 
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(c) E 9, = Spt S r ,  = E & ~ , l s ~ m )  = Spt So(symi = [(*)'], 
1 -:, 

E co KI, = Spt K I ,  = Max K I , .  

B e w i s  (a)  Offenbar liegt fur jeden Punkt M des Komplements eines 
von C verschiedenen bzgi. i steriifGrmigen Gebiets G der bzgl. 1 radiate 
Strahl. dessen Spitze w ist. ganz im Komplement von G. Daraus folgt mit 
M' = 0. daB d ~ e  negative reelle Halbachse jedes bzgl. 1 sternfiirmigen 
Gebiets, das den Ursprung liichi cnthiilt, in dessen Komplement liegt. 
und damit 

I + , -  
Max Si, = [(-)2] 1 - :  

Wir wollen nun dieselbe Eigenschaft fur ein beliebiges einfach 
zusammenhiingendes Gebiel G zeigen. das symmetrisch bzgl. der reellen 
Achse ist und den Ursprung nicht enthiilt. 

- 
l i vt. egcn bes einfac!xn Zuranl~nzn hangs Ist C' G rusammen hangend 

~jnd enthiiir die Piiiikie 0sow:e x. Daher rxistiert eine Kurve ;, c C".G. 
die den ! Irsprung mi[ -r verblnd~t.  

Aus der S y ~ m e t r i e  fdgti  c h i 3  auch -: :- ( w  6 O' / K, r ; ) )  in C \' i; liegi. 
Nun sieht man aber, daR die zwischcn ;,_ := [\\ .E ;, v 7 j im S GO/ urid 
7, := { W E  j' u I Im 7 3 0) liegenden Punkte, insbesondere also d ~ e  
negative reelle Halbachse, nicht zu G gehoren kijnnen, womit wir gezeigt 
haben 

Man S,(sym) = [('+I)'] 1 - z  

Die maximalen Elemente von K I, lassen sich entsprechend 'nesrimmen. 
(c) Der Beweisgang wie bei Satz 5 lGDt nur die Frage offen, ob  alle 

maximalen Elemente Extrempunkte bzw. Stutzpunkte sind. Dies folgt 
bei S t ,  und S,(sym) leicht aus der Drehungsinvarianz und dem Satz von 
Krein-Mil'man. 

Die maximalen Elemente sind Stutzpunkte bzgl. der Funktionale L 
vom Typ 

L ( f )  = wcl,(J), W E C .  (19) 

Analog folgt aus der Drehungsinvarianz sowie der Spiegelungsinvarianz 
von KI,. d .  i .  

,f E Kl,,g(z) = J.0 => ~ E K I , ,  
daI3 alle maximalen Elemente Extrempunkte sind; auch sie sind 
Stiitzpunkte bzgl. der Funktionale L vom Typ (19). 
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Man sieht, dafl die vorgestellte Methode auch anwendbar ist auf die 
Familien der Funktionen, die konvex in andere Richtungen sind. Wahlt 
man als Richtung die reelle Achse. so ist [ ( ( I  + ;)/(I - z)?] wieder die 
Menge der maximalen Elemente. 

Als Folgerung von Satz 8 notieren wir die folgenden Ergebnisse, die 
sich nicht durch ~ b e r t r a g u n g  von bekannten Resultaten aus der 
Normierung (3)  herleiten lassen. 

(a) Sei .f  E St,, oder f E S,(synz). Dunn gill 

, fur alle z E 0 .  Glrichheir liegt .fur z E D\{O) nur ,fur eine Funktion 
der Form 

fur alle z E D. Glrichheit liegt jur z E D', ( 0 )  rzur jiir eine Funkrion 
der Form 

I + iyz 

ror. 
(c)  Sri  , f ' ~  K l o ,  j'(2) = x,"_ unzn. Dunn gilt 

lu,l G 2 jl + rr2 

,fiir ulle n E N. Gleiclrheit liegr fiirj~&s n E N nur ,fur rine Funk  ion 
drr Form (20) m r .  

Beweis (a)  Wieder geniigt es-wie beim Beweis von Korollar 6(b) 
gezeigt-die maximalen Elemente zu betrachten. Eine einfache 
Rechnung oder geometrische ljberlegung zeigt, dal3 fiir r e ] O ,  I[  die 
Beziehung 

gilt. woraus die Rehauptung folgt. 
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('Dl Hier genugt es wegen der Spiegelungsinvarianz von KI,, 

zu berechnen. Man erhalt 

I + i j r  1 + ixr 
max ),ex ( , arg ( I  - - p r ) 2 ) = z ~ 2 ( a r g ] - ~ y )  

(c) Es genugt, die Stutzpunkte zu betrachten, und daher nach  sat^ 
8(c) die Funktionen der Form ( 2 0 ) .  fur deren Koeffizienten u, gilt: 

u, = 2yn(1 + in), 

wvraus die Rehauptun folgt. 

5. ANWENDUNG DER ERGEBNiSSE AUF 
INTEGRALMITTELWERTE 

Mittels der Subordinationsaussagen der Satze 5(a) bzw. 8(a) und dem 
Subordinationssatz von Littlewood (siehe z. B. [ 9 ] ,  Theorem 6.1 ) erhalt 
man Abschatzungen fiir die Integralmittelwerte. Bei den Mengen 
S,(sym) und S t ,  erhalt man aul' diesem Weg das Ergebnis von 
Baernstein (siehe [ 1 0 ] ,  S. 197). das sogar in ganz So giiltig kt.  Fur die 
erreichbaren Funktionen folgt 

SATZ 10 Seien E [0, I ] ,  p > 0 sowie r ~ ] 0 ,  I[. Fiir f E. Lo(/3) gilt: 

Gleichheir liegt nur . f i r  eine Funktion ,f tler Form 
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Beweis Aus Satz 5(a) folgt, daI3 f'< ( ( I  + xz)/(l - z))' ''I fur ein 
X E X .  Der Littlewood'sche Subordinationssatz impliziert die 
Ungleichung 

d B .  

Schreibt man ((1 + .v)i(l - z))" 'i"p'2 =: x;=o un(-\.)zn.so gilt nach [I]. 
dal3 lan(x)( d an(l), mit Gleichheit fur jedes n E N genau fur x = 1. Also 
folgt weiter mit der Identitat von Gutzmer, dal3 

Gleichhcit kann offcnsichtlich n u r  f i r  x = i ei~itrctzn. und hier 
wiederum nw fEr die maximale:: E!emente wie aus der 
Cile~chheirsaussage des Littlewood'schcn Subordinationssatzes folgt. 

Da nun bekanntlich ( I  + z l i (  1 - z) F H p  filr alle p E ]0,1[ (siehe z. B. 
181, Theorem 3.?), gilt die letzte SchluDfolgerung. 

Da die Eigenschaft f~ H P  von der Normierung unabhangig k t ,  gilt die 
letzte Aussage auch fur Funktionen der Normierung (3). Wir bemerken, 
daI3 unser Beweis zeigt, daB diese Eigenschaft eine direkte Folge der 
Geometrie des Bildgebietes ist. Fur nahezu-konvexe Funktionen wurde 
sie in [6], Corollary 2(b), bewiesen. 
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