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1. EINFUHRUNG

Sei A die Familie der analytischen Funktionen der Einheitskreisscheibe
D. Versehen mit der Topologie der lokal gleichmaBigen Konvergenz ist
A ein metrisierbarer lokal-konvexer Vekterraum. Topologische Begriffe
beziehen sich in dieser Arbeit immer auf diese Topologie.

Fine abgeschlossene Teilmenge F von A ist genau dann kompakt,
wenn sie lokal gleichmafiig beschrankt ist. Die abgeschlossene konvexe

Hulle co F einer kompakten Menge F ist somit ebenfalls kompakt.
Als Extrempunkt einer Teilmenge F eines Vektorraums wird ein
Punkt bezeichnet, der sich nicht konvex mittels anderer Punkte aus F
darstellen lat. Mit EF bezeichnen wir die Menge der Extrempunkte
von F. In lokal-konvexen Raumen gilt der Satz von Krein—Mil'man, der
besagt, daBl die Extrempunkte einer kompakten Menge die

abgeschlossene konvexe Hiille aufspannen: coEF =coF.

* Dies ist ein Teil der Arbeit. die vom Fachbereich Mathematik der Freien Universitat

Berlin als Dissertation angenommen wurde,
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154 W. KOEPF

Ist auch co F kompakt- also innerhalb 4 immer bereits, wenn F
kompakt ist—liegen dic Extrempunkte von co F alle in F.

Eine Vertiefung des Satzes von Krein-Mil'man stellt der Satz von
Choquet dar, der in metrisierbaren Raumen gilt. Dic Darstellbarkeit der
Punkte einer kompakten konvexen Menge mit Hilfe der Extrempunkie
lauft dann auf eine Integraldarstellung mit Wahrscheinlichkeitsmallen
hinaus, deren Trager dic Menge der Extrempunkie ist.

Als Beispiel fur die vorlicgende Situation dient die Familie

P={fed| f(0)=1 Ref>0

der Funktionen mit positivem Realteil.
Die Formel von Herglotz, dieer 1911 | 15] ermittelte, besagt, dal jede
Funktion p aus P einc Darstellung der Form

Y o — Py~ I 1
r{\u |,\|—:; 11y

besitzt, wobcl p ein Borelsches Wahischeinlichkettsmald aber X ist.
Fs zoigt s:zch, du'ﬁ dic Extrempunkie von P dic Kernfunktionen sind:

{./'t‘f'(-"): ii?:,.\'e)&'l. (2)
.

Wegen des Satzes von Choquet sind (1) und (2) aquivalent. Fur die
Dectails der Anwendung der Sitze von Krein- Mil'man und Choquet sci
auf die Darsicliungen in [4], {7], [14]. [21] und [24] verwiesen.

Extrempunkte sind deshalb von Beducung, weil unter den
Losungsfunktionen eines linearen  Extremproblems stets  ein
Extrempunkt ist.

Ser A’ der Dualraum von A4, d. h. der Raum der stetigen lincaren
Funktionale in A.

Ist Le A’ nicht konstant in F., so hei8t eine Funktion [ aus F
Stiitzpunkt bezuglich L von F, wenn fur alle g e F gilt: Re Lf = Re Lg.

Die Mecnge der Stiitzpunkte von F bezeichnen wir mit Spt F.

Ein Extrempunkt ist nicht notwendigerweise ein Stutzpunkt, und
umgckehrt weill man im allgemeinen nicht, ob alle Stutzpunkte extrem
sind. Lediglich eine Feststellung gilt fur cine beliebige kompakte Familie
F. Es gibt zu jedem nicht konstanten Funktional Le 4" einen

Stutzpunkt, der in Eco F liegt.
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Wir betrachten hier Familien nichtverschwindender Funktionen,
d. h. Teilmengen von

Nyi=1{feA|f(0)=1.f(z) # 0.

Dic Familie S, der schlichten. d. h. injektiven. N,-Funktionen wurde
u. a. von Duren und Schober [10]-{12] untersucht.
Davor waren hauptsichlich Familien mit der Normierung

f(0)=0  und f0) =1 (3)

untersucht worden. Insbesondere fur Familien, die durch geometrische
Eigenschaften des Bildgebiets definiert werden, sind in den siebziger
Jahren viele Ergebnisse zustande gekommen.

Wir betrachten die Familien der konvexen und der sternformigen
Funktionen sowie der schlichten symmetrischen Funktionen

Ky= {feS, | (D) ist konvex;.

S1.— 1 feS, | fb) st sternformig bezuglich f{(0);.

s

Solsym):= { €Sy | (D) ist symmetrisch bzgl. der reellen Achse] .

weiter die Familien der Funktionen mit beschrankter Randdrehuny
Vo(k):= { f € Ny | Randdrehung von f < kn)

fiir k € [2.4] (siehe dazu die Arbeit von Paatero [20]), und die Menge

der nahezu-konvexen Funktionen

Co:= | f€Ng i3 mit (D) konvex und /@' € Py},

wobei
Py:i={feN,|30eR: Ree’ > 0,

(siche dazu die analytische Definition von Kaplan [17] und die
geometrische Beschreibung von Biernacki [2] und Lewandowski
[18]-[19]). Wegen des Schlichtheitskriteriums von Noshiro-
Warschawski (siehe z. B. [9], S. 47) sind nahezu-konvexe Funktionen
schlicht.

Wir betrachten fur f e [0, 1] auch die Teilfamilien

Co(f):=1 /€S, | I mit (D) konvex, f'/p = pF, pe Py

der nahezu-konvexen Funktionen der Ordnung p (sieche dazu die
geometrische Beschreibung von Pommerenke [22]).
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Fur alle ke [2, 4] gilt
Volk) = Colk/2 — 1)

(siche z. B. [24]. S. 24).
Eine Obermenge der nahezu-konvexen Funktionen ist die Familie der
linear erreichbaren Funktionen (im starken Sinn)

Ly:={feS,|C" f(D)ist die Vereinigung von Strahlen!

(siche Biernacki [2] und Sheil-Small [ 25]).
Ebenso wird fur ff € [0, 1] die Menge der erreichbaren Funktionen der
Ordnung f durch

(. | C\ f(D) ist die Vereinigung von abgeschlossenen
Lo(p):=</€S, )

1 Sektoren des Winkels (1 — B)x
definiert. Fur alle fe[0. 1] ist

Colff) = Lotf)

. . I AT Ty
{(siche Pommerenke 122]. S. 176).

Eine weitere Familie ist
KI,=1{fe8,]| fiD) ist konvex in Richtung der imaginaren Achse}

(siehe Robertson [23]).

Alle oben angefiihrten Familien sind kompakt, wenn die konstante
Funktion 1 hinzugenommen wird, und somit hat jedes stetige
Extremalproblem eine Losung. Unter den Extrempunkten der
abgeschlossenen konvexen Hiillen ist fur jedes sietige lineare
Extremalproblem eine Losungsfunktion.

In den entsprechenden Familien K, St, V(4) und ¢ mit der
Normierung (3) gelang es (siche [3], [4], [13] und [16]), die
Extrempunkte der abgeschlossenen konvexen Hiillen sowie die
Stutzpunkte zu charakterisieren. Alle wesentlichen Ergebnisse zu
diesem Themenkereis sind in [13] enthalten. Offen blieben diese Fragen
allerdings bis heute bei allen anderen der oben definierten Familien (mit
der Normierung (3)), insbesondere auch fir die linear erreichbaren
Funktionen.

In dieser Arbeit werden wir fur alle angefithrten Familien nicht-
verschwindender schlichter Funktionen zeigen, daB3 Extrempunkte der
abgeschlossenen konvexen Hiillen sowie Stutzpunkte notwendigerweise
bestimmte “Sektor-Abbildungen™ sind. d. h. Funktionen, deren
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Bildgebiet ¢in Sektor ist; entsprechende Ergebnisse werden auch im Fall
der Normierung (3) vermutet (siche z. B. [24]. S. 25, [25]. S. 397). Im
Anschlufl werden konkrete Extremalprobleme untersucht.

2. SUBORDINATION UND MAXIMALE ELEMENTE

Sei Bdiec Menge der analytischen Funktionen. dic den Voraussctzungen
des Schwarzschen Lemmas gentigen. Eine Funktion f heil3t subordiniert
zu g (in Zeichen: f < g), wenn es eine Funktion w ¢ B gibt, mit Hilfe
derer sich f darsellen lalt in der Form =g«

Ist f(0) = gt0) und g schlicht, so ist /< g gleichbedeutend damit, dal}
das Bildgebict von f im Bildgebiet von ¢ enthalten ist.

Automatisch gilt dies dann auch fur die Bilder von Kreisscheiben um
den Ursprung mit einem Radius klemer als 1 als Folge des
Schwarzschen Lemmas.

Weitere Figenschaften der Snbordination sind z. B. in {9], Kap. 6 7
finden.

Die Menge (N, <) ist halbgeordnet, sofern wir in na heliegender
Weise Aquivalenzklassen von zueinander gegenseitig l..b\ rdinierfen

Funktionen betrachten. Die Aguivalenzklassen sind die Mengen

(/1= 1{g1g(z)= f(xz). xe X!.

Mit Max F bezeichnen wir die in F licgenden maximalen Elemente von
F bezuglich <.

Weiter bezeichne Sub F:={g |y~ f, feF| die subordinations-
invariante Hulle von F. Die subordinationsinvariante Hulle einer
kompakten Familie F wird von deren maximalen Elementen erzeugt:

LEmMa 1 (Brickman und Wilken [5], Theorem 1) [st F < N,
kompuakt, so gilt: Sub F = Sub Max F.

3. EXTREMALPROBLEME IN FAMILIEN MIT
EINFACHER MAXIMALSTRUKTUR

Fur die weiteren Betrachtungen wird die folgende Eigenschaft
bestimmier analytischer Funktionen besondere Bedeutung haben.
Wir nennen cine analytische Funktion f e 4 eine BCK-Funktion (in
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Zeichen f[e BCK), wenn fir alle ¢ < f ein Borel-Wahrscheinlich-
keitsmald u existiert, sodall ¢ die Darstellung

2

giz) = ‘ fixz) du
.

besitzt. Dies 1st aquivalent zu
EcoSublf ={1] (4)

(siche z. B. [4], S. 93).
Brannan, Clunie und Kirwan [3] zeigten folgende bemerkenswerte
Erweiterung des Satzes von Herglotz:

1 4 xz\? .
( 1 Lj e BCK fur |x)<lund x> 1 ()
(siche z. B. [24]. 8. 16

Eme Pamxhe F = \ hCIRL d:e/zunuwmm juni, wenn ste mit jedem

Es oxlt nun toloender zentmle \,atz dex i d - Folg

Einfithrung definierten Familien anwendbar ist

Sa1z 2 Ist F < Ny kompakt und drehungsinvariant und gilt ferner
Max F < BCK, so folgt

(a) coF—c,o Max F,
(b) EcoF = Max F.

Beweis  Wir schreiben Max F = { J,.r [ ;] mit geeigneter Index-
menge T. Dies ist wegen der Drehungsinvarianz von F und der daraus
resultierenden Drehungsinvarianz von Max F moglich.

Nach Voraussetzung ist

e BCK fur alle teT (6)
Wegen Lemma | konnen wir F folgendermallen zerlegen:
F=[JF,  mit F:=FnSub{f}. (7)
teT

und wir erhalten zuniachst mit Hilfe von (6), dem Satz von Krein—
Mil'man (F, ist mit F kompakt) und (4)

co F, < coSub F, = co Sub{ /] = co(E co Sub{ f}) = co[ £].
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Da F, mit F drehungsinvariant ist. liegen alle Funktionen aus [/]inF,
und somit folgt
5 F.= Co[fr]
und damit unter nochmaliger Benutzung der Drehungsinvarianz
EcoF,=[1] (8)
Seinun fek co F. Dann folgt wegen der zweiten Teilaussage des Satzes
von Krein-Mil'man zunichst, daB fin F liegt. Somit gibt es wegen (7)
ein 1€ T mit feco F,.

Angenommen, f lage nun nicht in E co F,, so hatte f eine konvexe
Darstellung in co F, und damit in co F im Widerspruch zur
Voraussetzung.

Also ist jeder Extrempunkt von co F extrem in co F, fureinre T und
wegen (8) folgt

EcoF c [ £]= MaxF
tel
und damit (b). Also ist. wieder mit dem Satz von Krein—Mil'man
CGF:E)(EE)F)CCéMach;%F,
womit auch (a) bewiesen ist. ]

Mit dem Ergebnis von Satz 2 gelingt es, folgenden Satz uber die
Stutzpunktein Familien, die die Voraussetzungen von Satz 2 erfullen, zu

beweisen.
Mit co F wird die konvexe Hulle von F bezeichnet.

Satz 3 Ist F < N, kompakt und drehungsinvariant mit. Max F =
User L] fur eine geeignete Indexmenge T.ist ferner f, furallete T eine
BCK -Funktion, und gibt es in jeder der Mengen F, = F n Sub{ J,j eine
Funktion mit lauter nichtverschwindenden Koeffizienten, so gilt:

Spt F < | co[ £i]- )

teT
also insbesondere

Spt F = co(Max F).
Ist ferner fiir allete T

(col N[ AN Fi=D,
so folgt:
Spt ¥ =« Max F.
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Beweis  Im ersten Teil des Beweises zeigen wir
Spt F, = co[ f] fur alle reT. (10)

nach einer Methode von Brickman, MacGregor und Wilken [4],
Theorem 8.

Sei Le A" cin in I, nicht konstantes Funktional mit der Toeplitz-
Darstellung (stehe z. B. [24], S. 36)

L< ¥ a,,:"> = Y b=, limsuplb,|'” < 1. (11)

n=0 n=0 n-
Fur einen Stutzpunkt g von F, bzgl. L gilt
M = Re Lg = max Re Lh.

hek,
Nach Voraussetzung ist ;e BCK, und wir erhalten (8). und wegen der
Kompaktheit von F, hat g die Choquet-Darstellung
glz) = | SAxzydu (12)
Jx
Hicraus foigt. dal} g-fast uberall aul X gilt
Re L{f(xz)) = M. (13)
Sei H die Teilmenge von X, in der (13) gilt. Die Funktion /, die durch
l(x):= L{fi(xz))

definiert wird, ist wegen der Darstellung (11) von L analytisch in D.
Nehmen wir nun an, H habe unendlich viele Elemente. Dann nimmt /
auf X unendlich viele Werte an, die auf der Geraden
{weD | Rew = M} liegen.
Die Funktion / mit
h(z) = $l(z) + 1(1/2))
ist analytisch in einer Umgebung von X und auf X gilt h(x) = Re l(x).
Also ist h konstant auf einer Menge mit Haufungspunkt im
Analytizitatsbereich und somit global konstant. Hieraus folgt die

Konstanz von / im Widerspruch zur Nicht-konstanz von L in F,.
Also ist H endlich, und (12) wird zu

glz) = Z te J(e2), Z =1 e 0 I

k=1 k=1

womit (10) bewiesen ist.
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Die Existenz einer Funktion in F, mit lauter nicht verschwindenden
K oeffizienten garantiert, dal nur Funktionale der Form

L( Y a,,:") = by dq
n=0

konstant in F, sind. Dies zeigen wir in dem diesem Beweis folgenden
Lemma.

Also ist ¢in Stutzpunkt von F = | F. bzgl. Lauch Stutzpunkt bzgl.
L von F, fir ein t € T. woraus (9) folgt.

Liegen nun echte konvexe Kombinationen aus [ f;] gar nichtin F,, so
folgt fur allete T

Spt F, = [f]
und mit derselben Argumentation wie eben schlieBilich

Spt F <= MaxF. |

digt w qrd der Reweis durch das

rvol

(4
(¢

LEMMmA 4 Gibt es in der drehungsinvarianten Familie F eine Funkiion
mit lauter nichrverschwindenden Koeffizienten, so sind nur die stetigen,
linearen Funktionale L der Gestalt

L( Z a,,z") = by ag

\n=0 7

konstant in F.

Beweis  Sei L ein durch seine Toeplitz-Darstellung (11) gegebenes, in
F konstantes Funktional und habe fe F lauter nichtverschwindende
Koeffizienten. Wegen der Drehungsinvarianz ist mit f auch f, in F,
wobei f.(z) = f(xz), xe X ist.

Es ergibt sich nach Voraussetzung mit f(z) =Y. 042"

£
= Y b,a,X" = const.,
n=0

und fir alle ne N folgt b, - a, = 0. DafiralleneN nach Voraussetzung
a, # 0 ist, haben wir LUf)=bhy ag |
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4. FAMILIEN VON FUNKTIONEN, DEREN BILDGEBIETE
GEOMETRISCHE EIGENSCHAFTEN BESITZEN

Der eigentliche Ausgangspunkt zu dieser Arbeit war die Fragestellung
dieses Kapitels. Man erwartet fur die Familien m N,. die in der
Einfuhrung definiert wurden, analoge Resultate wie bei den Familien
mit der Normierung (3). mul sich aber nach einer neuen Methode
umsehen. die diese Resultate liefert.
Es zeigt sich, daB bei unserer Normierung die Familien der
Inklusionskette
Vol28 + 2)  Colf) < Lo(p) (14)

alle dieselbe abgeschlossene konvexe Hulle besitzen, da sie dieselben
maximalen Elemente haben.
Daher beschiftigen wir uns zunichst mit den erreichbaren

Funktionen der Ordnung . Sei

z darcestellt
argestent.

O. 1. Dann gelten:

(@) Ein maximales Element | von L\B) hat die Form
: I+ xpz) 7 ;
1) :< 1 \j7 ; (x,¥y)e X x X, (15)
d. h.
RS N oAt
Max Ly(ff) = | | | )
vVl =z

(byco Ly(f) = colMax Ly(f3)).
(c) Jeder Extrempunkt von co Ly(f}) ist ein maximales Element.
(d) Jeder Stutzpunkt von Ly(ff) ist ein maximales Element.

Beweis (a) Zunachst stellen wir fest, dal3 die Funktionen der Form
(15) genau diejenigen schlichten Funktionen sind, deren Bildgebiet ein
Sektor mit Ecke im Ursprung und Offnungswinkel (1 + f)r ist. (Fur
B = 0sind dies Halbebenen, deren Rand durch den Ursprung geht, fur
f = 1 geradlinig geschlitze Ebenen mit Schlitzbeginn im Ursprung.)

Da diese Sektoren-Abbildungen offensichtlich erreichbar der
Ordnung f sind. genugt es zu zeigen. daB das Bildgebiel einer beliebigen
Funktion fe Ly(fi) in einem dieser Sektoren enthalten ist.
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Nach Voraussetzung ist das Komplement des Bildgebiets von f die
Vereinigung von abgeschlossenen Sektoren des Winkels (1 — p)m. Ist
nun w ein beliebigen Punkt aus CD (D), so liegt also w in einem dieser
abgeschlossenen Sektoren. und somit existiert ein abgeschlossener
der ganz in C\ f(D) lieft und w als Spitze besitzt.

Da f(D) den Ursprung nicht enthalt. erhalten wir durch die Wahl
w = 0 das Ergebnis, daB f einen abgeschlossenen Sektor des Winkels
(I — B)m mit Spitze im Ursprung auslaBt, und damit die Behauptung.

(b) und (c) Die Menge Lo(f)u {1} ist kompakt und
drehungsinvariant, und wegen (5) folgt aus (a), dal die maximalen
Elemente von L () BCK-Funktionen sind. Anwendung von Satz 2 gibt
also

co Lo(B) = co(Lo(B) u {1}) = co Max L(f)

sowic E co Lotff) = Max Ly(f).

(d) Da jede der Funktionen /i, mit

5

I+ xz l+X(:J:;) 1 — x

h(z) = P
lauter nichtverschwindende Koeffizienten hat, und da jede der Mengen
{feLop)| f<hy""} die Funktion h, enthalt, 1aBt sich Satz 3
anwenden, und wir erhalten das Ergebnis, wenn gilt

(o[l P[P D So =T (16)
Um (16) zu zeigen, sei
n 1 + XV, 2 1+4
o 3 a1
k=1 — Yi?

fur ein n = 2 und
Y =1, e ]0 10, v # W fur k#1

Wir betrachten in D liegende paarweise disjunkte Halbumgebungen U,
von y,. Da jede der f darstellenden Funktionen denselben Sektor als
Bildgebiet hat, und da f in y, jeweils eine Singularitit besitzt, gibt es ein
R > 0, so daB der auBerhalb {ze C | |z| < R} liegende Teil des Sektors
fir alle k, 1 <k < n, in f(U,) liegt. Also ist [ nicht schlicht und wir
haben (16). |
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Als Korollar erhalt man z. B. die folgenden Abschatzungen.

KoroLLar 6 Sei fe[0.1]. Fiir fe Ly(fB) gilt:

(@)1 1"() < ((i L ) *ﬂ/)wu:l)

Jur alle neN, und alle zeD. Gleichheit liegt fur jedes
(n.2)e (Ng x D)\ (0,0) nur fur eine Funktion f der Form

1 z\L*h
f(:)=< “) . yeX

I —yz
VOF.
(b)larg f(z)] < 2(1 + p)arcsin|z| (17)
Jur alle zeD. Gleichheit liegt fiir jedes ze D\{0} nur fur eine
Funktion f der Form

l+n_\‘*”
\il—yz /7

fiz)y =1 fv.v1e X x X

ror.

Beweis  (a) Seife[0, 1]. Es genigt, die Stutzpunkte von Ly(f), und

damit nach Satz 5(d) die maximalen Elemente zu betrachten, d. h. die
Funktionen f, der Form

) 1 + X .
f(2) —( = ) =) a,(x)y"z", (x,y)eX x X.

| —yz t
/ n=u

In [1] wurde gezeigt, daB
la,(x)] < a,(1).

mit Gleichheit fur jedes ne N genau fir x = 1.

Weiter folgt
20 k o k
> < )ak(X)(,vZ)"‘" <nly ( >lak(X)HZI"_"
k=n\" k=n n,

= [k NG
<nl) < )ak(l)lzl"" =(< > ) (I21),
K=n \ 1 l1—:

mit Gleichheit offenbar genau fiir x = 1, wenn nicht n = = = 0 ist.

|"(2)] = n!
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(b) Wegen Satz 5(a) gibt es zu jedem fe Ly(ff) ein xe X.so daB

=(ZE)
: 1—-/ 7

og f< +,))-log( - (18)

also

Unter allen Funktionen f mit der Figenschaft (18) kommen aber fur
r # 0 nur die Funktionen der Form

. 1 + xyz

log fizj = (1 + )~ lO"——l -, ve X
— ¥z

fir max,, . larg /() in Betracht. wie aus dem Maximumprinzip fur
harmonische Funktionen und der Eindeutigkeitsaussage des
Schwarzschen Lemmas folgt.

Aus
larg == jargll 4 xyvz) —arg(l — o)
| I — o i .
< Jargil + xyo) + jargii — yo) = 2arcsinlz
olgt die Abschatzung (17).

Der maximale Wert von arg f(z) wird fur z # 0 von der Funktion mit

(arg x,arg y) = (2arcsinfz|, n/2 — arcsinjz| —argz) angenommen,
wahrend fur (arg x.arg v) = (—2arcsinlz], 7/2 + arcsin|z] — arg ) das
Minimum vorliegt. »

Wir bemerken, daB man fur =1 aus der Gultigkeit der
Bieberbuchschen Vermutung (fir schlichte Funktionen der Normierung
(3)) durch Anwendung der Trivial transformation f— (f — 1)/u, statt
(a) sogar

ol (L2 e
’j ( ), §,4_(\<1_——:) ) (1“‘ |all ”‘¥\T‘ n+ 2

erhalt (es ist ja |a,| < 4).
Ebenso folgt fir # = 0 aus der bekannten Koeffizienten-Abschatzung
fur konvexe Funktionen der Normierung (3) sogar

lay| 1+> L B
; (\1_,_,/ =) = harl - (e

RIS

(siche [10], S. 196).
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Umgekehrt gibt es fur jede erreichbare Funktion f der Ordnung f mit
der Normierung (3) eine Zahl w mit |wf < 1, die nicht angenommen
wird, so daBB T — [rwe Ly(f). Also folgt fur die Koeffizienten g, von f
mit dem Ergebnis von Korollar 6(a)

//} +__\ 1T+8\ (m
ntla,| < lof- (\(1 _) ) (0) < 21 + BIKIO),

wobel

I 1+
w22 1)

die ubliche Sektor-Abbildung der Normierung (3) ist. Fir nahezu-
konvexe Funktionen der Ordnung f mit der Normierung (3) ist
bekanntlich ! [a,| < k§"(0) ([3]. siehe [ 24}, Theorem 2.29), wihrend die
obige Abschatzung fur erreichbare Funktionen neu ist.
Eine weitere Folgerung von Satz § ist
Korotiark 7 Sei fe[0,1]. Dann gilr
co V(2B + 2) = co CalB) = co Lyiff) = co(Max Lq(f)).
3 dic maximalen Elemente von Ly(f)

AR o orot rxrdallaal e A~
Beweis Esist wol uuu\auut, daa 5

Funktionen aus V,(2f + 2) sind.
Also folgt aus (14), dem Satz von Krein—Mil’'man und Satz 5(b)
o V(2B + 2) < co Co(f) = co Ly(B) = co(Max Ly(B)) < co Vo(28 + 2).
[

Nun wenden wir uns den restlichen Familien zu.

S
Jl
S

SaTtz 8

t!

{a) Max Sty = Max Sy(sym) = [(

o[

(b) co Sty = coS olsym) = co([(

N

[}

co KI, = co(Max KI,),
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_ _ 1+ 2\
(¢) EcoSt,=SptSt, = EcoSy(sym)=SptSy(sym) = [(%—_) J

EcoKlI,=SptKl, = MaxKl,.

Beweis (a) Offenbar liegt fur jeden Punkt w des Komplements eines
von C verschiedenen bzgl. | sternfGrmigen Gebiets G der bzgl. 1 radiale
Strahl, dessen Spitze wist, ganz im Komplement von G. Daraus folgt mit

= 0, daB} die negative reelle Halbachse jedes bzgl. 1 sternformigen
Gebiets, das den Ursprung nicht cnthalt, in dessen Komplement liegt.

und damit
1+ z3\?
Max St, = [(1 - ) ]

Wir wollen nun dieselbe Eigenschaft fur ein beliebiges einfach
zusammenhingendes Gebiet G zeigen, das symmetrisch bzgl. der reellen
Achse ist und den Ursprung nicht enthalt.

Wegen des einfachen Zusammenhangs ist C' G zusammenhangend
und enthilit die Punkte O sowie x. Daher existiert eine Kurve y < C\ G,
die den Ursprung mit o verbindet.

Aus der Symmetrie folgt, dall auch 7:= [weC | wey) In TG liegt.
Nun sicht man aber, daB die zwischen y_ == {wey w7 | Imy < 0} und
v, = {weyuy|Imy> 0] liegenden Punkte, insbesondere also die

negative reelle Halbachse, nicht zu G gehdren konnen, womit wir gezeigt

haben
] 1+z\?
Max Sy(sym) = | - .
-z

Die maximalen Elemente von K, lassen sich entsprechend bestimmen.
(c) Der Bewcisgang wie bei Satz 5 laBt nur die Frage offen, ob alle
maximalen Elemente Extrempunkte bzw. Stutzpunkte sind. Dies folgt
bei Sty und S,(sym) leicht aus der Drehungsinvarianz und dem Satz von
Krein—Mil'man.
Die maximalen Elemente sind Stiitzpunkte bzgl. der Funktionale L
vom Typ

< 7

L(f) = wa,(f), weC. (19)
Analog folgt aus der Drehungsinvarianz sowie der Spiegelungsinvarianz
von K1, d. i
feKlygz) = fz) = geKl,.
daBl alle maximalen Elemente Extrempunkte sind; auch sie sind
Stiitzpunkte bzgl. der Funktionale L vom Typ (19). [ ]
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Man sieht, daf3 die vorgestellte Methode auch anwendbar ist auf die
Familien der Funktionen, die konvex in andere Richtungen sind. Wahlt
man als Richtung die reelle Achse. so ist [((1 + z)/(1 — z))*] wieder dic
Menge der maximalen Elemente.

Als Folgerung von Satz 8 notieren wir die folgenden Ergebnisse, die
sich nicht durch Ubertragung von bekannten Resultaten aus der
Normierung (3) herleiten lassen.

KoOROLLAR 9
(a) Sei ['€ Sty oder f€Sy(sym). Dann gilt
larg f(z)] < 4 arc tan|z]

Jur alle ze D. Gleichheit liegt fiir ze D\{0} nur fir eine Funktion
der Form

Ior.

{bjSer j e Nig. Dann gilt

S

-5 .
larg f(z)] < 4arc cot( b S l)

Sur alle ze D. Gleichheit liegt fiir e D\{0) nur fiir eine Funktion

der Form
1 +iyz\?
1) = (T:—"‘> . reX (20)

vor.
(c) Sei feKl,. f(z) =) oa,z". Dann gilt
la,] < 2/1 + n?
Sur alle ne N. Gleichheit liegt fiir jedes ne N nur fiir eine Funhtion
der Form (20) vor.
Beweis (a) Wieder genuigt es—wie beim Beweis von Korollar 6(b)
gezeigt—die maximalen Elemente zu betrachten. Eine einfache

Rechnung oder geometrische Uberlegung zeigt, daf fiir re 0, 1[ die
Beziehung

I+ yr
max| arg —— | = 2arctanr
yex L —yr

gilt. woraus die Behauptung folgt.
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(b) Hier genugt es wegen der Spiegelungsinvarianz von KlI,,

( (] + i_\‘rY)
max | arg{ |~
ev \ —r)

/

zu berechnen. Man erhalt

( (1 + i_\‘l')r) ( 1+ i_\'r>
max| arg = 2max| arg - —
yeX 1—vyr/) ) vex 1 —yr

= 4arg<1 - % + %> = 4cot<i'— - 1>.
V2 '

V2
(c) Es genugt, die Stiitzpunkte zu betrachten, und daher nach Satz
8(c) die Funktionen der Form (20). fur deren Koeffizienten a, gilt:

a, = 2v"(1 £ in).

woraus die Behauptung folgt.

5. ANWENDUNG DER ERGEBNISSE AUF
INTEGRALMITTELWERTE

Mittels der Subordinationsaussagen der Sitze 5(a) bzw. 8(a) und dem
Subordinationssatz von Littlewood (siche z. B.[9]. Theorem 6.1) erhalt
man Abschiatzungen fur die Integralmittelwerte. Bei den Mengen
Solsym) und St, erhilt man auf diesem Weg das Ergebnis von
Baernstein (siehe [10], S. 197). das sogar in ganz S, gltig ist. Fur die
erreichbaren Funktionen folgt

Satz 10 Seien pe[0.1], p > 0 sowie re 0, 1[. Fir feLo(B) gilt:

l 2n o 1 2n (] + re"’)' B
L e do < 5 L
2n L /eI o ), I\ —re”,

Gleichheit liegt nur fiir eine Funktion f der Form

, N
f(f)=(l—iL) . veX

1 —vz

p

do.

\ /

vor. Inshesondere ist {37 f(re™)|” dO beschrankt fiirr—1,d. h. fe€H",
solange pe 10, 1/(1 + BI[-
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Beweis  Aus Satz 5(a) folgt, daB f < ((1 + xz)/(1 — z))'** fur ein
xeX. Der Littlewood'sche Subordinationssatz impliziert die
Ungleichung

| U271 4 xpe® | PP
| fre")rdo < — | |—— de.
<t Jo L Jo | 1 —Tre” |

Schreibt man (1 + xz)/(1 — z)) P2 = %"« 4, (x)z" 50 gilt nach [ 1].
daB |a,(x)| < a,(1), mit Gleichheit fur jedes ne N genau fir x = 1. Also
folgt weiter mit der Identitit von Gutzmer, daB

2n oo O
S| 1fre)Pdo < Y a, (0P <Y (a,(1))2r
27'[ 0 n=0 n=10
1 2r 1+ i (1+p)p
. f e do.
2n |, Jl —re

Gleichheit kann offcnsichtlich nur fiir « = i eintreten, und hier
wiederum nur fir die maximalen Elemente wie aus der
Gleichheitsaussage des Littlewood 'schen Subordinationssatzes folgt.
Da nun bekanntlich (1 + z)/(1 — z)e H” fir alle p € ]0, 1] (siehe z. B.
[ 8], Theorem 3.2), gilt die letzte SchluBfolgerung. |

Da die Eigenschaft '€ H” von der Normierung unabhingig ist, gilt die
letzte Aussage auch fur Funktionen der Normierung (3). Wir bemerken,
daB unser Beweis zeigt, daB3 diese Eigenschaft eine direkte Folge der
Geometrie des Bildgebietes ist. Fur nahezu-konvexe Funktionen wurde
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