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1 Klassische orthogonale Polynome

Um Systeme orthogonaler Polynome zu erklären, ben̈otigt man einSkalarpro-
dukt

〈f, g〉 :=

∫ b

a

f(x)g(x)dµ(x)

mit nicht-negativem Maßµ(x) und Tr̈ager im Intervall[a, b].

Als Spezialf̈alle betrachten wir

• einabsolut stetigesMaßdµ(x) = ρ(x)dx,

• eindiskretesMaßρ(x) mit Träger inZ,

• bzw. ein diskretes Maßρ(x) mit Träger inqZ.

Eine FamiliePn(x) von Polynomen

Pn(x) = knx
n + k′nx

n−1 + k′′nx
n−2 + · · · , kn 6= 0 (1)

heißtorthogonalbzgl. des Maßesµ(x), wenn

〈f, g〉 =

{
0 falls m 6= n

d2
n 6= 0 falls m = n

.

Die klassischenorthogonalen Polynome können als die gemeinsamen Poly-
nomlösungen (1) einerDifferentialgleichungerklärt werden:

σ(x)P ′′
n (x) + τ(x)P ′

n(x) + λnPn(x) = 0 . (2)
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Der Falln = 1 zeigt, dassτ ein Polynom ersten Grades ist:τ(x) = dx+ e, d 6=
0, während wegenn = 2 die Funktionσ ein Polynom mit einem Grad5 2 sein
muss:σ(x) = ax2 + bx + c. Betrachten wir schließlich den Koeffizienten von
xn, so folgtλn = −n(a(n− 1) + d).

Man kann die L̈osungen (1) der Differentialgleichung (2) gemäß dem folgen-
den Schema vollständig klassifizieren ([1], 1929):

σ(x) = 0 Potenzenxn

σ(x) = 1 Hermite-Polynome
σ(x) = x Laguerre-Polynome
σ(x) = x2 Potenzen,Bessel-Polynome
σ(x) = x2 − 1 Jacobi-Polynome

Es stellt sich heraus, dass – bis auf die Potenzen – alle diese Polynomsysteme
orthogonal sind, wobei allerdings die Gewichtsfunktion der Bessel-Polynome
nicht in einem reellen Intervall, sondern im Komplexen erklärt ist.

Die Gewichtsfunktionρ(x), welche der Differentialgleichung entspricht, erfüllt
die Pearsonsche Differentialgleichung

d

dx
(σ(x)ρ(x)) = τ(x)ρ(x) .

Also gilt

ρ(x) =
C

σ(x)
e
∫ τ(x)

σ(x)dx .

2 Klassische diskrete Familien

Die klassischen diskretenorthogonalen Polynome können als die Polynomlö-
sungen einerDifferenzengleichungerklärt werden:

σ(x)∆∇Pn(x) + τ(x)∆Pn(x) + λnPn(x) = 0 , (3)

wobei∆f(x) = f(x+1)− f(x) und∇f(x) = f(x)− f(x−1) den Vorẅarts-
bzw. R̈uckwärtsdifferenzenoperator darstellen.

Wieder folgt aus (3) f̈ur n = 1, dassτ(x) = dx + e, d 6= 0 ist und f̈ur n = 2,
dassσ(x) = ax2 + bx + c ist. Der Koeffizient vonxn liefert wiederλn =
−n(a(n− 1) + d).

Die klassischen diskreten Systeme können gem̈aß dem folgenden Schema klas-
sifiziert werden ([7], 1991):
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σ(x) = 0 fallende Faktoriellexn = x(x− 1) · · · (x− n + 1)

σ(x) = 1 verschobeneCharlier-Polynome
σ(x) = x fallende Fakt.,Charlier-, Meixner-, Krawtchouk-Pol.
deg(σ(x), x) = 2 Hahn-Polynome

Wieder stellen – bis auf die fallenden Faktoriellen – alle Lösungsfamilien or-
thogonale Polynomfamilien dar.

Die Gewichtsfunktionρ(x), welche der Differenzengleichung entspricht, erfüllt
die Pearsonsche Differenzengleichung

∆(σ(x)ρ(x)) = τ(x)ρ(x) .

Also gilt
ρ(x + 1)

ρ(x)
=

σ(x) + τ(x)

σ(x + 1)
.

3 Hypergeometrische Funktionen

Die Potenzreihe

pFq

(
a1, . . . , ap

b1, . . . , bq

∣∣∣∣∣ z
)

=
∞∑

k=0

Ak zk ,

deren Koeffizientenak = Akz
k ein rationales Termverhältnis

Ak+1 zk+1

Ak zk
=

(k + a1) · · · (k + ap)

(k + b1) · · · (k + bq)

z

(k + 1)

besitzen, heißt dieverallgemeinerte hypergeometrische Funktion. Der Sum-
mandak = Akz

k einer hypergeometrischen Reihe heißthypergeometrischer
Term bzgl.k.

Wegen
ρ(x + 1)

ρ(x)
=

σ(x) + τ(x)

σ(x + 1)

sind also die Gewichtsfunktionenρ(x) der klassischen diskreten orthogonalen
Polynome hypergeometrische Terme bzgl. der Variablenx.

Für die Koeffizienten der hypergeometrischen Funktion erhalten wir die Formel

pFq

(
a1, . . . , ap

b1, . . . , bq

∣∣∣∣∣ z
)

=
∞∑

k=0

(a1)k · · · (ap)k

(b1)k · · · (bq)k

zk

k!
,
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wobei(a)k = a(a + 1) · · · (a + k − 1) dasPochhammersymbol(engl.:shifted
factorial) ist.

Einfache Beispiele hypergeometrischer Funktionen sind die Exponentialfunk-
tion

ez = 0F0(z) ,

die Sinusfunktion

sin z = z · 0F1

(
−

3/2

∣∣∣∣∣−z2

4

)
sowie cos(z), arcsin(z), arctan(z), ln(1 + z), erf(z), L

(α)
n (z), . . . , aber z. B.

nicht tan(z).

Aus der Differential- bzw. Differenzengleichung der orthogonalen Polynome
lässt sich einehypergeometrische Darstellungherleiten (s. [5], [7]). Beispiels-
weise sind die Hahn-Polynome gegeben durch1

Qn(x; α, β, N) = 3F2

(
−n,−x, n + 1 + α + β

α + 1,−N

∣∣∣∣∣ 1
)

.

4 q-orthogonale Polynome

Um orthogonale Polynome mit dem GitterqZ zu erkl̈aren, ben̈otigt man einige
weitere Notationen.

Der Operator ([2], 1949)

Dq f(x) =
f(x)− f(qx)

(1− q)x

heißtHahns q-Differenzen-Operator, und dieq-Klammerist erkl̈art durch

[k]q =
1− qk

1− q
= 1 + q + · · ·+ qk−1 .

Die q-orthogonalen Polynome können als die Polynomlösungen folgenderq-
Differenzengleichungerklärt werden:

σ(x)Dq D1/q Pn(x) + τ(x)Dq Pn(x) + λnPn(x) = 0 .

1Achtung: In der russischen Literatur sind die Parameterα und β vertauscht, und es wird
ein anderer Vorfaktor verwendet. Die vorliegende Definition ist die der amerikanischen Schule,
s. [3].
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Ähnlich wie im klassischen Fall erhalten wirτ(x) = dx + e, d 6= 0, σ(x) =
ax2 + bx + c sowieλn = −a[n]1/q[n− 1]q − d[n]q.

Die klassischenq-Systeme k̈onnen gem̈aß dem folgenden Schema klassifiziert
werden ([8], 1993):

σ(x) = 0 Potenzen undq-Pochhammersymbole (4)
σ(x) = 1 diskreteq-Hermite II-Polynome
σ(x) = x q-Charlier-,q-Laguerre-,q-Meixner-Polynome
deg(σ(x), x) = 2 q-Hahn-Polynome,Big q-Jacobi-Polynome

Die Gewichtsfunktionρ(x), welche derq-Differenzengleichung entspricht, er-
füllt die Pearsonscheq-Differenzengleichung

Dq(σ(x)ρ(x)) = τ(x)ρ(x) .

Also gilt
ρ(qx)

ρ(x)
=

σ(x) + (q − 1)xτ(x)

σ(qx)
.

5 Basic Hypergeometric Series

Statt Reihen, bei denenAk ein rationales TermverhältnisAk+1/Ak ∈ Q(k) be-
sitzt, können wir solche Reihen betrachten, deren KoeffizientenAk ein Term-
verḧaltnisAk+1/Ak ∈ Q(qk) bzgl. der Basisq ∈ R haben.

Dies führt zurq-hypergeometrischen Reihe(engl.: basic hypergeometric series)

rϕs

(
a1, . . . , ar

b1, . . . , bs

∣∣∣∣∣ q ; x

)
=

∞∑
k=0

Ak xk .

Nun sind die Koeffizienten gegeben durch

Ak =
(a1; q)k · · · (ar; q)k

(b1; q)k · · · (bs; q)k

xk

(q; q)k

(
(−1)k q(

k
2)
)1+s−r

,

wobei

(a; q)k =
k−1∏
j=0

(1− aqj) (4)

dasq-Pochhammer-Symbolbezeichnet. Wegen

ρ(qx)

ρ(x)
=

σ(x) + (q − 1)xτ(x)

σ(qx)
.
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ist die Dichteρ(x) einesq-Orthogonalsystems des Hahn-Tableaus einq-hyper-
geometrischer Term bzgl.x.

Alle klassischen orthogonalen Familien haben (i. a. mehrere)q-hypergeometri-
sche Entsprechungen. Beispielsweise sind dieBig q-Jacobi-Polynomegegeben
durch

Pn(x; a, b, c; q) = 3ϕ2

(
q−n, a, b, qn+1, x

aq, cq

∣∣∣∣∣ q ; q

)
.

Alle betrachteten klassischen Orthogonalfamilien – mit absolut stetiger, arith-
metischer und geometrischer Dichte – lassen sich durch geeignete Grenzpro-
zesse aus den Bigq-Jacobi-Polynomen erzeugen.

6 Berechnung der Differentialgleichung aus der Rekursions-
gleichung

Aus der Differential- bzw. (q)-Differenzengleichung folgt dieDreitermrekur-
sionvon Pn(x), ausgedr̈uckt durch die Koeffizienten vonσ(x) und τ(x). Wie
man die Dreitermrekursion durch die fünf Parametera, b, c, d unde ausdr̈uckt,
kann man leicht mit Maple berechnen.

Nutzt man diese Information in der umgekehrten Richtung, kann man die ent-
sprechende Differential- bzw. (q)-Differenzengleichung aus einer gegebenen
Dreitermrekursion bestimmen, s. [6].

Beispiel 1:Gegeben sei die Rekursionsgleichung

Pn+2(x)− (x− n− 1) Pn+1(x) + α(n + 1)2Pn(x) = 0 .

Man stellt fest, dass für α = 1/4 verschobene Laguerre-Polynome und für
α < 1/4 Meixner- und Krawtchouk-Polynome Lösungen sind.

Beispiel 2:Gegeben sei die Rekursionsgleichung

Pn+2(x)− xPn+1(x) + α qn(qn+1 − 1)Pn(x) = 0 .

Es folgt, dass f̈ur jedesα ∈ R q-orthogonale Polynomlösungen dieser Rekursi-
on existieren.
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7 Schlussbemerkung

Die benutzte Maple-Software wurde für mein Buch [4] ent-
wickelt und ist auf meiner Homepage erhältlich: http:
//www.mathematik.uni-kassel.de/˜koepf .

Ich hoffe, in meinem Vortrag gezeigt zu haben, dass und wie
man mit Computeralgebra-Algorithmen interessante neue
Forschungsergebnisse im durchaus klassischen Gebiet der
orthogonalen Polynome erhalten kann.

Wichtige Teilalgorithmen, die zur Berechnung benötigt werden, sind vor al-
lem die Algorithmen derLinearen Algebra, die Polynomfaktorisierungund
Gröbnerbasen.
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