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1 Klassische orthogonale Polynome

Um Systeme orthogonaler Polynome zu arkh, beitigt man einSkalarpro-
dukt

b
(1.9) = [ s@)ga)dnto
mit nicht-negativem Malfa(x) und Trager im Intervalla, b].

Als Spezialélle betrachten wir

e einabsolut stetigeMalRdu(z) = p(x)dzx,
e eindiskretedMald p(z) mit Trager inZ,

e bzw. ein diskretes Mag(z) mit Trager ing”.

Eine FamilieP,(z) von Polynomen
Py(x) = kpa" + K a" P+ K"+ k, £0 (1)
heiRtorthogonabzgl. des Mal3es(z), wenn

B 0 fallsm #n
90 = { 2 +0 fallsm=n

Die klassischerorthogonalen Polynomedkinen als die gemeinsamen Poly-
nomlosungen (1) einddifferentialgleichungerklart werden:

o(x)P)(z) + 7(z)P(x) + N\, P(z) =0 . (2)
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Der Falln = 1 zeigt, dass ein Polynom ersten Grades is{z) = dx +¢,d #

0, wahrend wegen = 2 die Funktiono ein Polynom mit einem Grad 2 sein
muss:o(x) = az? + bx + c. Betrachten wir schlieRlich den Koeffizienten von
z", so folgt\, = —n(a(n — 1) +d).

Man kann die [bsungen (1) der Differentialgleichung (2) gafhdem folgen-
den Schema vollanhdig klassifizieren[{], 1929:

o(x) =0 Potenzen”

o(x) =1 Hermite Polynome
olx)==x LaguerrePolynome

o(z) = 2 PotenzenBesselPolynome
o(z) = 2? JacobiPolynome

Es stellt sich heraus, dass — bis auf die Potenzen — alle diese Polynomsysteme
orthogonal sind, wobei allerdings die Gewichtsfunktion der Bessel-Polynome
nicht in einem reellen Intervall, sondern im Komplexen arkist.

Die Gewichtsfunktiorp(x), welche der Differentialgleichung entspricht, i@k
die Pearsonsche Differentialgleichung

Also gilt

2 Klassische diskrete Familien

Die klassischen diskretemrthogonalen Polynomedkinen als die Polynorid
sungen eineDifferenzengleichungrklart werden:

o(x)AV P, (z) + 7(x)AP,(x) + A\, Py (xz) =0 | (3)
wobeiAf(z) = f(z+1) — f(x) undV f(z) = f(x) — f(z — 1) den Vorwarts-
bzw. Rickwartsdifferenzenoperator darstellen.
Wieder folgt aus (3)idrn = 1, dassr(z) = dx +e,d # 0istund urn = 2,
dasso(z) = az? + bx + c ist. Der Koeffizient vonz™ liefert wieder\,, =
—n(a(n — 1) +d).

Die klassischen diskreten Systenimken geral3 dem folgenden Schema klas-
sifiziert werden [[7], 1991):



o(x) =0 fallende Faktorielle = z(x — 1)--- (x —n + 1)
o(x) =1 verschoben€harlierPolynome

o(x)==x fallende Fakt.Charlier; Meixner- KrawtchoukPol.
deg(o(x),x) = 2 | HahnPolynome

Wieder stellen — bis auf die fallenden Faktoriellen — altssungsfamilien or-
thogonale Polynomfamilien dar.

Die Gewichtsfunktiom(x), welche der Differenzengleichung entsprichtiétf
die Pearsonsche Differenzengleichung

Ao(z)p(z)) = 7(x)p(x) .
Also gilt
plr+1) _ o(x) 4+ 7(x)
p(z) olz+1)

3 Hypergeometrische Funktionen

) -

deren Koeffizienten, = A.z* ein ratlonales Termveeﬂ!tnis

Die Potenzreihe

Ap 250 (k+ar) - (k+ay) =
Ay 2V (k+b1) - (k+by) (k+1)
besitzen, heil3t diererallgemeinerte hypergeometrische Funktion. Der Sum-

manda, = A.z" einer hypergeometrischen Reihe héifgpergeometrischer
Term bzgl. k.

Wegen
ple+1)  ofx)+7(x)
plz) oz +1)
sind also die Gewichtsfunktioneriz) der klassischen diskreten orthogonalen
Polynome hypergeometrische Terme bzgl. der Variablen

Fur die Koeffizienten der hypergeometrischen Funktion erhalten wir die Formel

k
ar,...,0p
qu
b b
1y---50q

_ - @)k (ap)e
) "2 e O B




wobei(a), = a(a + 1) --- (a + k — 1) dasPochhammersymbdgéngl.: shifted
factorial) ist.

Einfache Beispiele hypergeometrischer Funktionen sind die Exponentialfunk-

tion
_ 2
1 p— . F _—
Sin 2 20 1(3/2 1

sowie cos(z), arcsin(z), arctan(z), In(1 + z), erf(z), L;‘)‘)(z), ..., aber z. B.
nichttan(z).

62 = oFQ(Z) )
die Sinusfunktion

Aus der Differential- bzw. Differenzengleichung der orthogonalen Polynome
lasst sich ein@ypergeometrische Darstelluhgrleiten (s. [5], [7]). Beispiels-
weise sind die Hahn-Polynome gegeben dtirch

Qn(aj;&uﬁa N) — 3F2<

—n,—z,n+1+a+p |
a+1,—N '

4 qg-orthogonale Polynome

Um orthogonale Polynome mit dem Gittgr zu erk&ren, beiitigt man einige
weitere Notationen.

Der Operator[@], 1949

J(x)— flqz
D, f(z) = 1= 142)
(1 —q)z
heil3tHahns q-Differenzen-Operator, und dieg-Klammerist erklart durch
1— ¢ k-1
k|, = =1 e .
blo=T— =1+a++q

Die ¢-orthogonalen Polynometkinen als die Polynorasungen folgendey-
Differenzengleichungrklart werden:

0(x)Dy D1y Po(x) + 7(2) Dy Pp(x) + M Py(x) = 0.

tAchtung: In der russischen Literatur sind die Parameteind 3 vertauscht, und es wird
ein anderer Vorfaktor verwendet. Die vorliegende Definition ist die der amerikanischen Schule,
s. [3].




Ahnlich wie im klassischen Fall erhalten wifz) = dz + e,d # 0, o(x) =
ax® + bx + ¢ sowie\, = —a[n]y ,[n — 1], — d[n],.

Die klassischen-Systeme knnen geral3 dem folgenden Schema klassifiziert
werden [8], 1993:

o(x) =0 Potenzen ung-Pochhammersymbole (4)
o(x) =1 diskreteg-Hermite II-Polynome

o(x) ==z g-Charlier-,q-Laguerre-g-Meixner-Polynome
deg(o(z),x) = 2 | g-Hahn-PolynomeBig ¢-Jacobi-Polynome

Die Gewichtsfunktiorp(z), welche deg-Differenzengleichung entspricht, er-
fullt die PearsonscheDifferenzengleichung

Dy(o(z)p(z)) = 7(2)p(z) .
Also gilt
plgr) o)+ (¢ — Da7(x)
p(x) o(qz) '

5 Basic Hypergeometric Series

Statt Reihen, bei denefy, ein rationales Termvedttnis Ay, /Ar € Q(k) be-
sitzt, konnen wir solche Reihen betrachten, deren Koeffizientgein Term-
verhaltnis A, 1 /A, € Q(¢*) bzgl. der Basig € R haben.

Dies fuhrt zurg-hypergeometrischen Reikengl.: basic hypergeometric series)
ai, ..
A
(bl, S ) Z !
Nun sind die Koeffizienten gegeben durch

A, = (a1;9)k -~ (ar; @) " ((—1)’“q(’§))1+s_r |

(b1; @)k -~ (bs; Q) (45 Q)

k-1
(a;q)r = [ J(1 = ag) (4)
j=0
dasg-Pochhammer-Symbdlezeichnet. Wegen
plgr) _o(x)+ (g —1)a7(z)
p(x) o(qz)

wobei




ist die Dichtep(z) einesg-Orthogonalsystems des Hahn-Tableaus;diyper-
geometrischer Term bzgt.

Alle klassischen orthogonalen Familien haben (i. a. mehrehgpergeometri-
sche Entsprechungen. Beispielsweise sinddig;-Jacobi-Polynomgegeben
¢ " a,b, "

durch
q, Q> .
aq, cq

Alle betrachteten klassischen Orthogonalfamilien — mit absolut stetiger, arith-
metischer und geometrischer Dichte — lassen sich durch geeignete Grenzpro-
zesse aus den BigJacobi-Polynomen erzeugen.

Pn(x;avby G, Q) = 3902(

6 Berechnung der Differentialgleichung aus der Rekursions-
gleichung

Aus der Differential- bzw. ()-Differenzengleichung folgt di®reitermrekur-
sionvon P, (z), ausgedickt durch die Koeffizienten voa(z) undr(z). Wie
man die Dreitermrekursion durch diérff Parameteu, b, ¢, d und e ausdiickt,
kann man leicht mit Maple berechnen.

Nutzt man diese Information in der umgekehrten Richtung, kann man die ent-
sprechende Differential- bzwg)-Differenzengleichung aus einer gegebenen
Dreitermrekursion bestimmen, s. [6].

Beispiel 1: Gegeben sei die Rekursionsgleichung
Poio(z) — (x —n—1)Pyi(z) + a(n+1)*P,(z) = 0.

Man stellt fest, dassif o = 1/4 verschobene Laguerre-Polynome urinl f
a < 1/4 Meixner- und Krawtchouk-Polynomedsungen sind.

Beispiel 2: Gegeben sei die Rekursionsgleichung
Poio(x) — 2Py () + a ¢ (¢ = 1)P,(2) = 0.

Es folgt, dassiir jedeso € R g-orthogonale Polynormkungen dieser Rekursi-
on existieren.



7 Schlussbemerkung

Die benutzte Maple-Software wurdérfmein Buch [4] ent-
wickelt und ist auf meiner Homepage éittich: http: i
[Iwww.mathematik.uni-kassel.de/"koepf : )

Wolfram Koepf m.

Ich hoffe, in meinem Vortrag gezeigt zu haben, dass und wid
man mit Computeralgebra-Algorithmen interessante neu
Forschungsergebnisse im durchaus klassischen Gebiet
orthogonalen Polynome erhalten kann.

Wichtige Teilalgorithmen, die zur Berechnung b&gt werden, sind vor al-
lem die Algorithmen delLinearen Algebradie Polynomfaktorisierungund
Grobnerbasen
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