Die Anordnung der reellen Zahlen
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Wenn Sie sich die reellen Zahlen als Punkte auf einer Zahlengerade vorstellen, ist es sinnvoll erst einmal zwei Stellen zu
fixieren fur Null und Eins:

I —>

0 1
Istdann ac Rund a+ 0, soliegt a rechts bzw. links von Null auf der Zahlengerade. —a liegt in jedem Fall auf der
jeweils anderen Seite.

-a 0 a a positiv

a 0 -a a negativ

Liegen a, be R rechtsvon Null, so auch ihre Summe a+ b undihr Produkt a-b.

I I I I >

0 b a a+b
a - b kénnen Sie sich als Mal3zahl des Flécheninhaltes eines Rechteckes mit den Seiten der Langen a und b vorstellen.
Wenn Sie sich einereelle Zahl a denken, dann kdnnen Sie beim "Durchlaufen” der natiirlichen Zahlen auf dem Zahlenstrahl
immer eine nattirliche Zahl n finden, die rechtsvon a liegt:

I —t—+—t—t—+t+t+——
0 an

Statt a liegt rechtsvon Null, wird die Schreibweise a> 0 gebraucht; gelesen a ist grofer Null, bzw. a ist positiv.

Anordnungsaxiome der reellen Zahlen

Die eben geschilderten anschaulichen Vorstellungen werden in den folgenden Axiomen Uber die Anordnung von reellen
Zahlen zusammen gefasst:

A1l FirjedereelleZahl a gilt genau eine der drei Beziehungen:
a>0,a=0,-a>0.

A2 Sind ab>0,sogiltauch a+b>0und a-b>0.

A 3  DasArchimedisches Axiom:
Zujedem ac R gibtesein neN mit n-a>0.

InA 1—A 3wird nur die Relation "groRRer als Null" benutzt. Das ist insbesondere bei A 3 etwas umstandlich.

Die Menge der positiven reellen Zahlen, also der Zahlen grofRer als Null, wird haufig mit R* bezeichnet. Falls —a positiv
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ist, dann heild a negativ.

Neben der Eigenschaft positiv zu sein werden auch die Groler-Relation ">", die Kleiner-Relation "<", die Grofier-Gleich-
Relation ">" und die Kleiner-Gleich-Relation "<" benutzt, die jetzt definiert werden.

0) a>b, fdls a-b>0, aistgroleras b,

(i) b<a,fdls a>b, b istkleinerals a,

(ii) a=b,fals a>b oder a=b, a ist groler oder gleich b,
(ivy a=<b,fdls a<b oder a=b, a istkleiner oder gleich b.

Bemerkung: "Falls" wird hier in der Bedeutung von "genau dann wenn" benutzt!
Ausden Axiomen A 1und A 2 folgen
Regeln fur das Rechnen mit Ungleichungen:

Esselen a, b, c, e, 8 € R.

1. Aus a>b und b>c folgt a>c, asodieTranstivitd von" >".
2. Aus a>b folgen
2.1 a+c>b+c, furadle ceR,
2.2 a-c>b-c, fur ¢>0,
2.3 a-c<b-c, fur c<0,
24  Ld fiir b>0.
a b
Beweis zu 1:

Nach (i) folgt aus a>b und a>c direkt a—b>0 und b—c>0,asonachA2a+c=(@-by+(b-c)>0,
d.h. a>c nach (i) .

Beweis zu 2.1:
a>Db bedeutet nach (i) a—b>0,adsoistauch (a+c)—(b+c)>0,wasnach (i) a+c>b+c ergibt.

Beweis zu 2.2:
Mit A 2folgtaus a—b >0 fir ¢>0 auch (a—b)-c>0,dh. ac— b-c>0, adso a-c>b-cnach (i).
Beweiszu 2.3 analog.

Beweis zu 2.4:
Nach A 2istmit a>b>0 auch ab>0.

Waére nun zuerst §>%, so wirde mit 2.2 durch Multiplikation mit a-b folgen b= af: > %b =a.
Dasist ein Widerspruch.

Zweitens folgt aber aus %:1 auch a= Db, also ebenfals ein Widerspruch.

b
3. Aus a>b und «a > Bfolgen:
31 at+ta>b+j,
32 a-a>b-g, fdls b, 8>0.

Beweis fir 3.1:

Aus a>b folgtmit21la+a>b+a.Aus > gfolgtmit21la+b>B+b.
Mit der Transitivitét von ">" folgt a+a>b+a=a+b>8+b=b+j.
Der Beweis fir 3.2 verléauft anal og.
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4, Fir a+0 gilt a>0.

Beweis:
Ist a>0,sofolgt @ >0 mit A2.Ist -a>0, sofolgt a? = (-a)-(-a) > 0 analog.

41  Aus4.folgt 1=1-1>0, da 1+ 0 undmitA 2dannauch —1<0.

4.2 Fur a>0 gilt §>0.

Beweis:

Nach 4. ist a?> 0. Wére g =0, sowéreauch a= a? % =0 im Widerspruch zur Voraussetzung a> 0.

Wére 0 > % ,sowirdemit2.2 0> g -a? = a gelten, ebenfalls ein Widerspruch. Also bleibt nach A 1 nur % > 0 brig.

5. Esseien a, b, xe R mit b, x>0.
. a—-x_a_a+X
Dann gilt - 65 p -
+ X
b
a
b

Beweis:

a+ X

Aus x>0 folgt mit 2.1 a<a+ xund mit 2.4 % <

Wird nun a durch a—x ersetzt, so folgt ?Ja_xﬂx =2

b b

6. Esseien a, b, x> 0.

. a a . . a a
Dann gilt 555 und fallsnoch x < b ist, gilt auch 5 <bx'
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a
b-
a
a b+ x
b
a b
Beweis:
0 < X
b < b+x 21
1 1
m < E 2.4
a a

Damit ist der erste Teil bewiesen.
Der zweite folgt wieder durch Ersetzung von b durch b—-x:
a a

a__a __a
b (b—x) +x b-x "

Warum sind Ungleichungen in der Analysis so wichtig?

Es kénnen mit ihnen Gleichungen bewiesen werden!

Der einfacheFall ist: Essei a<b und b<a.Dannist a=b.

Der wichtige Fall ist:
a und b "unterscheiden sich um beliebigwenig". Dannist a=b.

Doch was heif3 "unterscheiden sich beliebig wenig"? Es heifdt: Der Betrag der Differenzvon a und b ist kleiner alsjede positive Zahl c.

Beweis:
1 Fal:a=b.Fertig 2. Fall:a+b.0.B.d.A.sei a>b.Esgeltealsofirjedes c>0,dass a—b<c unddamitauch 0<a-b<c.

Wenn das fiir jedes ¢ > 0 gilt, dann gilt es insbesondere fir ¢; := a%b , was nach A 2 und 2.4 auch positiv ist. Damitfolgt 0<a-b<c¢; = a;zb ,und

nach Multiplikation mit (>0, daa~b>0), dass 3> 1, also ein Widerspruch,



