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5. Differenzierbarkeit

Zur Berechnung der Steigung der Tangente an den Graphen der Sinusfunktion im Punkte (0,0) wurde im vorigen
Abschnitt der Grenzwert des Differenzenquotienten

sin(h) — sin(0)

untersucht.
Als naheliegende Verallgemeinerung dient die

Definition 5.1

DIFFERENZENQUOTIENT, DIFFERENTIALQUOTIENT, DIFFERENZIERBAR, ABLEITUNG
Essden | :=[a b],f:I 2R und X, xel .

Der Quotient

f(X) — f(x0)
X—=Xo

hei3t DIFFERENZENQUOTIENT von f bzgl. x und X .
f heilt an der Stelle X, DIFFERENZIERBAR, wenn

L f) = f(xo)
im ==

existiert, also der Grenzwert des Differenzenguotient existiert.
Folgende Schreibweise ist gebréuchlich:

ooy e i 10— T(X0)
Foo=Im =% -

DiereelleZahl f’(xg) heifldt der DIFFERENTIALQUOTIENT von f ander Stelle xo bzw. die ABLEITUNG von f

an der Stelle xg .

d f (Xg) df
ax bzw. ﬁ(xo).

Andere gebrauchliche Schreibweisen fur f’(xg) sind

Diese Schreibweisen gehen auf Gottfried Wilhelm Leibniz ( 11. 11. 1675) zurtck.

Beachten Sie: Das Symbol f’(Xg) definiert KEINE Funktion! Es bezeichnet eine reelle Zahl!

Der Differentialquotient heifdt zwar ...quotient, er ist aber "eigentlich" kein Quotient, sondern der Grenzwert eines
Quotienten!

Mit h:=x— Xy erhdlt der Differenzenquotient die haufig gebrauchte Gestalt

f(XO"'hr)]_f(XO) _

Die Ableitung 143t sich interpretieren als lokale Anderungsrate von f bei xo oder als Steigung der Tangente an den
Graphenvon f in (X, f(Xg)) .
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5. Differenzierbarkeit 3

f(x0) f(x0)

Definition 5.2:
ABLEITUNGSFUNKTION
Essden | :=[a bjund f:l >R .Esse f firadle xe | differenzierbar.

Essa ¢:1 - R definiert durch ¢(x) := Ihing) w .

Dann heift ¢ die ABLEITUNGSFUNKTION von f .
Statt von der Ableitungsfunktion einer Funktion wird sehr hdufig nur kurz von der Ableitung einer Funktion gesprochen.

Aus historischen Griinden wird f’ statt ¢ geschrieben. Diese Schreibweise wurde 1797 von Joseph Louis Lagrange
(1736 —1813) eingfuhrt.

1 L

A
1 0 )‘\ / 2 3 4
T\
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5. Differenzierbarkeit
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Zur Erstellung der Graphiken wurde das Programm DerivativeBuilder aus dem Buch Animating Calculus von
Packel, Wagon variiert.

Einige elementare Beispiele 5.1:
Esseien | :=[a, b] ,xoel,c, AR und fi(x):= ¢, fo(X):= A-Xx, f3(x):=x2.

Dann gilt:
f00) = fim SR <0,
00 i= fim S5 =1
f3' (Xo) :=lLr% 1‘30())(:7;5@ =2-%.

Die Beweise folgen durch Berechnung der Differenzenquotienten:

f,00 — (%)

cC—-C
X= %o % = O
L-1) _ Ax=AX _ 1
X=X - X=X - !
00— f,0% X2—
—3())(_)(2 ) = x—>)<(§ = X+Xo.

Etwas leger lassen sich die eben bewiesenen Beispiele so umschreiben:
Die Ableitung einer konstanten Funktion ist Null, die Ableitung von X ist Eins, die Ableitung von X% ist 2x.

Das Standardbeispiel 5.2
einer an einer Stelle stetigen, aber dort nicht differenzierbaren Funktion ist die Betragsfunktion bei Null:

Esseien | :=[0,1] und f(X):= | x| fur xeI. f istbei Null nicht differenzierbar,
f)-10) _ x| _ 4 3 1,fdlsx>0
denn x=0 X _S'gn(x)_{—l,fallsx<0'

Gemal3 Beispiel 4.3 hat dieser Differenzenquotient keinen Grenzwert bei 0 .

0.5
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5. Differenzierbarkeit

Einige weitere Beispiele fir die Graphen von Funktionen, die an einer Stelle nicht differenzierbar sind:

=7/

A7 A\

Sie erinnern sich vielleicht an die "Punkt-Richtungsformel” fir eine Gerade in der Form
Y- Yo=m-(X—Xo) .

Mit yo = f(Xp) und m= f'(Xp) wird daraus die Tangentengleichung
y(X) = f(X0) + (X=X0)- f'(X0) -
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5. Differenzierbarkeit

f(xo)

a / Xo b

In der N&he von X, "“approximiert" die Tangente den Graphen der Funktion. Man spricht von "lokaler"
Approximation. Genauer dartiber Auskunft gibt

Satz 5.1:
Esseien | :=[a, bjund f:1 >R und xge | .f ist genau dann bei %, differenzierbar, wenn es eine auf |
definierte, in xo stetige Funktion D gibt, die die beiden folgenden Bedingungen erfiillt:

*) f(X)=f(X) + (X—Xg)-D(x) firale xel ,
(**) D(xo) = f'(x0) .
Beweis:

Teil I: Essal f differenzierbar in xo . Fir x| setze

f) — f(x)
D(X) := { X=X '
f'(xg) , falsx=xg

fals x # Xg

Damitist auf |1 die Funktion D wohldefiniert. Essei nun X # Xp . Dann gilt

f(X0) + (X— %) D(X) = f(xO)+(x—Xo)-m(>)<:—>]:fm =f(x) .

Da f bei xg differenzierbarist, gilt

im f(x))(:i)tfx") = lim D(x) .

*}XO X*}Xo

DOxo) = () = |

Alsoist D bel Xy stetigund erfallt (*) und (**).
Teil Il: Esgelten (*) und (**) . Fir x # Xo folgt aus (*)

D = L= 00

Da D be x stetigist, folgt
f0) - f(%)
X—%o :

D(Xo) = lL"xL D(X) = lL"xL

Also existiert der Grenzwert des Differenzenquotienten, d.h. f istbei %, differenzierbar.
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5. Differenzierbarkeit

AlsBeispiel 5.3
zu Satz 5.1 werden fiir f(x):=x3,xe R und X = 3, 1, 5 die Funktionen D berechnet:
Essei jeweils X+ Xg .

Mit FoR =B+ 3 x+ X0
folgt fur Xo= 3 D (%) x4 ixsd,

Xo=1 Di(¥)=x2+x+1,

_ 3 _ 2, 3 9
X0 =3 D%(x)_x + 5 X+ 7.

Satz 5.2:
Essden | :=[a b] und f:l o5R und xpe| und f bel xo differenzierbar.
Dannist f bei xg stetig.

Beweis:
Nach Satz 5.1 gibt esauf | einein X, stetige Funktion D mit
f(X) = f(X0) + (X=X0)-D(X) .
DadieFunktion hy : | - R mit hy(X) := X— Xy stetigistinxo , folgt mit Satz 4.9 auch die Stetigkeit von f in Xp .

Satz 5.3:

Summenregel, Produktregel, Quotientenregel

Esseien | :=[a, b] und f,g:1 >R und xp | und f bzw. g bei xo differenzierbar. Essei A R .
0] DieFunktion A-f istin X differenzierbar und es gilt

A1) (x0) =2 (x) .
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5. Differenzierbarkeit

(i) DieFunktion f+g istin Xy differenzierbar und es gilt
(f +9) (%) = (%) + g’ (%) -

(iii)  DieFunktion f-g istin Xo differenzierbar und esgilt
(f-9) (x0) = (%) - g(X0) + g'(X0) - f (%) -

(V)  Wemn g(xo) # 0 ist, dannist die Funktion — in xo differenzierbar und es gilt

FV o (%090 - g (X0)-f (X0)

(g) (o) = Q%) '

Beweis:

Nach Satz 5.1 gibt esauf | in X stetige Funktionen Df und Dg mit

) f(X)=f(X)+(X—%)-Di(X) und Di(Xp) = f'(Xo) ,
**) g(X) = g(Xo) + (X—Xg)-Dg(x)  und Dg(Xo) = g'(Xo) .
Beweis zu (i):

Essal A(X):=24-Dy(x) fir xe |. Dannist nach Satz 4.9 auch A in X, stetig.
Weiterhin gilt A-F)YX) =2-f(X) =A- F (X)) +A-(X=Xg)- D¢ (X)
=2-f() =@~ ) (X0) + (X—X0)-A-D(X)
= 1) (X)) + (X=X0)- A(X) .
Da A(Xg) :=A-Dy(xg) = A-f'(Xp) , gilt mit Satz5.1 (A-f)' (Xg) = A- ' (Xo) -

Dielinke Grafik bezieht sich auf (i) , dierechte auf (ii) .
Der Beweis zu (ii), also der Summenregel, ist eine Ubungsaufgabe.

Beweis zu (iii), also der Produktregel:
Mit (*) und (**) folgt mit
f(X) = f(X0) + (X=%0)-D(X) , Dt (%) = f'(X0) ,

und g(X) = g(Xg) + (X—X0)-Dg(X) , Dg(X0) = 0" (X0) ,
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5. Differenzierbarkeit 9

nun (F-9) (= f(X)-g(x) = ( f(X)+(X=%)-Dt(X) )-( g(X0) + (X—X0)- Dg(X) ) =

= f(X0)-9(X0) + (X=X%0)- ( F(X0)-Dg(X) +9(X0):D(X) +(X=X0)-Ds(X) - Dg(x) ) .
Fir xe | werdejetzt Dt.q definiert durch

Dr.g(X) 1= f(X0) - Dg(X) + 9(X0) - D (X) + (X = X0) - D (X) - Dg(X) -
Dannist Dt.g nach mehrfacher Anwendung von Satz 4.9 stetig in xp und mit Satz 5.1 folgt

Drt.g(Xo) := f(Xo)- Dg(X0) + D¢ (X0) - 9(X0)
= f(X0)-9'(X0) + f'(X0)- 9(X0)
= f'(X0)-9(%0) + f(X0)- Q9" (Xo) .

Der Beweisfur (iv), also der Quotientenregel, wird in zwel Teilen gefihrt.

1. Tel: Essai f(x):=1 fir xe | . Nach Voraussetzungist g bei X, stetigund g(xp) # 0 . Daher gibt es nach Satz
46eninterval lpcl mit xgelg und g(x)#0 furale xelg .

Essei nun x e lp . Dann gilt mit g(x) = g(Xo) + (X— Xo)- Dg(X)

11 g0 -gi 90— (geH+(x=X0)}Dg(x))
900 T 900~ 900 900 - 900 9%
o =Dy
= (X=X 553 906
. 1 —Dgyg(x)
Alsoist 560 = g0 + 0 g0 5%

Nunist die Funktion h:lg >R mit

~Dy(¥)

he) = 5% g0y

in X stetig, daauch Dy und g in Xy stetigsind und g(Xp) # 0 auf g .
Damit gilt unter den Voraussetzungen von (iv)
1y -~ 99X
() 00 =507 -
2. Teil: Nun wird der letzte Beweisteil mit der Produktregel kombiniert, denn Al |&3t sich jaals Produkt f 4

g g
schreiben. Nach der Produktregel folgt also

1 1y
(F-(F) 00 = 100 g7 +(F) 00 F00)

_ fx0)o0) - g(XO)f(XO)
(9(x0))?

Satz 5.4:

Kettenregel

Essden I;:=[a,b] ,lo:=[c,d] ,g:11->R,f:l,>R, sodassfurale xel; g(X) el, . Weiterhin seien g in
Xo und fin tg:=g(Xy) differenzierbar. Dannist auch fog in xg differenzierbar und esgilt
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5. Differenzierbarkeit 10

(feg)' (%) = f'(9(x0))-9' (X0) -

Beweis:
Nach Voraussetzung und Satz 5.1 gibt es Funktionen Dy auf I; bzw. D; auf I, , diein X9 bzw.in tp:= g(Xo)
stetig sind und mit denen gilt

*) g(x) = g(Xo) + (X—Xo) - Dg(x) fir x e I und Dy(X0) = 9" (Xo) ,
f(ty=f(tg) +(t —to)-Ds(t) fir tel, und Ds(tg) = f'(tg) .

Essel gemal Satz 4.12 I3 := g(l1) . Nach Voraussetzungist I3 cl, und togel3 .
Dann gilt erst recht fur t e I3

(**) f(t) = f(to) + (t—to)- D¢ (1) .

Nun werden die Ausdriicke in (*) und (**) miteinander verknipft und g(x) :=t gesetzt:

(fe@) (¥ = f(g(x) = ()= f(to) + (t —1tp)- D¢ (1)
= f(to) + (9(X) — to) - D (9(X))
= £(9(x0)) + (9(X) — 9(%0)) - D (9(x))
= F(9(X0)) + (X— X0) - Dg(X)- D+ (9(x))
= (f o) (X0) + (X=X0)- Dg(X)- (Dt Q) (X) .

Nach Satz 4.9 sind Produkte, Summen und Verkettungen stetiger Funktionen wieder stetig. Damit ist Dg-(D¢oQ)
stetig in X . Nach Satz 5.1 folgt nun schliefdlich die Behauptung mit
(feg)'(X0) = Dg(X0):(Ds°g)(Xo)
=9'(X)- f'(9(%0)) -

Damit sind jetzt alle rationalen Funktionen differenzierbar.

Warum reicht folgende Umformung nicht fir den Beweis der Kettenregel:

fEx) - flgx) _ fOX)-f@x) | 9x - gx)
X=X 909 — g(%o) X=X

in Leibniz'scher Schreibweise:

dfeg _ dfeg
dx — dg

dg
dx -

Beispiele 5.4:
Mathematica kennt die Differentiationsregeln, auch von speziellen Funktionen. D ist der Mathematica—Ausdruck fur

die Differentation:
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5. Differenzierbarkeit

dyo =D , X

0 =D[———— %]

_(L+n)x? 1-xtm
1-x (1-x)°

n 1l+n

(1l+n) x -1l+x

-1+x (-1 +x)2

n
d, = ZD[x", x]
v=0

1-x"-nx"+nx*

(-1 +x)?2
Apart[d,]
1 +x“ (-1-n+nx)
(—1+X)2 (—l+x)2

d; = FullSimplify[d,]

1+ (-1+n (-1+x))x"

(-1+x)2
d; -ds
(1+n) x* 1+ (-1+n(-1+x))x" -1+x'"™
-l+x (-1 +x)?2 (-1+x)2

Simplify[d; - d; ]

0

Spéter kommt als Beispiel die folgende Kombination von Funktionstermen vor. Die Ableitung selbst auszurechnen
bereitet dann schon einige M ihe, nicht jedoch mit Mathematica:

2

_ X
glx_]:= 1+x2
5 4 4
f£lx ] := £} Cos[2 x] g[Cos[; x]] Sin[x+Sin[E x]] +1.85Exp[- (7.85 - x)?]
D[f[x], x]

5 (1+4 Cos[4X7]) cos[421% Cos[2x] Cos[x +Sin[ 24X
3.7e (78597 (7 85 _x) + ( = [==1) [==] [2 ] [ [==11] .
2 (1+Cos[4X]7)

IS

4cos[4%]” Cos[2x] Sin[4X] Sin[x+Sin[4X]]

2

“ ‘

%

(1+Cos[4TJ2)

IS

*] 8in[x+8in[4X]] 5COS[4?X]ZSin[2 x] Sin[x+Sin[4X]]
2 - 2

4Cos[4?x] Cos[2 x] Sin]|

“ ‘

IS

1+Cos[2X] 1+Cos[22]

D[ Sin[x], x]

Cos [x]
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5. Differenzierbarkeit 12

D[ Cos[t], t]

-Sin[t]
Die Differentiationsregeln fir sin und cos sollen jetzt bewiesen werden:

Satz 5.5:
Esseien | :=[a, b] und xe | .Danngilt:

sin'(X) = cos(x) und cos' (X) = —sin(x) .

Inshesondere sind die Funktionen sin und cos stetig und differenzierbar auf ganz R .

sin' = cos
- T Vg 2n
2
-1 +
cos = —sin
- T n 2n
2
-1 +
Einige Bilder aus einer Animation zur Ableitung von sin :
1
-1 T w 2n
2
-1+
m
-1 z g 2n
2
-1+t
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5. Differenzierbarkeit

13

Beweis:
Essden xel und heR, h+0 so,dass x+hel .
Zu untersuchen ist der Differenzenquotient

sin(x+h) — sin(x)
—
Mit einem friher bewiesenen Additionstheorem folgt

*) sin(x+ h) — sin(x) = sin(x) - cos(h) + co(x) - sin(h) — sin(x)
= sin(X)-(costh) — 1) + cos(x) - sin(h) .

Es bleiben also die Differenzenquotienten

cosh)—1 sin(h)
h und h

und deren Grenzwerte zu untersuchen.
Nach Satz 4.1 gilt

i lim
( ) h-0

Beim Beweis des Satzes 4.1 wurde die Ungleichung

1—h—22<cos(h)s1

flr h + 0 bewiesen. Darausfolgt
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5. Differenzierbarkeit 14

1—h—22<cosz(h)<1+h—22

und —h—22<cos(h)—l< h—zz

dh |coshy - 1| < &

bzw. ‘&h)_” <|hl,

woraus lim cosy -1 =0
h-0 h

folgt.

Nun werden die einzelnen Ergebnisse unter Beachtung der Zeile (*) und friherer Grenzwertsétze zusammengefgt.
cosX) =sn(X)-0+cosx)-1

o im Costh) -1 iy SiNCh)
= sin(x) Ir!ﬁm0 —h cos(x) - ero T
T ~coshy-1 . )
=1 ero sin(x) —n | ero CcoS(X)

sin(h)
h

sin(x) - (costh) — 1) + cos(x) - sin(h)
h

=lim
h-0

— lim sin(x) - cos(h) + co(x) - sin(h) — sin(x)
" ho0 h

— lim sin(x + h) — sin(x)
" hoo h

=sn'(x) .

Der Beweisflr cos'(x) = —sin(x) verlauft analog, da

cos(Xx + h) — cos(x) _co3(x) - cogth) — sin(x) - sin(h) — cos(x)
h - h

_ cogx) - (costhy— 1) — sin(x) - sin(h)
- h

= co(X) —COS(? -1

— sin(x) m .

Damit ist der Beweisfur Satz 5.5 fertig.

Als direkte Konsequenz folgt die Stetigkeit der Funktionen sin und cos: Nach Satz 5.2 sind bei x differenzierbare
Funktionen dort stetig. Alsosind sin und cos stetigauf | fur jedes Intervall |, aso fur alle reelle Zahlen.

Korrolar 5.1:
Falls cos(x) £ 0 , dsofiir x=(n+ %)n mitne Z, gilt tan'(x) = 7(:05%()() :
Fals sin(x) # 0 ,asofir x=n-7 mit ne Z, gilt cot'(x) = — — % :

sin® (%)
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Der Beweis erfordert die Wahl geeigneter Intervalle | und benutzt die Quotientenregel, da tan = % , cot = %

und sin?(x) + cos(x) = 1 fur ale x.

10 10
5 5
cot'(X)
_r r 0 g
2 2
tan'(x)
-5 -5
-10 -10

Essel daran erinnert, dassfir x>0 und m, ne N die Zahl y dieigt, fir die y" = x™ gilt.

Fir x>0 und e € Q sa f,(x):= x*. Die néchsten beiden Grafiken zeigen Funktionsgraphen von f, fireinige « .

37 X X2 3 1 3
3= X7
X
X X
2 2
Vx
7 X3
5
1 Vx 1 .
V3
0 1 2 3 0 1 2 3
Satz 5.7:

Fir x>0 und e € Q sa f,(x) :=x*.Danngilt f,/(X):=a-x*1und f ist Stetig.

Beweis:
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5. Differenzierbarkeit 16

1. Fal: Fir @ =0 ist die Behauptung trivialerweise richtig.
2. Fdl:Essel a>0.Esseen x,%X%>0 und mneQ mit a= % Zu untersuchen ist der Grenzwert des
Differenzenquotienten

XR— XJ

1
Nunsei u:=xn und v:i=xJ gesetzt,dso u" = x und V" = Xg . Also gilt mit lim u" =Vv" auch lim u=v (wasleicht

X—Xo X=X
indirekt zu beweisen ist).
Damit folgt
ORI bt 4
X=X =~ U=V
_ U=V (U+Uum2V+Um3Vet-.-4 U V24 yt)
S U=V (U UV UV U VR )
und also
mooomlim (U™ U2V UMVt U VT2 VL)
lim Xp =R = X% -
oxg R Ko lim (Ut + Ur2V+ U2 VP-4 U V24 vt )
X—=>Xo
m-Vri _ m m(vi\""_ m o1 _
=M =V =0068) =§x =axt.

Damit folgt die Behauptung fir o € Q" .

3. Fal:Essal a<0,ds0 —ae Q. Mit g:i=-a gilt f,(x):=x*= % und die Behauptung folgt in diesem Falle
durch Anwendung der Quotientenregel auf Fall 2.

Zusammenfassung einiger Ergebnisse
uber Differentiation und Stetigkeit der "elementaren" Funktionen

Mit Satz 5.3 (iii), also der Produktregel, folgt induktiv:

Die Funktionen f, mit f,(x):=x" wobel neN und xeR , sind differenzierbar auf R und daher dort auch stetig.
Esgilt f/ () ;== n-x"1 .

n
Mit Satz 5.3 (i) und (ii), folgt dann auch, dass Polynomfunktionen, also Funktionen p , der Gestalt p(x) := §0 a, X,
wobel ne Ny und xR, Uberal differenzierbar sind.
Esgilt p(X) = b vea, XL,
v=0

m
Mit Satz 5.3 (iv), also der Quotientenregel, folgt weiter mit q(x) := ZO b,-x" fur meNyund xR , dass auch
y=

rationale Funktionen P bei xg mit q(xg) # 0 differenzierbar sind.

q

Schliefdlich folgt mit der Kettenregel (Satz 5.4), dass "zusammengesetzte”, "verkettete" Funktionen f (auf einem
Intervall), etwa der Gestalt f(x) := sin"( p(qg(cos(x)))) , differenzierbar sind.

Satz 5.8:
Satz von Rolle (Michel Rolle, 1652 — 1719) (1691)
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5. Differenzierbarkeit 17

Essden | :=[a,b] und f: 1 >R . f se auf ganz | stetigund differenzierbar fir alle xe Ja, b[ .
Essa f(a)= f(b) ,danngibtesein ce Ja, b[ mit f'(c)=0.

f(@) = f(b) |- VAR TN

Beweis:

Da f auf | stetig, besitzt nach Satz 4.12 f auf | ein Maximum und ein Minimum, d.h. esgibt u, o€ [a, b] mit
f(u=f(x)=< f(o) furale xel .

1. Fal:

f(uy=f(o)=f(a) ;dannist f konstantund f'(x)=0 flradle xel .

2.Fal: Nun sei angenommen, dass f(a) = f(b) < f(0) , f also ein "echtes® Maximum besitze. Da a# 0 und b+ o0,
gilt oeJa, b[ .Sennun c:=o0.

Fir h>0,sodassnoch c+hel |, folgt

*) fesh-f@ g
und fir h<Omit c+hel folgt
**) feth-1@ g

Nun existiert nach V oraussetzung

yom o1 F(C+N)—T(C)
f(c)._II!_rg—h .

Nach (*) folgt f'(c) <0 undnach(**) f'(c)= 0,adsogilt f'(c)=0.
Der weitere Beweis verlauft analog fur den dritten Fall f(u) < f(a) = f(b) .

Satz 5.9:
Mittelwertsatz
Essden | :=[a,b] und f: 1 >R . f sel auf ganz | stetigund differenzierbar fir alle xe Ja, b[ .

Danngibteseince Ja, b[ mit
1= 101@ by 10)- @)= 1'©-b-a .
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f(b)

f(a)-

~
_______

| |
| |
| |
| | |
| | |
| | |
| | |
: —
a c b

Der Beweis folgt einfach mit dem Satz von Rolle durch geschickte Definition einer Hilfsfunktion.

Fir xel sai g(x) = f(x)—(x—a)w .
Dannist g auf | stetigund auf ]a, b[ differenzierbar.
Weiterhin gilt g@=f(@,
ooy = f(t) — (b-a) T D=T@ _ () g

Damit erfllt die Funktion g auf | die Voraussetzungen des Satzes von Rolle: Also gibt esein ce]a, b[ mit
g'(c)=0.

f(o)-f@

Nun ist g = f'(x)— b—a ,

woraus die Behauptung des Satzes folgt.

Die Ableitung einer konstanten Funktion ist Null. Es gilt auch eine Umkehrung:

Satz 5.10:
Esselen | :=[a,b] und f: | >R .f sel auf ganz | stetig, weiterhin differenzierbar fir alle x e Ja, b[ und fir
diese x gelte f'(x)=0.Danngibtesein ce R ,sodass f(x)=c auf |.

Beweis:
Essaen xg festund x beliebigaus ]a, b[ . Nach dem Mittelwertsatz (Satz 5.9) gilt dann fir ein ¢y € ]a, b[

f(X)— f(x0) = f'(Co)- (Xx—%) =0.

Alsogilt f(x)= f(xo) furale x € ]a,b[ . Da f stetigauf |, folgtauch f(a) :=1lim f(x) =lim f(xp) = f(X) und
X—a X—=a
analog f(b)= f(xp) . Nunwird c:= f(Xy) gesetzt.

Korrolar 5.2:
Esseden | :=[a,b] und f,g: 1 >R . f,g sdenauf ganz | stetig und differenzierbar fir alle x e Ja, b[ und dort
gelte f'(X)=g'(X) .
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Danngibtesein ceR ,sodass f(X)=g(x)+c auf |.

Beweis: Wende den Satz 5.10 auf f—g an.

In Analogie der Monotonie von Folgen gibt esdie

Definition 5.3:
MONOTONIE von Funktionen.
Essden | :=[a,b] und f: |1 >R .

f heillt STRENG MONOTON WACHSEND,
wenn fir ale x, ye |

mit x<y auch f(x) < f(y)
gilt.
Entsprechend heift f STRENG MONOTON FALLEND,
wennfirale x, y el

mit x<y nun f(x)> f(y)
gilt.
f heiltt MONOTON WACHSEND (bzw. FALLEND),
wennfir ale x, y el

mit x<y auch f(x)=< f(y) (bzw. f(x)= f(y))
gilt.

Satz 5.12:
Esseien | :=[a,b] und f: | >R . f seiauf ganz | stetig und differenzierbar fir alle x< Ja, b[ .
Giltfurdlete ]Ja, bJ

f'(t)>0,s0ist f streng monoton wachsend auf | ,
f'(t)<0,s0ist f streng monoton falend auf 1,
f'(t)=< 0,soist f monoton wachsend auf |,
f'(t)< 0,soist f monoton fallend auf | .

Beweis im Falle des streng monotonen Wachsens. Die anderen Félle beweisen sich analog.
Esseien x, ye |l mit x<y.Essa |1:=[x y] .Dannist f auf 1; stetigundin ]x, y[ differenzierbar. Nach dem
Mittelwertsatz gibt esein ce | x, y[ c ]a, b[

mit f/(c) :=w >0,
d.h. f) < f(y) .
Satz 5.13:

Approximierende Polynomfunktionen fiir sin und cos .
Essal x= 0. Dann gelten diefolgenden Ungleichungen:

sin(x) <X,
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IA

cos(x)<1,

IA

sin(x) < X,

X? X2 X4
1—7 SCOQX)SJ.—T'FT,

x—% ssin(x)sx—§+§.

Mit den Beziehungen sin(—x) = —sin(X) und cos(—x) = cos(x) lassen sich diese Ungleichungen entsprechend auch fir
negative x formulieren.

Beweis:
Fir x=0 sa fi(x):=x—-s8n(x) .Danngilt fi'(X)=1-cogx)=0,da | cosx) | <1.Mit f(0O)=0 folgt nach
Satz 5.12 monotones Wachsen von f; , d.h. x—sin(x) = 0 . Darausfolgt die erste der obigen Ungleichungen.

Essal nun fy(x):=—-1+ § +cos(X) . Dannist f,(0)=0 und f,'(X) = x-sin(x)= fi(X)=0 . Alsoist auch f,

monoton wachsend, also —1+ § + cos(x) = 0 . Damit folgt die zweite obige Ungleichung.

Nun wird f3(x) ;= —x+ § —sin(x) gesetzt. Wiederist f3(0)=0und f3'(x):=-1+ § + co(X) = fo(X) = 0. Damit

folgt analog die vierte obige Ungleichung.

Mit fa(x):=-1+ )2(—,2 - f—? + cos(x) geht das Verfahren weiter.

Der Beweis 183t sich auf negative x Ubertragen

Diefolgende Grafik zeigt Teile des Graphen der Cosinus-Funktion und approximierender Polynomfunktionen:

[y
p/aw

0 T 4 5n
-1+
n
Esist beweisbar, dassfir dlex e R
. _ E 1v X2v+l d _ E 1V X2

SN0 = ZC @y W4 000 = B0 @ -
Definition 5.4:
ZWEITE ABLEITUNG, n-te ABLEITUNG
Esseien | :=[a,b] und f: | >R unddifferenzierbar auf | . Wie Ublich sei die (erste) Ableitung von f auf | mit

f’ bezeichnet. Die Funktion f’ sei wiederumauf | differenzierbar. Dann heifdt die Ableitungvon f’ die ZWEITE
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ABLEITUNG von f:

£7= (fY.
Entsprechend werden fir ne N n-te ABLEITUNGEN von f definiert und mit f™ bezeichnet. Wenn die n-te
Ableitungvon f auf | existiert, sagt man auch: f istauf | n-mal differenzierbar

Beispiele 5.5:
Essa fir keN und xe R fi(x) = x¥.
Dann gilt fil () = kX1 fi7(0) 1= (k- 1)-k-x<2
Weiterhin gilt auf R : sin’ = cos, sin” = —-sin,

cos = —-sn, cos’ = —Cos,
und damit sn® =din, cos® = cos.
Definition 5.5:

RELATIVES MAXIMUM, RELATIVES MINIMUM

Esseien | :=[a,b] und f: 1 >R .x e ]a b[ helit RELATIVES MAXIMUM von f, falls es eine Umgebung J
von Xg (asoeininterval J:=[c,d] mit XxoeJ cl ) gibt,sodass f(x) < f(xg) furale xeJ .

Anaog heildt xg € ]a, b[ ein RELATIVES MINIMUM von f,wenn f(xp) < f(x) fur ale x auseiner Umgebung
von Xg gilt.

Fals f auf | differenzierbar ist, dannist es auch auf jedem Teilintervall J von | differenzierbar. Entsprechend dem
Beweis zum Satz von Rollefolgt, falls X, relatives Maximum (bzw. Minimum) von f ist, dass f'(Xg) =0 gilt.

Beispiel 5.6:
Hier ein Graph einer Funktion, die mehrere relative Minima und Maxima hat:

A
V

Die Umkehrung der letzten Aussage kann falsch sein, wie etwa gezeigt wird durch das folgende

Beispiel 5.7:
Essai f(x):=x3 fir xe[-1, 1] . Esist f’/(x)=3x% und damit f(0)= 0. Aber Null ist weder relatives Minimum
oder Maximum, denn fiir x> 0istauch x® > 0 und fir x<Oistauch x3 <0 .
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-1
Mit der ersten Ableitung einer Funktion allein kénnen also relative Minima und Maxima noch nicht bestimmt werden.

Satz 5.14:

Esseien | :=[a,b] und f: | >R .Essa f zweimal differenzierbar auf | .

Essal xpe ]a, b[ undesgelte f/(Xg) =0 und f”(xg) <0 .Dannist xg einrelativesMaximumvon f.
Essal xpe ]a, b[ undesgete f/(xg)=0 und f”(xg) >0 .Dannist Xy einrelativesMinimumvon f.

Beweis:
Esseien f/(xg)=0 und f”(xg) <0 .

” s Pt —) o (% +h)
Da f (XO)_IAL% — _IAL% —h <0,

gibt es eine Umgebung J von X , in der Lthh) <0.Essenun h>0 und (Xp+h)eJ . Dannist
f'(xo+h)<0.lstdagegen h<0 und (Xp+h)eJ ,hsofolgt f'(Xp+h) >0 .Nach Satz 5.2 falt damit f rechtsvon

Xo und steigt linksvon X, . Damit liegt bei X, ein relatives Maximumvon f .
Der Beweis fur die zweite Behauptung des Satzes 5.14 folgt anal og.

Wenn f'(xg)=0 und f”(xg)=0 zutreffen, dann kénnen wieder Schwierigkeiten auftreten, wie die néchsten
Beispiele zeigen.

Beispiel 5.8:
Essai f(x):=x* fir xe[-1,1] . Danngilt f'(0)=f"(0)=f"(©)=0. f hat bei Null én Minimumund —f hat
bei Null ein Maximum.
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1
-1 0 1
-1
Beispiel 5.9:
x*sn(L), x+0
Essei o(¥) = { (%)

0 ,x=0
Hier gilt (Ubungsaufgabe) ¢'(0) = ¢"(0)=0.

Bei Null liegt aber weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum von ¢ , denn der Graph von ¢ schneidet
die x-Achseinjeder Umgebung von Null beliebig oft.

5x1071

Diese Grafik sieht ganz harmlos aus. Doch sie 1813t das Wesentliche nicht erkennen! Der Darstellungsbereich muss
verkleinert werden:

5x107°

—01 \/\V 0 \ 01

So wurden erste Oszillationen sichtbar. Die néchsten Bilder versuchen noch kleinere Bereiche zu zeigen.
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