m 6. Integration
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6.1 Integrale

Wie kann der Flacheninhalt eines Kreises berechnet werden? Das war eine Fragestellung zu Beginn dieser Vorlesung.
Die Kreisgleichung fir einen Kreis mit Radius Eins und dem Mittelpunkt (0, 0) lautet
XX +y?=1.
Nach y aufgelost ergibt sich y=+v1-x2 oder y=-v1-x2.
Essei nunfir x e [-1, 1] die Funktion f definiert durch f(x):=v1-x2 .
Den Graphenvon f sehen Sieim linken Bild:

1 1
-1 0 1 -1 0 1

Es entspricht unserem anschaulichen Verstandnis, die Flache "unter" dem Graphen von f (rechtes Bild) als Halbkreis

zu interpretieren und dieser Flache den Wert 5 zuzuordnen. Diese geometrischen Vorstellungen fuhren zu den

Begriffen Integration und Integral einer Funktion.

Definition 6.1:

INTEGRAL einer positiven, stetigen Funktion

Esseden | :=[a,bjund f:l >R stetig. Esgelte f(X) =0 fur xe |. Der Flacheninhalt der durch die x-Achse, die
Geraden x=a und x=b sowiedurch den Graphen von f begrenzten Fléche wird das INTEGRAL von f ber dem
Intervall [a,b] genannt;

in Zeichen

b
[ty .
a
a bzw. b heif3en untere bzw. obere Integrationsgrenze. t heilét die Integrationsvariable. Sie kann auch x oder t

n
oder u genannt werden und umbenannt werden, so wie die Summationsvariable v bei Summen ZO a, auch
V=l

umbenannt werden kann, ohne dass sich der Wert der Summe andert:

n n b b
anyzﬂgoaﬂ : Jf(t)dt: !f(x)dx.

Das Integralzeichen [ ist ein stilisiertes S. Das kommt von Summe. Das Integral zeichen wurde am 29. 10. 1675 von
b

Gottfried Wilhelm Leibniz in eéinem Brief eingefiihrt. Das Zeichen f wurde 1822 zuerst von Jean Baptiste Fourier
a

(1768 —1830) benutzt.
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6. Integration 2

Eine andere Moglichkeit Integrale zu definieren, besteht darin — anschaulich gesprochen —"die Flache in kleine Streifen
zu zerschneiden™ und die Fl&cheninhalte dieser Streifen aufzusummieren. Von dieser Summe kommt das S, das dann
zum Integralzeichen mutierte. Spéter wird darauf nochmals kurz eingegangen.

1
-1 0 1
Zum Kennenlernen einiger Eigenschaften des oben definierten Integrals seien auf | :=[0, 1] die Funktionen f;, f,

betrachtet, wobei fi(X) :=x+1, fo(x):=2(x+1), dso f,=2-f; sa.

4 4
3 3
2 2
1 1
0 1 0 1

1 1 b
Esist geometrisch klar, dass [ fo(t)dt = [2- fytydt =2- [ fyt)dt .
0 0 a

b b
Esgilt auchin anderen Féllenfur >0 [a-ftydt=2- [ f(t)dt .
a a

Bei  Davis, Bill; Porta, Horacio; Uhl, Jerry

Calculus& Mathematica

Reading: Addison-Wesley, 1994
fand ich eine Funktion i , diein einigen folgenden Grafiken mit leichten Variationen benutzt wird.
Mit der Hilfsfunktion ¢(x) := % fir reelle x a3t sich ¢ so darstellen:

Y(X) = 2 20082 X) ¢(CO(¢ X)) SIN(X + SiN(¢ X)) + 25 € 18X

Diese Funktion wird noch durch additive bzw. multiplikative K onstanten geeignet variiert.
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6. Integration

b b
Hier die Grafikenfur [y(tydt und 2- [ y(t)dt .
a a

PN oW A
PN oW A

a b a b

Nun seien auf | :=[0, 1] die Funktionen f;, f, betrachtet, wobei fi(x) :=x+1, fo(X):=1.

3 3 3
2 2
/ 1 1

( 0 1 0 1

0 1

N

=

Die Graphen motivieren die Beziehung
1 1 1
J(fit+ ) dt= [ fitydi+ [ fdt,
0 0 0

was auch bei nicht so einfachen Funktionen gilt.

Der Funktion nix(x) := 0 fur x < [a, b] wird das Integral Null zugeordnet:
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6. Integration

0l a b

Auch das ist geometrisch sinnvoll.

Wenn nun f eine Funktion mit positiven Werten ist, welches Integral ist fir die Funktion —f sinnvoll?

Q
o

Wenn auch hier das Integral blof3 ein Mal3 fur den Flécheninhalt sein sollte, so lief3e sich wieder eine positive Zahl fur
ein solches Integral 9§ zuordnen. Man kdme dann jedoch zu Widersprichen: Mit  fi(x) := x , fo(X) := —x und
fa(x) := 0 fur xe [0, 1] wirde folgen:

1

1 1 1
0= ¢ fatydt = f(fat)+ L) dt + fhbydti+ Fhbtydi=3+5=1.
0 0 0 0

Dieser Widerspruch 16st sich auf, wenn die Flache unterhalb der x-Achse negativ bewertet wird, also "negative
Flécheninhalte" definiert werden:
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6. Integration 5

1

1 1 1
0= [fa®ydt = [(fa)+ fat)dt = [fu)dt+ [f()dt=3-3=0.
0 0 0 0

1 1
0 0 0

1 1 1
. -1 -1

So 1803t sich jetzt sofort (anschaulich) das Integral fir stetige Funktionen auf einem Intervall definieren.

Definition 6.2:
INTEGRAL einer stetigen Funktion
Esseien | :=[a, b] und f:I - R stetig. Dann bezeichnet das Symbol

b
[t

einereelle Zahl, dieINTEGRAL von f Uber a, b genannt wird. Diese Zahl beschreibt ein Mal3 fiir den Flacheninhalt
zwischen der x-Achse, den Geraden x=a bzw. x=b und dem Graphenvon f.
"Flachenanteile", die unterhalb der x-Achse liegen, werden dabei negativ bewertet.

Beispiel 6.1:
Beachten Sie, dass ein solches Integral sich z.B. aus unendlich vielen "Flachenstiicken" zusammensetzen kann. ES seien

a=0 und b geeignetund f(t) :=t-sin(%) fir t#0 mit f(t)=0 . NachBeispiel 45ist f stetigbei Null.
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6. Integration

01+

0.05

-0.05 ¢

Fur derart einfache Funktionen wie sign ist aber bisher noch kein Integral definiert, obwohl anschaulich eine

Integral definition naheliegt.

-1

Nun sollen fir zwei Funktionen die Integrale ausgerechnet werden: Esseien a, b, ce R und fi(x):=c, fo(x) := x fir

X € [a, b] . Dann folgt anschaulich (siehe das néchste linke Bild)
b b
[fautydt = [cdt =c-(b-a) .
a a

Fals O0<a=<b, folgt (seherechtes Bild)
b b
[fatydt = [tdt =3 b? - &%= 1 (bP-a?).
a a

In alen anderen Fallen folgt auch

b
[fatydt =3 (07— a?) .

Materialien zur Vorlesung Elementare Analysis, Wintersemester 2003/ 4



6. Integration 7

b
c
a P
0 a b 0 a b
Beispiel 6.2:

Drei elementare Ungleichungen
Essden | :=[a,bJund f:l >R setig.Essai | f(t) | <M firein M undale tel .

Dann gilt

b
0 JIf®1d <M -(b-a),

: b
(i) [fmydt| <M -(b-a)
und

b b

(iii) [fmydt| <[ f)|dt.
Zu (i):

Gilt | f(t) | = M, dann liegt die Fléche unter dem Graphenvon | f | in dem Rechteck mit den Ecken (a, 0), (b, 0),
(b, M) ,(a, M) und dessen Flacheninhaltist M -(b—a) .

Zu (ii):

Gilt —M < f(t) =M, soliegt der Graph von f im Rechteck mit den Ecken (a, -M), (b, -M) , (b, M), (a, M) . Der
Betrag der Flache "unter" dem Graphen von f wird am grofdten, wenn die Werte f(t) ale das gleiche Vorzeichen
haben, dann kénnen sich keine positiv und negativ bewerteten Flachenstiicke "kompensieren”. Also ist M -(b—a)
wieder eine obere Schranke fir das Integral.

Zu (iii):

Wenn alle f(t) das gleiche Vorzeichen besitzen, dann gilt in (iii) das Gleicheitszeichen. Im anderen Falle vergleichen
Sie die beiden folgenden Bilder. Dann wird die Ungleichung anschaulich klar.

M M

0 -

a b a - \/ b
-M -M

Wasist nun, wennmiteinem ¢, a<c<b daslinterval [a, b] inzwe Intervalle [a, c] und [c, b] zerlegt wird?
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6. Integration

a c b

Anschaulich ist klar, dass dann auch
b c b
[fydt = [fiydt + [fydt
a a (o3
gilt. Damit folgt
c b b
[fmydt= [fydt — [f()dt
a a C
und die rechte Seite motiviert nun
b c
- [fydt= [foydt,
c b

denn dann folgt
c b c
[foydt= [fiydt + [fydt,
a a b

so dass mit dieser Interpretation die bisher benutzte Konvention "die untere Integrationsgrenze ist kleiner als die obere"
fallengel assen werden kann.
Inshesondere folgt damit etwas, was anschaulich auch wieder klar ist ("eine Linieist keine Fléche")

[fydt=0,

a b a b b
da [fydt= [ftydt + [ftydt= [fydt — [fHdt=0.
a a b a a

6.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Fir eineauf | :=[a, b] redle, stetige Funktion f wird nun eine Funktion F: 1 — R definiert durch
X
F) = [f(tdt.
a

Mit dieser Funktion 1813t sich der Zusammenhang von Differentiation und Integration herstellen.
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6. Integration 9

Das Mathematica-Programm fir die folgenden Grafiken bzw. fir die entsprechende Animation ist eine Erweiterung des
Progamms AreaAccumulationMovie von Packel, Wagon aus dem Buch Animating Calculus.

2 v

i
—t

A
LI T SV

Hauptsatz der Differentialrechnung und Integralrechnung, Teil 1
Essdlen | :=[a bjund f:l >R stetig. Weiterhin sai fir x| die Funktion F definiert durch
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6. Integration 10

F) = [f(bdt .

Dannist F auf | differenzierbar und esgiltdort F'= f .

Beweis:
Es sei ein beliebiges xp e 1 fest gewéhlt und xe 1 mit x+ X, . Die Behauptung 183t sich nun mit diesen
Bezei chnungen so formulieren:

L FOO—F(xo) _ _
L@O( X% f(x))=0.

Durch geschicktes Umformen wird diese Gleichung beweisbar sein:

X Xo X
Esgilt FO-F(xo)= [fydt— [ ftydt= [ f(t)at
a a Xo
und [ f(xo)dt = f(x0) (X = X0) ,
Xo

wie aus einem obigen Beispiel mit c= f(Xy) und Xy anstellevon a bzw. x anstellevon b folgt.
Damit ist

HQ:%m>_fmﬂ=X}&ifnum-yézgfumm

= x2% [ (fO=foo)dt .
Xo

Nun wird nach langerer Zeit mal wieder etwas Epsilontik getrieben: f istin X, stetig: Also gibt eszujedem &> 0 ein
6>0,sodassfirale tel N X -5, Xo+o[ immer | f(t)- f(x) | < & gilt. Mit §:= Z folgt erst recht fir ale
telN[X—0,X%X+0d] immer | f(H)-f(X) | < &.

Schliefdlich folgt fir diese t und damit, fals xe | N [Xo— &, X0 + 8] :

| FOOF00) i) | = | gty [ (- Fxo))
Xo

1 X
= W:qu|ﬂn—ﬂmnm

1
= =y e | X=x| =6

nach obigem Beispiel 6.2.
Also gilt

FOO-FOQ) £y L
lim (F3=g 2 - 100 =0,

was zu beweisen war.

Nun soll noch ein zweiter, etwas "anschaulicherer” Beweis folgen.
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6. Integration 11

Wie oben errechnet sich

FOIZF00) _ f(x) = 32 ICRCRILE

Nun werde der Einfachheit halber der Spezialfal angenommen, dass es fir t e [Xg, X] (mit Xg < X ) wegen der
Stetigkeit von f auf | mit Satz 4.12 von xg und x abhéngende Zahlen m, M gibt mit

O=m=f@®) =M.
Dann folgt wieder anschaulich

(x=X)-m= [ ftydt< (X—x0)-M

Xo
X
oder ms yag [ fhdt=M,
Xo
d.h. ms':(x)zzi';fxo)sM.

Anschaulich folgt jetzt

f00) = lim m= lim FQ=F00 —jim M = £(x)
X—=Xp X—=Xo X—=Xo

und damit
_lim FX) —F(X0)
fixo) =lim —5—==,
was zu beweisen waare.

Uberlegen Sie sich, wo in dieser Form eines Beweises die Anschauung sehr stark strapaziert wird. Uberlegen Sie auch,
wie vom behandelten Spezialfall auf den allgemeinen Fall geschlossen werden kann.

Definition 6.3:
STAMMFUNKTION, UNBESTIMMTES INTEGRAL
Essden | :=[a bjund f,F:I >R . Auf | seien F differenzierbar und f stetig.
F heif3t eine STAMMFUNKTION zu f auf |, wenn
F'=1.
Wenn F eine Stammfunktion zu f auf | ist, dannist auch fir jedes ce R die Funktion H mit H(x) := F(X)+ ¢
eine Stammfunktion,denn H'=F'=f .
Statt von Stammfunktionen, wird auch von UNBESTIMMTEN INTEGRALEN gesprochen.

Satz 6.2:
Hauptsatz der Differentialrechnung und Integralrechnung, Teil 2
Esseien | :=[a, bjund f:l1 >R stetig. Essei F eine Stammfunktion zu f auf | . Dann gilt fir jedes c < |
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6. Integration 12

[f®dt=F)-F@) .
also insbesondere

b
[f®dt=Fb) -F@).

Beweis:
X
Nach dem vorigen Satz ist @(x) ;= f f(t)dt eine Funktionauf 1 mit @'=f , dh. @ ist eine spezielle
a
Stammfunktion zu f auf 1. Nach Korollar 5.2 unterscheiden sich zwel Stammfunktionen F und & nur um eine

Cc
Konstante, etwa y,d.h. F= @ +y. Nunist &(a)=0 und q)(c)sz(t) dt und esfolgt
a

[ ftydt = &(c) - &(@) = (F(c) - y) - (F@ - y) = F(c) - F(@) .

Mit diesem Satz lassen sich jetzt sofort viele Integrale berechnen.

Beispiel 6.3:
Auf R gilt sin'=cos und cos =-sin. Alsogilt:

b b
[ costtydt = sin(b) - sin(a) , [ sin(t) dt = —(cos(b) — cos(@)) = cos(a) — cos(b) .
a a

Beispiel 6.4:

Auf R giltmit neNund fr1(0) = =25 x™Lund f,,5(0) = x", d.h.

b
ftndt:rll(bml_aml)_
a

Schreibweise:

b b
Statt F(b)— F(a) wird héufig Fx) | oder F | geschrieben.
a a

Satz 6.2 183t sich nun auch noch anders interpretieren: Esist dortja F'=f und

b
[f®ydt=F(b) - F@

b
aso [F'tydt=F(b) -F@) .
a

6.3 Integrationsreqgeln

Die Produktregel und die Kettenregel der Differentiation lassen sich so merken:
(f-g9)'=f"g+g"-f bzw. (feg)'=g"-f'eg.

Auf diese Regeln wird nun der Hauptsatz angewandt.

Satz 6.3:
Partielle Integration, Produktintegration
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6. Integration 13

Essden | :=[a bjund f,g:l - R auf | differenzierbar. Dann gilt

b b b
[f®-g®dt= f.g |a— [ ®-gbdt .

Beweis:
Mit dem Hauptsatz und der Produktregel der Differentiation (Satz 5.3) folgt fir ale t < |

(f-o'® =f'®-9g+g'®- 1)
b b b b
f.g |a = [(f-@'Mmd=[f'®)-gbydt+ [g'®)- ft)dt .

Entsprechend folgt aus der Kettenregel

Satz 6.4:

Substitutionsregel

Essdien I;:=[a b],lo:=[c,d] und g:l; >R f:l, >R mit g(l;) cl,. Weiterhinseien g auf 1, und f auf I,
differenzierbar.

Dann gilt
b g(b) a(b)
[ty -gmd= [ f'od="f] .
a g(a) g(@)
Beweis:

Mit dem Hauptsatz und der Kettenregel (Satz 5.4) folgt fur alle te I3
(feop'®=f"(9)-g'(M

und damit
g(b) b b b
t] =teg| =[(fogrmdt = w)-gmad.
g(a) a a a
g(b) g(b)
Nungiltauch f | = [ f'@at.
D g

Jetzt wird fur die Substitutionsregel eine andere Schreibweise gebraucht. Fir geeigntes ¢ sei
b
O(x) = [ty dt .
a

Dannist @'(x) = ¢(X) und die obige Formel andert sich mit & anstellevon f bzw. ¢ anstellevon f'

b g(b) g(b)
[e@w)-gmd=o| = [ eoad.
a 9@ glay

Wird nunwieder f fir ¢ eingesetzt, so erhdlt die Formel ihr Ubliches Aussehen, z.B. in Formel sammlungen notiertes
Aussehen:

b g
[fty-g'tyd= [ ftyd.
a 9(a)

Jetzt wird fur die Substitutionsregel eine andere Schreibweise gebraucht. Fir geeigntes ¢ sei
X
O(x) = [ty dt .
a

Dannist @'(xX) = ¢(X) und die obige Formel andert sich mit @ anstellevon f bzw. ¢ anstellevon f'
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6. Integration 14

b gb) g
[eam-god=0| = vt
a 9@ ga

Wird nunwieder f flr ¢ eingesetzt, so erhdlt die Formel ihr Gbliches, z.B. in Formelsammlungen notiertes Aussehen:

b g(b)
[fm)-g'®d= [ fydt.
a 9@

Beispiel 6.5:
zur partiellen Integration:

b b b
[f®-g'®di=f-g|, - [f® -gtyd
Esseien a:=0,b:=x, f(t):=t, f'(t)=1, gt) := —cos(t), g'(t) =sint) .

s

Oft-sjn(t)dt = X-(—CoY(X)) .

—fn (—cos(t)) dt
0

=n-(—coyn)) -0+ fcos(t) dt
0

s

i + (sin(m)—sin(0)) =« .

=x+1-9n(X)

Die hellgraue, krummlinig berandete Flache hat also den gleichen Flécheninhalt wie der untere Halbkreis, also 5 .

Beispiel 6.6:
zur Substitutionsregel:

b g(b) g(b)
[f@ty-gmd= [ f'od=f]| .
a g(a) 9(@)

Essden a:=0,b:= 7, f(t):=—cost), f'(t)=sint), gt) := 2t.
/4 n/2

n/4 /2
[ sn@bydt=3 [ 2-sn2tydt=3 [ sinhdt = -3 -cosx) | =7 .
0 0 0
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6. Integration 15

1
0.5
0 05 T 1 14 17 2
4 2

Esssien a:=1,b:=4, f():=1, gt) :=vVt,g' () = ——

2Vx

1

4 . )

fl =[g'(hdt =2 fgmyg' MHdt=2[1dt=2.
1

1

t 1 1

,_\4
N
w
IS

6.4 Logarithmenfunktionen und Exponentialfunktion

X
Im vorigen Abschnitt wurden Ausdriicke der Gestalt F(x) := f f(t)dt betrachtet.
a

Jetzt soll ein sehr wichtiger, doch einfacher Spezialfall behandelt werden.
Fir x>0 sei die Funktion ¢ definiert durch

£(X) :=f9',[L .
1

Spéter wird sich zeigen, dass hierdurch der natiirliche Logarithmus von x definiert wird. Doch dazu muss erst Einiges
bewiesen werden
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6. Integration 16
2 L
15+
1 L
05+ —((Xl)
(%)
0
X1 1 2 Xo 3
Satz 6.5:
()  Furale x>0 gilt £'(0 =< und ¢ ist dort Stetig.

(i)
(iii)
(iv)

)
(vi)
(vii)

Firale a,b>0 gilt /(a-b)=¢(@) +¢(b) .

Fir neN und x>0 gilt £(xX")=n-£(x).

Fur ale x>0 gilt

*) 1—%sf(x)s x-1.

Esqilt /e=1.

¢ ist strengmonoton wachsend.

Mit ¢ : R* >R gilt: Der Wertebereichvon ¢ istganz R ; kurz: #(R*) =R .

Die Beweise erfordern unterschiedliche Mhe:

Zu(i):
Essind
Zu (ii):

direkte Folgerungen aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und aus Satz 5.2.

Fir a, x>0 sa f(x):=¢(a-x) . Dannfolgt mit der Kettenregel

f'0=5x-a=5=0X.

Damit unterscheiden sich die Funktionen f und ¢ nach Korrolar 5.2 nur um eine Konstante, etwa ¢,

d.h.

fa-x)=f(xX)=/x)+cC.

Inshesondere gilt fur x=1

/@) =f1)+c.
1

Nun ist aber #(1) = fgtl =0,ds0 /(1) =0 bzw. c=/(a) . Damit gilt ¢(a-x) = #(x) + f(a) , woraus die Behauptung
1

(i) folgt.

Zu (iii):

Mit f(a-a) = 2¢(a) nach (ii), folgt die Behauptung mit einem trivialen Induktionsbeweis.

Zu (Vi):
1. Fl:
2. Fal:

a=1. Dannist (*) einetriviale, richtige Gleichung.
a>1.
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6. Integration 17

0 1 a

a
Aus der Grafik folgt %(a—l)s!(a):f% <(@a-1-1,dh 1- % <f(@ <a-1.
1

3.Fdl: O<a<1 Dannist %>1 und damit nach dem 2. Fall

1- -1.

Sl
[S]I

s((

) <

D[

=

Mit 0= (D)= f(a- 1) =t@+¢(%) folgt ¢(L) =@ ,sodass

l-as—f@s=4+-1bw. 1-L<s@=a-1.
Damitist (*) fur ale a>0 glltig.
Zu (v):

15

0.5

Nach Satz 1.2.13 gilt e= Iim((1+ l)n) .

n
Mit (iv) folgt fiir aq = 1+ &
1 . n_ _ 1 .1 _1=4
T i 1+r11‘1 a, = /@) sa-1=x.

Nach Multiplikation mit n folgt mit (iii)

AN <ntan = fE) = {(1+ 1)) =n-ran <1

Nach (i) ist ¢ stetig fur x> 0, und nun folgt mit der Stetigkeit von ¢
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1= lim(R0p) = lim(e(1+ 2)) = f(im((1+ 3))) = @ = im@ = 1

Zu (vi):
LFAlFIr g <x <1 gilt:

1 X1 Xo X1 X2
= [ =fF =T <[ Tt
X1 1 1 X2 1

In der Grafik ist zu beachten, dass die Flacheninhalte negativ bewertet sind, da x; < xo <1 .

15

05

0 X1 X2 1

2Fal: Essal x; <=1 < Xp. Hier gilt: #(x3) <0 < #(X2) .

2
15
1 \
0.5
0
0 X1 1 X2
3Fal:Essei 1< x1 < Xo.
, dt dt , Fdt _ ¢t
ESgIlt: [(Xj_) fT fT fT :fT:[(XZ) .
1 1 X 1
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6. Integration 19

15

05

Damit ist allgemeinfir 0 < x; < X, bewiesen, dass #(X1) < /(Xp) .

Zu (vii):
Fir a,:=2", neN und mit (iv) gilt

(2 =n-¢(2)= n-(1- %):

NS

Aus ()= —r@ folgt {(5)=-n-r@=<-3 .

N

Nunist ¢ auf R* nach (i) stetig und nimmt daher nach dem Zwischenwertsatz (Satz 4.11) ale Wert des Intervalls
]—%, %[ an. n war beliebig. Damit folgt die Behauptung von (vii) .

Definition und Satz 6.6:
NATURLICHER LOGARITHMUS
Fir x>0 sei die Funktion In definiert durch

X
In(x) := [ %
1
Die Funktion In wird logarithmus naturalis bzw. NATURLICHER LOGARITHMUS genannt.

Sie hat die Eigenschaften:
Fur alle a,b>0, ne Z gelten die folgenden Gleichungen:

In(a-b) = In(a) + In(b) ,
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In(5) = -In@ ,
In@") =n-Ina) ,
In(1) =0,
Ine)=1.
Weiterhin gilt:
INNR*) =R,
In ist stetig und differenzierbar auf R* und dort gilt In'(x) = ix .

Die Beweisefolgen mit #=1In.

Haufig wird auch der sog. DEKADISCHE LOGARITHMUS (in Zeichen 1g) verwandt:

. Inx)
1900 = 110y -
Fur eineBasis a (¢ >0,a# 1) istder LOGARITHMUS ZUR BASIS o (in Zeichen log ) definiert durch
log(x) := :2((23 .

Danngiltfur a,b>0

I(()Yg(ab) _ |Il’lr(](aat))) _ |n(a|-)n‘("‘a|)n(b) — |2g (@) + |2g (b) .

Es gelten die Gleichungen 1g(10) =1 und log (@) = 1.

L ogarithmenfunktionen zu verschiedenen Basen

Wird der Graph von In an der 1. Winkelhalbierenden gespiegelt, so entsteht der Graph der Umkehrfunktion des In .
Diese Funktion heilt EXPONENTIALFUNKTION.

Deshalb werden jetzt einige Eigenschaften von Umkehrfunktionen behandelt.
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Definition 6.7:
UMKEHRFUNKTION fir eine streng monotone, stetige Funktion
Essei f:[a b]—-[c, d] streng monotonwachsend und stetigund f[a, b] = [c, d] . Dann gibt es zu jedem t < [c, d]
einte[a bl mit f(r)=t.Da f streng monoton, ist 7 eindeutig bestimmt. Also gibt es eine Funktion
g:[c,d] - [a b] mitg(t):=7.Danngilt T=g(t) =9g(f(7)) ,d.h. gof =idjap;, Wobei id,p dieidentische Funktion
auf [a, b] bezeichnet.
Weiterhin gilt

t=f(r)=fgt),dh. fog=idecq -
g heilt die UMKEHRFUNKTION zu f. Siewird haufig mit f-1 bezeichnet.

(Das Symbol f~1 ist nicht zu verwechseln mit dem Symbol % nn

Umkehrfunktionen fiir streng monoton fallende Funktionen lassen sich anal og definieren.

Ohne Beweis sei der folgende Satz notiert.

Satz 6.5:
Stetigkeit der Umkehrfunktion
Esseien | :=[a, b] und f:1 - R stetig. Essei f streng monoton. Dann existiert die Umkehrfunktion 1 auf f(l)

und f~1 istdort stetig.

Satz 6.6:
Ableitung der Umkehrfunktion
Esseden | :=[a, b] und f:l >R stetig. Weiterhinsel f auf | streng monoton, besitze also eine Umkehrfunkltion

f=1 auf J:=f(1).Ist f bei xe| differenzierbar und f’(x)# 0, dannist f~1 bei t= f(x) differenzierbar und es

gilt
vy L 1
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(F'=

frof 1

Beweis:
Essei t,eJ, neN, mit lim(t,)=t und t, #t.Danngilt x,:= f~(t,) €| undwegen der Stetigkeit von 1 gilt
lim(f~1(ty)) = (). Mit f71(t) = f1(f(x) = x giltdamit lim(x,) =X .
Nun folgt
f2) - M) | X=X 1
-1, TR - f(x) T FO0)— (X
X— Xn

— -1
_ |im(f1(tt)_;t‘;(tn)) —(F Y ().

1
F(X) = (%)

. 1
und damit Ea) =lim [
X— Xn

Da x= f~(t) folgt schlieflich
NP 1

Jetzt sei die Umkehrfunktion von In mit E bezeichnet, d.h. fir t e R gelte mit
™) t=Inx) E):=x.

Siehe dazu das vorvorige Bild.
H 1 _ 1
Esfolgt mit In'(x) = X

E'(t) = =E®t).

1
In"(E(1))
Aus (*) folgt, da x>0, dass E(t) > 0.
Weiterhin sei nun fir t;, t, € R ein x so gewdhlt, dass E(t; +t;) =X , d.h. In(X) =t; +t,. Selennun X; und X,
derart, dass In(xy) = t; und In(x) =to , bzw. E(t1) = X1, E(t)) = %o ,
dann gilt In(E(t; + t2)) = IN(X) = t3 + to = In(X1) + IN(X2) = IN(X1 - X2) = IN(E(t1) - E(ty)) .
Da In injektiv, g||t E(t; +ty) = E(t)) - E(ty) .
Sel nun ne N, dann folgt induktiv

E(n) = (EQ)".
Aber E(1) istdiezZahl x, firdie In(x) = 1 gilt. Nach Satz 6.6 gilt In(e) = 1, d.h. E(1) = e und damit E(n)=¢€".
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Entsprechend folgt e = E(1) = E( % ot % )= E((%))m fir meN, aso E(%) —em.
m Summanden
Die letzten beiden Ergebnisse zusammen ergeben
n 1 1 1\ 1N n
E(m) =E(m + -+ )= (El) =(e7) =em.
n Summanden
Fir positiverationale Zahlen r gilt dso E(r) = € . Aus Stetigkeitsgriinden gilt damit E(x) = € fir x>0 .
Da In(1) =0, gilt E(0)=1. Darausfolgt 1 = E(0) = E(x+ (-X)) = E(X)- E(-X),
_ 1
aso E(X) = T
was auch fir x<0
__1 _ 1 _
E(X) = X €% - e
ergibt.
Damit folgt
Definition und Satz 6.7:
EXPONENTIALFUNKTION
Die Umkehrfunktion der Logarithmusfunktion heilt EXPONENTIALFUNKTION. Sie wird haufig mit exp
bezeichnet. Statt E(x) wird oft nur € geschrieben.
Fur x, ye R gilt
exp(x+y) = exp(x) - exp(y) ,
exp(0) = 1,
exp(l) = e,
exp' = exp,
exp(R) = R* .
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
6.5 Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen
Essei | =[5, 5] .Fir xel s f(x):=sin(x) . Mit sin'=cos und cos(x)>0 fur | =], 5[ folgt, dass f

streng monoton wachsend auf | ist (Satz 5.12). Daher 181}t sich die Sinusfunktion auf | umkehren.

Definition 6.7:
ARCUSSINUS, arcsin
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Essdien |:=[5, 5] und J:=[-1,1] .Esse f(x):=sin(x) fir xe . Danngilt f(I)=J. Die Umkehrfunktion
f~1 auf J wird ARCUSSINUS genannt, abgekiirzt arcsin . Damit gilt:

sin(arcsin(t)) =t , te J,

arcsinsin(x)) = x, xel.

sin

Satz 6.8:
Ableitung von arcsin
Esseien J:=]-1, 1[ und ¢(t) := arcsin(t) auf J.

Dann gilt
' 1 -
= = arcsin'(t).
Y e
Beweis:
Mit Satz 6.6 folgt fur f(x):=sin(x) auf | :=[5*, 5] und f1=¢ auf J

111
¢ 0= g = Tos0 ~ Cosem)

Nun gilt cos(x) + sin’(x) = 1 und daher cos(x) =y 1—sin’(x) ,

und damit

cos((t)) = \/ 1-sin®(g(t) = \/ 1-sin*(arcsin(t)) = V1-12 .

Alsogilt  ¢'(t) = —=

vi-2
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Definition 6.8:
ARCUSCOSINUS, arccos
Esseien |:=[0,n] undJ:=[-1,1] .Essa f(x):=cogx) fur xel. Danngilt f(I)=J. Die Umkehrfunktion
f~1 auf J wird ARCUSCOSINUS genannt, abgekiirzt arccos . Damit gilt:

cosarccost) =t , teJd,

arccos(cosX)) = X, Xel.

Cos
T
0 1 7 i
2 |
-1 e
arccos
V.4
2
/8
2
1
-1 0 1

Analog zu Satz 6.8 giltfur te ] -1, 1]

arccos' (t) = -1

Ji-©

Ahnlich werden fir xe - %, % 1[ =1y bzw. fir xe1-0,n[ :=J; die Umkehrfunktionen von Tangens und

Cotangens definiert: Arcustangens und Arcuscotangens, geschrieben: arctan und arccot .
Die Funktionsgraphen von tan und arctan .
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tan
3 L
2 L
arctan
1 ) -
v

-
——
————

Bei diese Grafik ist zu beachten, dass der Wertebereich von tan ganz R ist und daher der Definitionsbereich von
arctanauch R ist!

Weiterhin gilt:
arctan' (t) = 1,[2 , teR,
arccot' (t) = 1 1tz teR.

Beweisfur die Ableitung von arctan:
Zur Erinnerung die Formel fur die Ableitung einer Umkehrfunktion:

=1y _ 1 _ 1
(0= 175 = f'(f-1y)
fly=—L1
() frlof !

Zuerst die Ableitung von tan. Mit der Quotientenregel folgt:

€oS(X) - cO(X) — (—=Sin(x)) sm(x)

tan'(x) = (%) (x) = COS2(X)

1

sin%x)
COs2(X)

— 20v) —
c02X) =1+tan(x) =

Also folgt mit der Formel far d|eAbIe|tung einer Umkehrfunknon
arctan’(t) =

1
tan’() 1+tan2(x) 1+tan2(arctan(t)) 1+ t2
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Soweit einige Ergebnisse Gber Umkehrfunktionen.
Bisher wurden nur Integrale fir stetige Funktionen definiert. Fir eine einfache Funktion wie sign ist also noch kein
Integral definiert.

Definition 6.9:

FASTSTETIG

Esseden | :=[a,b] und f:l >R .Esseien Xg, ..., Xp €1 mit a=Xg<Xp<Xp<-+<Xy=b.Fir xel, X+ X,
sei f sel stetig. Bel X, ..., Xp-1 besitze f rechtsseitige Grenzwerte r, , bel Xy, ..., X, besitze f linksseitige
Grenzwerte |, . Dann heil% f FASTSTETIG.

Diese Definition ist nicht konventionell !!! In der Literatur findet sich manchmal in diesem Zusammenhang der Begriff
Regelfunktion.

Wenn |, =r, flrein v,dannist f stetigergénzbar. Giltnoch I, =r, = f(x,) ,dannist f sogarbei x, stetig.

Definition 6.10:
INTEGRALE FASTSTETIGER Funktionen
Essal f wieeben definiert faststetig. Esseien |, :=[X,_1, X,] ,v=1,2,...,n,und

M1, X=X-1
fu(X) :={ f(X), X_1< X< X, .
l, , X=X,

Dannsinddie f, auf I, jeweils stetig.

b n X,
Nun wird [fmydt = )y [

V=1 x._q
gesetzt und damit das Integral einer INTEGRAL einer FASTSTETIGEN Funktion definiert.

Es bedarf einiger zusitzlicher Uberlegungen, dass dieses Integral unabhéngig von der Wahl der Zerlegung Xo, ..., Xn
ist. Darauf soll hier nicht weiter eingegangen werden.

Jetzt kann auch der Signum-Funktion ein Integral zugeordnet werden. sign ist auf jedem Intervall faststetig und es gilt

b
[sign®ydt = |b| - |a.
a

Sie sehen im nachsten Bild den Graphen der Funktion f mit f(x):=x?> auf [0, 1] und den Graphen einer sog.
Treppenfunktion. Auf [0, 1] 183t sichfirein ne N jeweilsdie Funktion trep, mit 1<v <n definieren mit durch

V? ”
tren, ;:{ 7 fir —f
0 fir x=0

y—1 )4
< =
<X= n

trep,, ist faststetig. Anschaulich ist klar, dass

1

1
[t2dt< [trep (tdt .
0 0
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0 0.5 1

Das rechte Integral 183t sich elementar ausrechnen:
y=1 =1

1 n > n
ftrepn(t)dt :Z%-%:%\E VZZ%'%'H'(H-F].)'(ZH-F]_)
0

1 @n+l 1 1
o T SR = (1 F)(2+ 7) -

1
Damit gilt Iim( ftrepn(t) dt] = Iim(% 1+ %).(2_,_ %))
0
1
Andererseitsgilt auch [t?dt = % .
0

Mit f(0):= folgt T 1.2 =1 3 f(2).

2
y=10 N N y=1

Diese Summewird als eine OBERSUMME zu f auf [0, 1] bezeichnet.
n-1

Andogist = 2 f(3) €neUNTERSUMME zu f auf [0, 1] :
y=
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05| /

0 0.5 1

n 1 1 1, 1
2 f(H) -7 P=5-1+5)@+7)-7

n-1
Mit us(n) := % Zof(%) = %V:o

V=
fogt wie oben lim(usn)) = 5.
Mit diesem Beispiel soll nur verdeutlicht werden, dass sich das Integral von stetigen Funktionen auch anders al's bisher
in dieser Vorlesung definieren 1&13t, ndmlich mit Hilfe von sog. Treppenfunktionen und Unter- bzw. Obersummen.
Dabei kdnnen die Teilintervalle und auch die Punkte, an denen die Funktioneswerte genommen werden sehr beliebig
gewahlt werden. Dazu sollen die ndchsten drei Grafiken ein wenig Anschauung bieten.

1y — —
| T~
7 T

05+

0 2 3 n
1t
05

0 2 3 n
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