[1.1. Innere Produktraume,
euklidische Raume, unitare Raume

Am Anfang einige gebrauchliche Abkurzungen:
K bedeutet im Folgenden immer entweder R oder C .
Furein neN sa
n :={meN | 1l<ms<n} undanlog
np:={meN|O0O<ms<n};
entsprechend werden die Zeichen m , r etc. benutzt.
Die Menge der Abbildungenvon M nach N sei mit

abb(M,N):={f | f: M—> N} bezeichnet.

Zur Motivation des Begriffes "inneres Produkt" werden zuerst Muliplikationenin C betrachtet.

Wenn z=x+iy,dannist z-z=x?+2ixy—y?. Dieser Wert ist schlecht geometrisch zu interpretieren.
z-Z= X%+ y? dagegen ruft nach dem "Pythagoras’:

Weitere Eigenschaften der Multiplikation einer komplexen Zahl mit einer konjugierten komplexen Zahl lassen sich
beobachten:

Aus z.Z= X+y? folgt

[z]=4 X + y? >0, fals z+0.
Esgilt zW=Wz=W-Z=w-Z firale w,zeC,
und esfolgt

(qu+pwW)Z=auz+pBwzfirdle ¢, f€R und u,w,ze C.

Diese Beobachtungen fiihren nun zu der
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Definition 11.1.1:

INNERES PRODUKT (inner product)

INNERER PRODUKTRAUM (inner product space)
EUKLIDISCHER RAUM (euclidian space)
UNITARER RAUM (unitarian space)

Essal V Vektorraum tber K.Essei 7:VxV - K undesgeltefirale x,y,ze V undaleq, feK:
(ri) m(x,x) > 0,wenn x+0;

(mii) n(xy) = 7y, %) ;

(riii) nlax+py,z) = an(x2+Bx(y, 2.

Dannheil 7 ein INNERES PRODUKT auf V.

Innere Produkte werden oft als SKALARPRODUKTE bezeichnet.

Statt 7(x, y) finden Sieauch die Schreibweisen (X, y) , (X, ¥),{(X| y) oder auchnur x-y.

Ein Vektorraum V mit eineminneren Produkt 7 heil3t INNERER PRODUKTRAUM (V, 7).

ImFalevon K=R heif}t (V, ) dann EUKLIDISCHER RAUM, und falls K = C, dann hei¥t (V, 1) UNITARER
RAUM . Raum bedeutet in diesem Zusammenhangimmer V ektorraum!

Auf die Hintergrinde dieser Namensgebungen wird spéter eingegangen. Hier nur zwel Links zu: Euklid Euklid .

Beispiel I.1.1:

Esseien ¥V =K"und X,y eV mit X=(Xg, ..., Xn) und y=(y1, ..., ¥n) - Dann wird durch
n
a(x,y) = levyv
eininneres Produkt 7 auf V definiert.
Diesesinnere Produkt wird oft das "kanonische" innere Produkt genannt.

Beweisals Ubung!

Beispiel 11.1.2:

Essel VYV :=(0, 1] der reelle Vektorraum der auf dem Intervall [0, 1] stetigen, reellen Funktionen. Esseien f, g e
do, 1] . Dann wird durch

1
(f, 9) = [ (V) o(t) ot
0

eininneres Produkt (,) auf V¥ definiert.

Beweisas Ubung!
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Allgemeinerist oft (J a, b] der komplexe Vektorraum der auf dem Intervall [a, b] stetigen, komplexwertigen Funktio-
nen. Seienaso f, g e { a, b] . Dann wird durch

b
(f,9) = [ (V) g®) dt

eininneres Produkt (,) auf { a, b] definiert.

Bemerkungen:

Esqilt, wennhier O den Nullvektorin V und 0 dasNullelementin K bezeichnen, auf Grund von (r iii) :
7(0,0) =n(0:0+0-0, 0) =0-72(0,0)+0-7(0,0) = 0.

Nun werde wieder sowohl furr den Nullvektor und den Skalar Null das Zeichen O benutzt!

Aus (riii) folgt damit allgemein

(riv)  7(x,x) =0 und n(x,x) =0 & x=0 .

Diese Bedingung wird héaufig an Stellevon (r i) zur Definition eines inneren Produktes benutzt.

Esseien nun y,6 €K u,v,we V. Danngilt

AU, yV+W) = m(yV + oW, u) = y-(V,U) + d-m1(W, u)= y-a(v, U) +3-m(w, u) = y(u, V) + d-m(u, w) ,
d.h.
(rv) m(u,yv+sw) = ya(u, V) + dm(u, w) .

Also: Das innere Produkt ist zwar im ersten Argument linear, im zweiten jedoch nur "fast linear". Daher folgt nach
einer etwas allgemeineren Definition 11.1.2. die Definition 11.1.3, die die eben gemachte Beobachtung aufnimmt.

Definition 11.1.2:
BILINEARFORM (bilinear form)

Esseien V, W Vektorraumelber K.Essa f:VxW- K undesgeltefirale x, x;, X €V, Yy, y1, Y € W und
dle o, eK:

af(x,y)+Bf(xY),
af(x y1)+Bf(X y2) .
Dannheil® f eine BILINEARFORM auf VxW.

f(ax1+ B2, Y)
f (X, ayi+ BY2)

Zu beachten ist, dass diese Definition nur einen beliebigen Korper K und nicht speziell K fordert.

Ein inneres Produkt erfillt aber nicht immer alle Bedingungen einer Bilinearform. Deshalb noch die

Definition 11.1.3:
SEMIBILINEARFORM (semibilinear form)
SESQUILINEARFORM (sesquilinear form)

Esseien V, W VektorraumeUber K.Essel f:VxW- K undesgeltefiralle x, x;,x €V, V, V1, Y € W und
dle o, feK:
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af (Xl! y) +ﬂf(X2, y) ’
f(x, ay1+By2) = @f(x, y1) + B(x y2).
Dannheift f eine SEMIBILINEARFORM oder SESQUILINEARFORM auf VxW.

f(ax1+ B2, Y)

ImFalle K=R ist dso eine Semibilinearform eine Bilinearform.

Wegen (i) und (r v) ist ein inneres Produkt eine Sesquilinearform.

Es sind noch folgende Sprechweisen tiblich:
Essei f eine Sesquilinearformaus abb(V x V,K) . Dannheifdt f
SYMMETRISCH (symmetric), wennfir dle x,y e V
fxy) =y, %,
HERMITESCH (hermitian), wenn
fxy) = f(y, 0
POSITIV DEFINIT (positive definite), wenn
f(x,x) = 0.

Damit ist ein inneres Produkt eine positiv definite, hermitesche Sesquiliniearform. Diesen Satz lohnt es sich zu merken.

Hermitesch leitet sich ab von von Charles Hermite, 1822 - 1901, franzdsicher Mathematiker; er bewies 1873 die
Transzendenz von r .

Satzl.1.1
Essal (V,n) innerer Produktraum Gber K mit dimV=n.Esseien x,yeV, (v4,...,V,) Basisvon V und
v,u € n . Weiterhin seien

n
XV, Y= Zl YuVir Oy =7 (Vo V) -
Y=
n n . o
n(x,y) = Zl Zlgvyxvyu und Ovu= Oy -
= ﬂ:

Beweis:

Essdien x, y € V wie oben. Dann gilt mit einfachen Verallgemeinerungen von (r iii) und ( v)

n n n n
(X, y):n( Z XV, y) =3 xav,y)= Z xyn(vv, > yﬂvﬂ):
v=1 yv=1 v=1 u=1

n n
= X X Z

4

n
Vam (V. V)= 3
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Weiterhin gilt

O =7 (W, Vi) = Ve W)= G m
(i)

Wir schreiben in Zukunft bei einem inneren Produkt statt (X, y) nur noch kurz (x,y) .

Satz 11.1.2
CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung (CAUCHY-SCHWARZ inequality)

Essa (V,(,)) innerer Produktraum tber K. Fir dle x,y e V dgilt:

(&) [ WP = (%) - (1, Y)-

Gleichheit gilt hier genau dann, wenn x =1y miteinem A e K.

Beweis:

Essal a € K. Danngilt mit (rr ii) bis (7 v)

0] Os(y—ax,y—ax) =y, y—aoX)—a-(Xy—aXx
=y -a-X)-a- ) ta-a-(xx).

Sei nunzuerst x= 0. Dannfolgenauch (x,x) =0 und (0, y) = 0. Damit gilt fir x= 0 das Gleichheitszeichenin (A)
und weiterhin x=0=0y=AYy.

, X

Sei asonun x# 0. Nach (riv)ist dann (x, X) > 0. Jetzt wird der Wert von « gewdhlt: « = 2: x; und damit folgt
aus (i) mit (xii):
) (¥, X) (¥, X) 26
(“) 0 = (y! y) - (X, X) ) y! X) - (X, X) ) (Xl y) + (X, X)2 : (Xl X)

_ 2 SIS (V]

=0y - xX) (%X (X, X)

_ | (% Y) ]2

- (yv y) - (X, X) .

Damit ist die CAUCHY-SCHWARZsche-Ungleichung (A\) bewiesen.
Gilt das Gleichheitszeichenin (i) , sofolgt mit (xi) nun 0= (Xx—ay, X—aV),
d.h. x—ay= 0, asoder erste Teil der zweiten Behauptung des Satzes.
Gilt aber andererseits x= A y miteinem A € K, so folgt
[P =@y, =0 P = ARy P
(Y, Y = LAY, Y)Y Y)
Ay, A)yy) = (% %)y, Y) u

Hinweiseim Internet zu Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857) und Hermann Amandus Schwarz (1843 - 1921). Viktor
Bunjakowski (1804 - 1889) gebiihrt eigentlich die Ehre der Ungleichung (A) den Namen zu geben!
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Mit friheren Definitionen aus den Beispielen [1.1.1 bzw. 11.1.2 folgt jetzt sofort:

n 2
2 XY,
y=1

und
2

b
[f®odadt

b b
< [I f@ Pdt-[] g dt.
a a
Die CAUCHY-SCHWARZsche-Ungleichung erméglicht in inneren Produktrdumen Langen von Vektoren zu definieren.
Dazu zuerst die
Definition 11.1.4:
NORM (norm)
NORMIERTER RAUM (normed (vector-) space)
DREIECKSUNGLEICHUNG (triangle inequality)

Essal V Vektorraum tUber K.Essei v e abb(V,R mit

(vi) v(x)=0 bedingt x=0,
(vii) v(ax)=|o vX) furadle a e K,
(viii) v(x+y) <v(X) +v(y) furale x,ye V.

Dannheifdt v eine NORM auf V. (V,v) heilt NORMIERTER RAUM und v(x) die NORM des Vektors x.
(viii) heilt DREIECKSUNGLEICHUNG.
Ahnlich wie nach der Definition des inneren Produktes auch hier zuerst einige direkte Folgerungen aus der Definition:

0=v(x=x) < v +v(¥)=2v(x),dh. v(x) =0,
)

(vi) (viii

v(0X) = 0v(X)=0.
(vii)

Also wird notiert:

(viv) v(x)=0 firale xe V und v(x) =0 genau dann, wenn x=0.
Weiterhin folgt

(V) vx=y)<v(9) +v(y)

mit

V=) 2 V00 = v+ HIBG) =Y +70)

il

Die Betragsfunktionauf R bzw. C erfillen bekanntlich die Bedingungen einer Norm.
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Beispiel 11.1.2:

Im K" wird mit x=(xq, ... , X,) sowohl durch

I X|leo := max | X, |

ven
alsauch durch

n
IXlly:= 2 % |
yv=1

jeweils eine Norm definiert.
Wie in inneren Produktrdumen Normen definiert werden kdnnen, zeigt nun

Satz 11.1.3.

Essei (V, (,)) innerer Produktraum. Essei x € V. Dannwird durch
I 1=V %

eineNormauf V definiert.

Beweis:

1) Zu (vi): Nach (miv) gilt (x, X) = 0 genau dann, wenn x= 0.

2) Zu(vii): flax|?=(a@x axX) =a @ X) = |a 2% X) = |« P || ]I

3.) Zu (viii): Daallgemeinfir ze C gilt: z+Z=2rez, folgt mit den Bedingungen des inneren Produktes und der
CAUCHY-SCHWARZschen-Ungleichungfir x,y e V:

X+ YI? =X+y,X+y)=(XX+Yy)+(,x+Y)
=X )+ (X Y)+ (., ) +(y,Y)
=(XX) +2re(x,y) + (Y, Y)

< (Xv X) +2 \/ (X, X)'(yv y) + (yv y)
=NXIP+ 2 XN yIE + 1 yl?

2
=Cxt+ Ny~
also die Dreiecksungleichung m

Die CAUCHY-SCHWARZsche-Ungleichung | (x, y) |? < (X, X)-(y, ) 183t sich jetzt so schreiben:

[(X,y) < [Ix]l-llylloderauchnur |x-y|<|X]|-|y] .

Normen werden oft durch mit || . || bzw. | .| notiert, manchmal sogar auch mit || . ||| .
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Eine weitere Konsequenz der CAUCHY -SCHWARZschen-Ungleichungist nun die Mdglichkeit allgemein in inneren
Produktrdumen Winkel zu definieren.

HO, 1L

HO,yol b= mmmm e y =fly1, Yol

HO,OL Hy1, OL X =H1, OL

Wiein der oben stehenden Figur sollenim R? die Vektoren x=(1,0) und y = (y1, Y») auf dem Einheitskreisliegen,
d.h. || x| =yl =1.Mit dem kanonischen inneren Produkt folgt

(X,¥) =1y1+ 0y, = yo =cos(@) mita [0, n].

In einem reellen Vektorraum folgt aus der CAUCHY -SCHWARZschen-Ungleichungn, falls || x || # 0 # || y || sofort

1< M<1 Dann gibt esgenauein « € [0, 7] mit cos(a)=M
=Xy = - oA dbtesd ! XNyl

zwischenden Vektoren xund y gennant: L(x,Y). Ist (x,y) =0, etwaauchim Falle x=0 oder y=0, sowird a =

. Deshalb wird a der Winkel

g gewdhltund x und y heif3en aufeinander senkrecht. Eine andere Sprechweiseist: x und y sind orthogonal;
geschrieben: x L y . Diese Bezei chnungen und Sprechwei sen werden auch in komplexen V ektorraumen benutzt.

Mit 0=(x,y) = (Y, X, folgtaus x L y auchimmer y L x. Wegen (7 iv) gilt x L x genaufir x=0. Fir ale x gilt

X L 0. Zusammen gefasst gilt damit allgemein die

Definition 11.1.5:
SENKRECHT (perpendicular)
ORTHOGONAL (orthogonal)
WINKEL (angle)

Essa (V, (,)) innerer Produktraum. X,y € V heiffen ORTHOGONAL, wenn (X, y) =0 . Die Schreibweiseist x Ly
. Eine weitere Sprechweiseist: x steht SENKRECHT auf vy .

In einem reellen inneren Produktraum wird fir x + 0 +y der WINKEL zwischen x und y durch
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Lxy)=a:= arccos& bestimmt
Y= XTIy '

Esfolgt nun ganz leicht der Cosinussatz und als Speziafall einer der bekanntesten Sétze der Mathematik: der Satz von
Pythagoras (~ -569 — ~ —475).

Satz 11.1.4 Cosinussatz
Essa (V, (,)) redler innerer Produktraum. Dann gilt fir x,y e V

I x+yI> = IxIP+1 Y7+ 2] xIIly ]l cosL(x,y) -

Beweis:
Essden x,yeV :
Ix£yllP= (xty,x2y) =X £ (X y) ¥ %)+ )
= IxI® £2( x|yl cosL(x,y) + [l y|* m

Satz 11.1.5 Satz von Pythagoras

Essa (V, (,)) innerer Produktraum. a, b € V seien senkrecht aufeinander. Dann gilt mit c:=a+b
lal®+IIbI? =licl*=lla +bl?.

Beweis:

Da (a, b) =0 folgt der Beweis sofort analog zum Beweis des Cosinussatzes [ |

Fallsc:=a—b giltanaog [lal?+|/bl?> =llcl?=|la-b]|? .

Satz I1.1.6 Parallelogrammgleichung
0] Esse (V,(,)) innerer Produktraum iber K . Esseien x,y € V und wieiblich sei || || = (X, X) .
Dann gilt die Parallelogrammgleichung:
I X=yIP+lIx+yl? = 2(xI*+ 1 yl?).
(i) Essel V ennormierter Vektorraum tber R mitder Norm v . Fir alle x,y € V gelte
Vx=Y)2+ vx+y)? = 2(v(x? +v(y)?) .
Dann wird durch
f Al y) = 3 (v Y2 = v(02 = v(y)?)
eininneres Produkt 7 auf V definiert.

Beweis zu (i): Mit den Eigenschaften des inneren Produktes und der nach Satz I1.1.3 induzierten Norm folgt

IX=YIP+IX+YI? = (X=-y,X=Yy) +(X+y,X+Y)
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= (X X=Y)= (Y, X=y) + (X X+Yy) +(y,x+Y)
XX =) —{ Y=V} +EX)+XY)+ X+ YY)
2(x, %)+ 2(y, y) = 2 x |2 + [ yI1%) -

Eine geometrische I nterpretation kannim R? gegeben werden und begriindet den Namen Parallel ogrammgleichung.
Siehe Ubung!

Hinweise zu (ii):

Bei einemreellen inneren Produkt (, ) errechnet sichleicht: (x+ y, X+ y) — (X, X) = (Y, ¥) = X, ¥) . Von daher ist die
Definitionin der Zeile * naheliegend.

Der Beweis geht zurtick auf einen beriihmten Physiker und einen noch beriihmteren Mathematiker:

Pascal Jordan, Johann von Neumann (1903 — 1957)

On inner productsin linear metric spaces. Annals of Mathematics, 36 (3), 1935, 719 — 723.

Der Beweis erfordert Methoden der Analysis. Er kann nachgel esen werden in meinem alten Skript:
Materialien zur Linearen Algebrall, S. 10.14 — 10.19, in der Bibliothek unter 95 Mat | 4 SCHA
bzw. in

Bertram Huppert: Angewandte Lineare Algebra. Berlin: de Gruyter, 1990, S. 108 — 111;

bzw. in

Gernot Stroth: Lineare Algebra. Berliner Studienreihe zur Mathematik, Bd. 7. Lemgo: Heldermann Verlag, 1995,

S. 333 -334.
Nitzlichist die folgende

Definition 11.1.6 KRONECKER-Delta

Esseien i, € Ny . Dann wird das KRONECKER-Delta definiert durch

6--'—{ 1, wenni=j,
L o, wenn i o# .

L eopold Kronecker (1823 — 1891)

Beispiel 11.1.4:

n
Essel V =K" mit dem kanonischen inneren Produkt (X, y) = 21 XY, , wobel X = (Xq, ..., X,) und
Y= (Y1, -1 Yn)-
Fir i e n seienwietblich g die kanonische Einheitsvektoren:

e=(0,..,0, 1 ,0,..,0)=(5), ven.
i—teStelle

Dannfolgt fur i, j € Ng
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0ii - Oii =1, fdls i=]j

n n
(€)= 25wy = 2 Gy -{ 56y + 665 = 0, falls i % 4 = -

Beispiel I.1.5
FOURIER sches Funktionensystem

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830)

Essel V=(-r, ] mitdeminneren Produkt (f,g)= [ f(t) g(f) dt.

-

Dann gilt mit n,me Ngund X € [-m, 7] fur cy(X) : = cos(nx), $y(X) : = sin(nx) :

(CnySm) = [ cos(nt) -sin(mt) dt=0,
7 " ) dt = 2,  fdlsn, m=0,
(G ) = [ costn) -cosm dt= Ty oy
_r 0 . Sn(m dt = 0, falsn, m= 0,
(S"Ii S’T'I) - _{ Sn(n) Sn( ) - 6nm'7T sonst .
Definition 11.1.7:
GONAL
ORTHO - SYSTEM bzw. -BASIS:
NORMAL

Essa (V, (,)) innerer Produktraum tber K.Essei ScV und 0¢ S. Dannheift S ORTHOGONALSYSTEM,
wenn je zwel Vektorenaus S orthogonal sind, d.h. sind x,y € Sund x# Yy, sogilt (x,y)=0,asox+y.

Ein Orthogonalsystem S heit ORTHONORMALSYSTEM, wennfir alle x € S zusétzlich gilt || x|| =1,

d.h. x normiertist.

Ist ein Orthogonal - bzw. Orthonormalsystem S eine Basis, so heit S ORTHOGONAL- bzw. ORTHONORMAL
-BASIS.

Die englischen Ausdriicke sind hier buchstabengleich.
Satz 11.1.7:

Ein Orthogonalsystemist linear unabhéangig.

Beweis:
Es seien die Voraussetzungen wiein obiger Definitionund S das Orthogonal system.
Fir neN sgen vq,...,Vp eSund ay, ... ,an € K.

n
Es sei 0= a,Vv,.

yv=1
Dannfolgt fir j e m mit (v, v;) = 6;j(w, Vj)

n
0=0,v))=( = aw,Vj)
v=1

n
(:) V§1 CyV(VVv V]) = a](vjv V]) :
pulll =
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Da (vj,vj) #0,folgt «; =0 firalle j e n . Alsoist die beliebige Familie (v, ..., V) linear unbahéngig und damit
auch das Orthogonalsystem S =

Zunéchst weitere Vereinbarungen: Mit OGS wird im Folgenden manchmal Orthogonalsystem und mit ONS Ort-
honormalsystem abgekiirzt, des weiteren Orthogonalbasis mit OGB und Orthonormalbasis mit ONB.

n
Das kanonische Skalarprodukt im K" ist bekanntlich (x, y) = 21 %,V . Das Ubertrégt sichin

Satz 11.1.8

Essdien (V, (,)) innerer Produktraum tber K mit dimV=n und (ey,..., &) eine Orthonormalbasis. Es seien

n n
Xx:= X xe udy:=2ye,.
v=1 }l=1
. n
Dann gilt xy=ZxY,.
v=1

Beweis:

n n n n
(X,y)=(2 X €, X yﬂe#)z Exv(ev, >
v=1 u=1 y=1 =

Bemerkung:
In der folgenden Grafik soll der Vektor x senkrecht auf die durch den Vektor y definierte Gerade projiziert werden:

Allgemein sei nun in einem inneren Produktraum fir zwei Vektoren X, y und einen dazu senkrechten s gefordert:
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Xx=ay+sund 0=(sy).Darausfolgt: s=x—ay und 0=(s,y) = (X—a'y,y) = (X, y) —a(y,y), dso s=x— %y
Definition II. 1.8:
ORTHOGONALE PROJEKTION (orthogonal projection)
Esseien (V, (,)) innerer Produktraum tber K und x,y eV mit y+ 0. Dannheilit se V mit s=x— %y die
ORTHOGONALE PROJEKTION VON x AUF y.
Erinnert sei an die frihere
Definition II. 1.9:
LINEARE HULLE (linear span)
Esseien V Vektorraumiber K und M ¢ V. Dannist die LINEARE HULLE von M die Menge

{xeV | x=y%lxvmv,xveK,mveM} = [M] .
Nun der wichtige
Satz 11.1.9 SCHMIDTSCHES ORTHONORMALISIERUNGSVERFAHREN
(Schmidt orthonormalization process)
Essei (V,(,)) innerer Produktraum Uber K mitdimV=n.
(i) Esgibtin V eine Orthonormalbasis.
(i) Essei (vi,...,Vyh) BasisvonV.Dann gibt es eine Orthonormabasis (e, ..., €,), So dass

[vil = [&]

Vi, ..., W] = [e, ....8]

[Vi, ooy Vyy oory Vil = [e,....&, ..., 6]

Beweis:
Aus (i) folgt (i). Daher reicht der Bewels zu (ii):
1. Schritt: Da v, # 0, setze e = H\\l/ﬁ Danngilt || el|=1 und [e] =[v4] .
2. Schritt: Setzenun e, := V, + ¢; €, und bestimme ¢; o, dass €, + e, , aso(e;, €1) = 0 wird, d.h.

0= (V2+ciey, 1) = (V2, 1) +Ci(eg, 1) = (Vo, @) +Cp .
Darausfolgt ¢, = —(Vo, €1) und damitist e, =vo — (Vo,€1) €1 . Da e, ¢ [e1] , folgt €2+ 0.
Schliefdich wird e, noch normiert: e, := ”iﬁ Da (vi, V») linear unabhéangig, folgt auch [vq, vo] = [ey, &] .
(k + 1)-ter Schritt:
Essaenfir k<nnun (e, ..., &) asONS schon entsprechend konstruiert mit [vy, ..., W] =[eq, ... , &] .
Setzejetzt €1 = Vi1 t Elcy e, und bestimmedie c, durch (ex,1,€) = 0 fir vek .Essa asofir u ek

V:k k

0= (Vker &) *( 2 ¢€.8) = (e1,8) + I G (6,6) = (Ve &) + G

darausfolgt ¢, =— (Vks1, €,) - DA €1 € [€1, ... , &) = [V, ..., W] , folgt ez # 0. Alsowird ey = —<L und

Il €xall
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esfolgt [vi, ..., Vipa]l =[€1, .-, &s1] W

Korollar 11.1.9

Essei (V,(,)) innerer Produktraum Uber K mit abzahlbarer unendlicher Basis (v1, Vo, ...).

Dann gibt es eine unendliche Orthonormalbasis (e1, €, ...) mit [vy, ... , W] =[ey, ..., &] forale keN.
Der Beweis folgt direkt aus Satz 11.1.9.

Das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren wird benannt nach Erhardt Schmidt (1856 — 1959). In vielen Texten
wird es Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren gennant, ndmlich noch nach Jorgen Pedersen Gram (1850
—1916).

Beispiel 11.1.6:
4
Im R* mit dem inneren Produkt (X, y) = El X, Y, unddenVektoren v; = (1,0,1,0), v»=(1,1,0,0), vs= (0,1,

1,1) sei V:=[vi,Vs,Vs] .V, Vs, vz sollen orthonormiert werden:

Vi
Berechne e; = :
TV
IvilP= 1+1=2 ds0 e = ~& = —=(1,0,1,0)
V2 V2
1 1 1
vo,8)=((1,1,00,—(1,0,1,0 )= —(1+0+0+0) = —
(va, 1) = (( ) 5 )) N )= 5
cvle - ' i,
EZ—Vz—Eel—(l,l,O,O)—5(1,0,1,0)—(2,1,—2,0)
€
= , USW.
2= el
ez—i(lz—lo) es—L(—zzze,)
VE | i 1 M y =y ey

Hinweise zur 'Orthonormalisierung’ mit Mathematica finden Sie in dem package Vector Operations.

Die Liste der zu orthogonalisierenden V ektoren:

liste = {{1, O, 1, O}, {1, 1, O, O}, {O, 1, 1, 1}};

Ist das kanonische innere Produkt vorausgesetzt, gentigt folgender Aufruf:
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Ot hogonal i ze[liste, Method » " G anSchm dt "]

1 1
0

HE' vz °} {ﬁ' N °} {_M’ NETRENET

Mat ri xFor m[%]

1 0 1 0
V2 V2
1 2 1
L )
T N3
B 2 2 3
V21 21 21 7

Beispiel I.1.7:
Nach einer Ubungsaufgabe folgt, dass auf dem R® durch

XY = XY1+ X1 Yo + XoY1 + 3 XoYo + 2Xy3+ 2X3Yo + 4 X3y

ein inneres Produkt definiert wird. Danach sollen die Vektoren (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) orthornormiert werden.
Dazu muss eine entsprechende _pure function in Mathematica definiert werden:

fro= ((#1[[111#2[[1]] +#1[[1]] #2[[2]] +81[[2]] #2[[1]1] +3®1[[2]] #2[[2]] +
28l[[21182[[3]1]1 +2#1[[3]] #2[[2]] +4=1[[3]]1#2[[3]]) &);

liste = {{1, O, 0}, {O, 1, 0}, {O, O, 13};

Othogonal i ze[liste, f, Method » "G anschm dt " ]

1 1 1 1 1
(oo {2 Lo (L L1y

Mat ri xFor m[%]

1 0 0
)
P

B
V2 V2 V2

Bzgl. diesesinneren Produktes stehen also die Vektoren (1, 0, 0) , %(—1, 1,0, %(1, -1, 1) paarweise aufeinander
senkrecht.

Alsweitere Anwendung des GRAM-SCHMIDTschen Orthonormalisierungsverfanrenszuerst die QR-Zerlegung einer
Matrix, die dann in dem folgenden Satz als eine Methode zur L 6sung linearer Glei chungssysteme benutzt wird.

Satz 11.1.10 QR-Zerlegung einer Matrix (QR decomposition of a matrix)

Essel Ae(m,n) mit rgA=n.

Dann gibt esMatrizen Q und R, Qe Km,n) und ReK(n, n), so dass
Q-R=A,

istund R eineregulére, obere Dreiecksmatrix und die Spalten von Q ein Orthogonal- bzw. Orthonormal system bilden.
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Beweis:

Esseien a;,..., a, dieSpatenvon A ,adso a,€ K™ und dim[ay,...,a,] =n.Essa (ey,..., €,) dasnachdem
Schmidtschen Verfahren aus (ag,..., a,) erzeugte Orthogonal- bzw. Orthonormal system. Es bezeichne

€1y €1 -+ €1n
e = ud Q:=| @ . ¢
(S € -+ €m
Wegen
[ai] = [el]
[a11 "'laV] = [elv !e\/]
[ala "'vaV1 :an] = [e11 ---194/: 1en]
gibtes r,, € K mit
a = i€
a = [r1,6+ ... +r,6e
an = I'n€e+...+0Hne +... +Ir &,

Essel nun R die obere Dreiecksmatrix

i1 -+ T1n
R O r2:n
0 I'n
i ra2 Mn
0 rx» Mon
. . 0 0 I'3n
Danngiltfir Q-R : .
0 O M-1n
0 0 0 rm
€11 € €1n X11  X12 X1in
€1 €x €n X1 X2 X2n
€n1 G €m Xm1  Xm2 Xmn

Eine mihselige aber dennoch triviale Rechnung (Zeile mal Spalte !!!) ergibt:
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X11 = enrn X12 = €enlip + €plx Xin = €n1lin + €p2ln + + €inlm
X1 = €exnfn X2 = €xnlp + €xnfx Xon = €xnlin + €xnfp + + €nlmn
Xmi = €mif1u1 Xm2 = €mliz + Eml22 Xmn = €mifin + €m2f2n + -+ + €mlm
€rn €rp + ©€frlx» €rin + €fl2n + - + €4y

| Il I

a1 a an

Damit ist der Beweiserbracht m

Bemerkung nach Satz 11 1.10

Wennim Beweisvon Satz |1 1.10 fir Q statt eines Orthogonal systemsein Orthonormal system gewahlt wird, folgt
analog die Zerlegung von A in eine Orthonormalmatrix Q und eine obere Dreiecksmatrix R.

Doch: Wieist eigentlich eine Orthogona— bzw. Orthonormal matrix definiert?

Definition 11.1.10:

GONAL
ORTHO - MATRIX
NORMAL

Eine Matrix A e K(n, n) heilt ORTHOGONALMATRIX bzw. ORTHONORMALMATRIX, wenn die Zeilen der
Matrix ein Orthogonal- bzw. Orthonormal system bilden.

Die englischen Ausdriicke sind auch hier buchstabengleich.

Jetzt soll die Struktur von Orthogonal— bzw. Orthonormal matrizen betrachtet werden. Erinnert sei noch an die Bedeu-
tung von regulér: Eine quadratische Matrix A heifd reguldr, wenn A "vollen Rang" hat, und dasist ja gleichbedeutend
mit det A+ 0.

Satz 11.1.11:

Essei AeK(n,n) orthogonal bzw. orthonormal. Dannist A regulér . Ist A orthonormal, so gilt A1= AT,

Beweis:
a1
Esseien a,,vemn,dieZelenvon A,dh. A= und a, =(ay1, -, &n) -
an
a1 ot At
Dannigt A" =| : . i |=(ay,..,a, undesfolgt
Ain ... am
a1
AAT =] 1 |(ag, ..., &)
an

(@, a1) -+ (ag, an)

(aﬂial) (aﬂlaﬂ)
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(aq, @) --- 0

0 - (an an)

Da A orthogonal ist, stehenfir i #j & und a; senkrecht aufeinander, d.h. (a;, a;) = 0. Zusétzlich sind die (a;, &)
>(0. Damitist A regulér.

Fals A orthonormal, gilt (a;, &) =1 unddamit A -AT = E,, woraussofort A= AT folgt m
Hinweis: Die Matrix braucht nicht redll zu sein, das wird nicht gefordert!
Satz 11.1.12:

Daslineare Gleichungssystem A-x=b mit AeK(n,n) und A regulér, |&’t sich mit dem QR-Verfahren |6sen:

R-x=Q"-b.
Beweis:

Nach Satz I1.1.11 besitzt A eine QR-Zerlegung mit einer Orthonormalmatrix Q und einer reguléren oberen Dreiecks-
matrix R.Alsogilt A-x=Q-R-x=b.DaQ"=Q %, folgt Q' -Q-R-x=Q'-b=Q" -b unddamit R-x=QT-
b [

Wozu der Aufwand? Dasist schnell erklart: Wenn wir eine regulére obere Dreiecksmatrix zum Lésen eines LGS
erhalten, kénnen wir die Lésungen schon fast ablesen. Wir miissen nur noch die Werte "von unten her" einsetzen, wie
es auch in der Schule schon gemacht wird. Damit sparen wir uns einiges an Rechenarbeit, da wir den Gauf3-Algorith-
mus dann nicht anwenden miissen.

In der Numerik-Vorlesung kann auf die Vor- und Nachteile des QR-V erfahrens noch néher eingegangen werden.

Definition 11 1.11:

ORTHOGONALER UNTERRAUM (orthogonal subspace)
Essal (V,(,)) innerer Produktraum. Essei XV und X = () . Dann heif3t
X+ ={veV | vLxfirdle xe X}

der ORTHOGONALE UNTERRAUM zu X.

X+ ist Unterraum, denn 0 € X, und mit v; L X, v, L X, d.h. (v1,X) =0, (vo, X) =0 firale xe X folgt
(Vi +Vvp,X)=0,as0 vy +v, € X* .

Definition 11 1.12:

ORTHOGONALE SUMME (orthogonal sum)
Essa (V, (,)) innerer Produktraum. Esseien U, W Unterraumevon V. Fir ale ue U undale we W gelte

u-L w.DannheiRen U und W zueinander orthogonal, geschrieben U - W.lIstnoch V'=U + W, dannheilt V'
die ORTHOGONALE SUMME von U und W.

Bemerkung:
Essei V'=U L W,dannfolgt U N W={0} , denn:

Esse xe UN W, dannfolgt (x,X)=0 (da xe U und xe W und U L W) ,d.h. x=0. Deshalbist eine orthogo-
nale Summe eine direkte Summe.
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Historisches:

Die abstrakten Vektorrdume, wie wir sie kennengelernt haben, sind ein Ergebnis der Forschung der zweiten Hafte des
19. Jahrhunderts und der ersten Héfte des 20. Jahrhunderts. Allerdings wird Geometrie schon seit tiber 2000 Jahren
betrieben. Auf Grund der Definition des inneren Produktes lassen sich jetzt aber die "altbekannten” Begriffe wie
Winkel und Langen ohne Probleme Ubertragen.

Es stellt sich eine interessante Frage: Gibt es endlichdimensional e V ektorraume, in denen kein inneres Produkt
exigtiert? Einen gewissen Hinweis tiber die Nichtexistenz gab eine Ubungsaufgabe, bei der K = Z, war. Aber wir
kénnen beruhigt aufatmen, denn:

Satz111.13:

Essei V enendlichdimensionaler Vektorraum tiber K . Dann gibt esauf V eine Abbildung 71 V x V- K, mit den
Eigenschaften (z i) bis («r iii) , d.h. ein inneres Produkt.

Also: Jeder endlichdimensionale Vektorraum Uber K [&03t sich zu eéinem inneren Produktraum erganzen, bzw. kann als
innerer Produktraum interpretiert werden.

Beweis:

Essei (vi,..,Vn) €ineBasisvon V. Setzeflr i,j e n einfach n(v;, vj) :=¢6;; . Esseiennun x,y € V beliebig mit
X=30 1%V, Y=, y,v, . Dannwird #(x,y) == Y0_1 %V, gesetzt. Esfolgen (i) bis (x iii) wiein einer Ubungsauf-
gabe =m

Also existieren auch immer Winkel! Nur hangen die Winkel von der Wahl des inneren Produktes ab. Deshalb mussein
rechter Winkel nicht immer das sein, waswir aus dem Anschauungsraum kennen und gewohnt sind.

Eskann asoim R? eininneres Produkt definiert werden, so dass die beiden obenstehenden V ektoren jeweils die
Lange Eins haben und aufeinander senkrecht stehen!



