II.2. Lineare Abbildungen auf inneren Produktraumen

Zuerst werden lineare Abbildungen A, B zwischen verschiedenen Vektorréumen betrachtet. Dabei interessiert erst einmal,
ob folgende Gleichungen Uberhaupt moglich sind:

(A%, y) = (X, By), (AX, Ay)=(X,Y), (AX, y) = (X Ay) .

Die Gleichungen werden in diesem Kapitel erkenntnisleitend sein.

Definition 11.2.1:

ADJUNGIERTE ABBILDUNG (adjoint mapping)

Esseien (V, (,)), (W, (,)) innere Produktréume Uiber dem selben Korper K . Essei A € hom(V, W) . Eine lineare
Abbildung B € hom(W, V) heif} die Adjungierte von A, falsfurale ve V undadle we W gilt (Av,w) = (v, Bw) .

Satz 11.2.1:
Esseien (V, (,)), (W, (,)) innere Produktrdume Uber dem selben Korper K . Essei A € hom(V, W) . Dann gibt es
hochstens eine adjungierte Abbildung zu A .

Beweis:
(v, Bw)

v, Cw) furale ve V und we W. (v, Bw) = (v, Cw) bedingt

Esseien etwa B, C € hom(W, V) mit (Av, w) = {

Bw=Cw,dh.B=C [ ]

Beispiel 11.2.1:
Essei V=W=R". Esseien (e, ..., &,) diekanonische Einheitshasisdes R"und x=Y)_;x,.€,, y=>I_y, € .

Esseien a,, €R mit v,uen,wobe a,=a, . Achom(V,V) sei definiert durch:
Ae,:= Zzzlaw € ,veEn.
Dann folgt
(A y) = (AZ)Z1% &), D1 Ve &)
= (X% Aey, Xl Ye€)
= XX Y18 (€4 X1 Ve &)
= 2% 218y 21 YelBus &)
= o1 X Xpe18uw Yu
und
(X Ay) = (Z-1% &, A Zﬂ=1 Yu€:))
= (D1 %8, 21 Y Aey)
= (X021 % € Yo Yu 2-1 8 )
= 21X 22:1 Y Y1 8u(8y, €)
= D1 X Xpea Y
= Yoo X Yoo Y Qv -

Alsogilt (Ax,y) = (x, Ay) u

Satzll 2.2:
Essel (V,(,)) innerer Produktraum Uber K . Zu jedem linearen Funktional L € hom (V, K gibt esgenau ein ac V mit
L(x) = (x, a) furale xe V.
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Beweis:
Essal (e, ..., €) Orthonormalbasisvon V. Dannseien |, :=L(e,) e Kund a,:=1,.
Mit a:=3)_;a,€ und x:=3)_; X, e, folgt
L(X) L( -1 % &)
Z:lx,ul-(eu)

— n
- y:lxﬂ Ill

= 2:1Xy$1
andererseits gilt auch (x,a) = (Zzzlxﬂ €, 218 8) = Zﬂzlxﬂq .

Zur Eindeutigkeit:
Esse be V,sodassauch L(x) = (x, b) furale xe V.Aus (x,a) =(x,b) furale xeV folgt a=b =

Nun der wichtige

Satz 11 2.3:
Esseien (V,(,)), (W, <,)) innere Produktrdume tiber dem selben Kérper K . Essel V endlichdimensional .
Essei Ae hom(V, W) . Dann existiert zu A eine Adjungierte.

Beweis:
Essad we W. Mit xe V wirddurch L(X) :=(Ax, w) (=Ln(x)) €einlineares Funktional L € hom(V, K definiert.
Nach Satz 11.2.2 gibtesdannzu w und L ein y eV mit L(X) = (X, y) . Nunwird A*(w) :=y fir we W gesetzt, d.h. A* e
abb(W, V) . Dann gilt fur alle x e V und jedes we W
L) = (AX, W) = (X, y) = (%, A"(W)) .

Esbleibt zu zeigen, dass A* linear ist: Essel @ e K::

(%, A*(aw)) = (AX, aw) = @(AX, W) = a (X, A*W) = (X, ¢ A*W) .

Alsoist A*(a,w) = a A*(W) .

Mit v, we W folgt

(X, A" (V+ W) = (AX, v+HW) = (AX, V) + (AX, W) = (X, A*V) + (X, A" W) = (X, A"V + A*W).
Alsoist A*(v+w)=A"v + A*w undinsgesamt A* linecar m

Satz 11 2.4:
Esseien (V, (,), (W, {,)) innere Produktrdume Uber dem selben Koérper K . Es seien A € hom(V, W) und (e, ..., €,)
Orthonormalbasis. Dannist A*w=Y7_;(w, Ae,)e, firdle we W.

Beweis:
Firdle xe V gilt x=7_;(x, &)e, unddamitauch A*w=>37_,(A*w, e)e =31 _;(w,Ae)e [ |

Satz 1l 2.5:

Essden (V, (,)), (W, (,)) innere Produktrdume tber dem selben Korper K. Zu A € hom(V, W) existiere die Adjungierte
A,

Dann gilt:

0] Esexistiert (A*)" und esgilt A := (A")" =A.

(i) ker A*=({mA)™*.

(i)  kerA =({mAH*.

(iv)  Ist Asurjektiv, soist A* injektiv.

v) Ist A* surjektiv, soist A injektiv.



Beweis:
Zu(i): Esseien veV und we W.

Dannfolgt (A*w, V) = (v, A*w) =(Av, W) ={(w, Av) , also A= =A,

Zu(ii): imA={weW | Esgibtein veV mit Av=w}
(imA={weW | wiAv firdle ve V}
={weW]| 0=(Av,w) = (v, A*w) furale ve V}
={weW|A*w=0}
= ker A*

zu (iii): ker A ={weW | Aw=0}
={weW | 0=(Av,w) = (v, Aw) }
={weW | w+Av firale ve V}
= (imA9™*
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Zu (iv): Ist A surjektiv, dannist imA=W.Da {0} =W+ =(imA)" = kerA* folgt, dass A* injektiv ist.

Zu (v): Ist A* surjektiv, dannist imA* =W. Da {0} =W =(im A*)" = kerAfolgt, dass A injektivist m



