Die Schwingungsgleichung
= Ubung: Beispiel 1: Schwingungsgleichung ohne Reibung
1= DE =my """ [X] + KY[X] =
ourt= Ky(X) +my”’(x)=0
Charakteristisches Polynom
2= charpol = DE /. {y[X] -» 1, Derivative[n_][y][X] » A"}
ouz- kK+22m=0
nzr= 18sung = Solve[charpol, 2]
ivk ivk
b}
Vm vm

Komplexe Losungen

out[3]= {{?t - —

n4= basis = Map[Exp[# X] &, A /. 16sung]

fEx i
Out[4]= {E ‘/? , @ \/? }

Eine reelle Losungshasis erhalt man mit der Eulerschen Identitat Exp[i x]=Cos[x]+i Sin[x] als Realteil und
Imaginarteil mit dem Argument

basis[[2, 2]]

In5l= arg =
i
vk x
Out[5]=
vm

ne= {Cos[arg ], Sin[arg ]}

vk x VK x
out[s]= {cos[ ] sin[ ]}
Vm

Dies liefert auch DSolve:

m

n7= DSolve[DE, y[X], X]

Vk x Vk x
Out[7]= ( )—) 2 i +C1
[7] {{y X C sm[ \/_ ] c COS[ ]}}

m m

Die Konstanten ergeben sich aus einem AWP:
nigl= sol = DSolve[{DE, y[0] =1, y"[0] == 2}, y[X], X]

o) ]

out[g]= {{y(x) -

)

vk
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= Plot[y[x] /-sol /. {m>1, k- 1}, {xX, 0, 50}]

Out[9]=

oL
m Beispiel 2: Schwingungsgleichung mit Reibung
o= DE = my " " [X] + Ry " [X] + KYy[X] ==
oufiol= K y(X) +my”(x) + Ry'(x) =0
Charakteristisches Polynom
ni11= charpol = DE /. {y[X] -» 1, Derivative[n_][y][Xx] -» A"}
out= k+22m+2AR=0

n2;= 1ésung = Solve[charpol, A]

Ea w  Een e

2m 2m
Wir miissen also eine Fallunterscheidung durchfiihren. Ist R> —4km > 0, so gibt es zwei (negative) reelle A-
Werte: Die Reibung ist so stark, dass kein Schwingungsverhalten mehr auftritt. Den Fall R? — 4k m = 0 nennt man
den aperiodischen Grenzfall.

out[12]= {{/1 -

n3)= basis = Map[Exp[# X] &, A /. 16sung]

x[—\/ R2-4km —R] x(\/ R2-4km —R]

outf13]= {e 2m , e zm }

Die Konstanten ergeben sich aus einem AWP:

4= sol = DSolve[{DE, y[0] == 1, y"[0] = 2}, Y[X], X]

1 x(—\/ R2-4km 4?] x[\/ R2-4km —RJ
out[14]= {{y(x) - —————|-4me 2m +4dme 2m -
24 R?-4km
x[—\/ R?-4km —R) x[\/ R?-4km —R) x[—\/ R?-4km —R] x[\/ R?-4km —R)

Re o +Re on +\/R2-4kmeT+\/R2-4kmeT}}
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5= Plot[y[x] /-sol /. {m>1, k-1, R >4}, {X, 0, 50}]

04+
0.3+

out[15]= 02

10 20 30 40 50

Fir R? — 4k m < 0 ergeben sich zwei zueinander konjugiert komplexe A-Werte und damit als Lésung ein Produkt
einer abklingenden Exponentialfunktion mit einer periodischen Funktion.

nper= Plot[y[x] /-sol /. (m->1,k->1,R > 1}, {X, 0, 50}, PlotRange -» All]

Out[16]=

In[17]:=

out[17]=

Lineare Differentialgleichungen hdherer Ordnung

= Beispiel 1
Wir betrachten die Differentialgleichung
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ngl= DE =y """ " [X] -5y "7 [X] +4y[X] =
ounie= Y0 = 5y"(X) +4y() =0
mit dem charakteristischen Polynom
nii9p= charpol = DE /. {y[X] » 1, Derivative[n_][y][Xx] » A"}
ouig A4 =522+4=0
Das charakteristische Polynom hat vier verschiedene Ldsungen:
nzop= B6sung = Solve[charpol]
ouo)= {{A > =2}, A - -1}, {A - 1}, (A - 2}}
Entsprechend erhalten wir die Losungsbasis der Differentialgleichung DE:
n21)= basis = Map[Exp[# X] &, A /. 16sung]
out21]= {e"zx, e, e, e X}
Dies liefert auch DSolve:
in22;= DSolve[DE, y[X], X]
out[22]= {{y(x) Scre X+ e+ C3e +Cyp e X}}
Sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms rational, findet man diese auch mit dem Factor-Kommando:
in23)= Map [Factor, charpol]
ou23= A —=2)A-1)A+1)(A+2)=0
Testen der linearen Unabhangigkeit: Wronskimatrix

n4p= WronskiMatrix[basis_, x_] :=
Table[D[basis[[k]], {X, J}], {J, O, Length[basis] - 1}, {k, Length[basis]}]

WronskiDeterminante[basis_, x ] := Det[WronskiMatrix[basis, Xx]]
nei= WronskiMatrix[basis, X]

-2X —X 2 X

e e e

X
_2@—2>< —e % & zeZX
Out[26]= 4@72)( et o 4@2X
&

-8 e—Zx _e—x 8ez><
n71= WronskiDeterminante[basis, X]

oute7]= 72

m Lineare Unabhé&ngigkeit im allgemeinen Fall
nsi= basis = Table[e”k] X, {k, 4}]

outi2e]= {e)L(l)x’ DX AR e)t(4)x}

n9r= WronskiMatrix[basis, X]
e* A1) e* A(2) eX A(3) e* A4)

M) A0 P ts) A(2) Pt A(3) Pt A(4)
f></\(1) A(]_)Z QX/\(Z) )L(Z)Z eX)L(3) A(S)Z f></\(4) A(4)2
f></\(1) A(]_)S QX/\(Z) )L(2)3 eX)L(3) 1(3)3 f></\(4) A(4)3

Out[29]=
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nEor= WronskiDeterminante[basis, X]

ouzo)= A(2) /\(3)2 A(l)?’ (_e/l(l)x+)t(2) X+A(3) x+/\(4)x) +22) 1(4)2 Ml)3 E/\(1)><+/1(2) X+A3) X+A(4) X _ A(3) 1(4)2 Ml)3 E/\(1)><+/1(2) X+A(3) X+A(4) X +

/\(2)2 A3) )l(l)a LMD XU XHAB) XA X _ A(Z)Z A4 )L(1)3 LMD XFUR) XHAB) X+ AA) Xy M3)2 A4 )L(1)3 LMDXFUR) XHAB) X+ AA) X
1(2) A(3)3 )l(l)z EMl) X+A(2) X+A(3) X+A(4) X _ A(Z) 1(4)3 /\(1)2 @Ml) X+A(2) X+A(3) X+A(4) X + )l(3) 1(4)3 /\(1)2 @Ml) X+A(2) X+A(3) X+A(4) X _
1(2)3 )L(3) Ml)z el\(l)x+/1(2) X+A(3) X+A(4) X + A(2)3 1(4) )L(l)z e/\(l) X+A(2) X+A(3) X+A(4) X _ M3)3 1(4) )L(l)z e/\(l) X+A(2) X+A(3) X+A(4) x _
A(Z)Z )L(3)3 Ml) @/\(1) X+A(2) X+A(3) X+A(4) X + )((2)2 /\(4)3 )((1) e/\(l) X+A(2) X+A(3) X+A(4) X _ )((3)2 /\(4)3 )((1) e/\(l) X+A(2) X+A(3) X+A(4) X +
/\(2)3 )L(3)2 L) LMD XU XHAB) XA X _ A(Z)a /1(4)2 D) LMD XFUR) AR X+ AA) Xy M3)3 /1(4)2 L) LMDXFR) XHAB) X+ AA) X
A2) A(3)2 )l(4)3 EMl) X+A(2) X+A(3) X+A(4) X _ )l(2)2 A(3) /\(4)3 @Ml) X+A(2) X+A(3) X+A(4) X _ A2) 1(3)3 /\(4)2 @Ml) X+A(2) X+A(3) X+A(4) X +
1(2)3 )L(3) M4)2 el\(l)x+/1(2) X+A(3) X+A(4) X + A(Z)Z 1(3)3 M4) e/\(l) X+A(2) X+A(3) X+A(4) X _ A(2)3 1(3)2 M4) e/\(l) X+A(2) X+A(3) X+A(4) X

n1:= WronskiDeterminante[basis, x] // Factor
ourai (L) = A2) D) = A(3) (A2) = A(3) (A(L) = A(4) (A(2) = A(4)) (A3) = A(4)) "D *HA@ XA e
= Ubung: Beispiel 2
niz2;= Clear[y]
Wir betrachten die Differentialgleichung
nE3l= DE =y """ "[X] -6y """ [X] +3y""[X] +26y"[X] -24y[X] ==
outag= Y00 =6y +3y7(0) + 26y (x) - 24 y(x) =0
mit dem charakteristischen Polynom
nz4i= charpol = DE /. {y[X] -» 1, Derivative[n_][y][Xx] -» A"}
oupzal= A* =613 +32%+261-24=0
Das charakteristische Polynom hat vier verschiedene Ldsungen:
npsi= B6ésung = Solve[charpol]
ouesl= {{d > =2}, {A -1}, {A - 3}, {A > 4}}
Entsprechend erhalten wir die Losungsbasis der Differentialgleichung DE:
nzel= basis = Map[Exp[# X] &, A /. 16sung]
Out[36]= {e‘zx, e, %%, @4’(}
Dies liefert auch DSolve:
inz7= DSolve[DE, y[X], X]

X4 +c3et  + @4’(}}

outar= {{y(x) > cre
Sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms rational, findet man diese auch mit dem Factor-Kommando:
inzel= Map [Factor, charpol]
ouzel: A -4 A-3)A-1)@A+2)=0
m Beispiel 4.3 (a)
Wir betrachten die Differentialgleichung
nEe= DE =y " " "[X] +3y""[X] +3y"[X] +Y[X] =
ouzal: YO +3Y700 +3Y (0 +y0 =0
mit dem charakteristischen Polynom
0= charpol = DE /. {y[X] -» 1, Derivative[n_][y][Xx] -» A"}
ourao)= A3 +322+31+1=0
Das charakteristische Polynom hat die komplexen Ldsungen:
n41:= 16ésung = Solve[charpol]

outat= {{A = =1}, {A - =1}, {A - -1}}
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Entsprechend erhalten wir die Losungsbasis der Differentialgleichung DE:
nizi= basis = {Exp[-X], XExp[-X], x* Exp[-X]}
out42]= {e"x, e X, e Xz}

DSolve liefert:
3= DSolve[DE, y[X], X]
ouaz= {{y(0 > c3e™*x* + e ¥ x + ¢y e}

m Beispiel

Wir betrachten die Differentialgleichung
4= DE = y """ " [X] -Yy[X] == 0
outaa= Y0 - y00 =0

mit dem charakteristischen Polynom
ni4si= charpol = DE /. {y[X] -» 1, Derivative[n_][y][X] -» A"}
oups- A*=1=0

Das charakteristische Polynom hat die komplexen Losungen:
npel= 16sung = Solve[charpol]
ouasl= {{A = =1}, A - =i}, {A > i}, {A > 1}

Entsprechend erhalten wir die Losungsbasis der Differentialgleichung DE:
nu71= komplexebasis = Map [Exp[# X] &, A /. 16sung]
Out47]= {e"x, e X, e, ex}
nusl= reellebasis = Union[ComplexExpand[Re [komplexebasis]], ComplexExpand[Im[komplexebasis]]]
outag= {0, 7%, €*, cos(x), —sin(x), sin(x)}

DSolve liefert:
o= DSolve[DE, y[X], X]
oua9= {{Y(X) = €1 €* + C3 @™ + ¢4 SiN(X) + C3 COS(X)}}

m Beispiel 4.3 (b)

nsoi= Clear[y]

Wir betrachten die Differentialgleichung
nisl= DE =y """ " [X] +Y[X] == 0
outsti= Y00 + Y00 =0

mit dem charakteristischen Polynom
nis21= charpol = DE /. {y[X] -» 1, Derivative[n_][y][X] -» A"}
oursz- A*+1=0

Das charakteristische Polynom hat die komplexen Losungen:
3= 1ésung = Solve[charpol]
outsa {{as —V=T ), {as V1) U =%, s 0%y
nis4:= 16sung = MapAll [ComplexExpand, 16sung]

e ) e S -

Entsprechend erhalten wir die Losungsbasis der Differentialgleichung DE:

out[54]= {{/1 - -



In[55]:=

Out[55]=

In[56]:=

Out[56]=

In[57]:=

Out[57]=

In[58]:=

In[59]:=

Out[59]=

In[60]:=

Out[60]=

In[61]:=

Out[61]=

In[62]:=

out[62]=

In[63]:=

Out[63]=

In[64]:=

out[64]=

In[65]:=

out[65]=

In[66]:=

out[66]=
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komplexebasis = Map[Exp[# X] &, A /. 18sung]

(1+i) x (1+i) x (1-i)x (1-i)x

fe Vo el eV o V2 )

reellebasis = Union[ComplexExpand[Re [komplexebasis]], ComplexExpand[Im[komplexebasis]]]
X X = X o X _x X > X . X
{@ e cos[—], ez cos[—} —e V7 sin[—], e ﬁsin[—], —eV? sin[—], eV? sin[—]}
V2 A V2 V2 V2 V2
DSolve liefert:
DSolve[DE, y[X], X]

X X X X

{{y(x) - C3 eiﬁ sin[i] +Cy4 @E sin(i] +C1 @E cos(i] +C eiﬁ cos[i]}}
V2 V2 V2 V2

Beispiel 4.3 (¢)

Clear[y]

Wir betrachten die Differentialgleichung

DE=y" """ [X] -4y " "[X] +5y""[X] -4y [X] +Y[X] =0

Y00 ~4yP 00 +5y"(x) ~ 4y'(X) + yx =0

mit dem charakteristischen Polynom

charpol = DE /. {y[X] » 1, Derivative[n_][y][X] » A"}

M =423 +522-420+1=0

Factor [charpol]

(-32+1)(A2-1+1)=0

Das charakteristische Polynom hat die komplexen Ldsungen:

16sung = Solve[charpol]

. 1 1
{{as V=) o 20}, {as E(3 -V {a- " (3+V5)}}
16sung = MapAll [ComplexExpand, 16sung]

1 iVs 1 iV3 3 V5 3 V5

{{“7 5 }'{“g— 5 }'{“5—7}’{“77}}

Entsprechend erhalten wir die Losungsbasis der Differentialgleichung DE:

komplexebasis = Map[Exp[# X] &, A /. 18sung]
EIRERR

e o e )
{ )

reellebasis = Union[ComplexExpand[Re [komplexebasis]], ComplexExpand[Im[komplexebasis]]]

0, e(g_g]x e(;’g]xl 2 cos Ve . —e%sin V3 X , @2 sin V3 x
{ )
2 2 2

, @

DSolve liefert:

DSolve[DE, y[X], X]

3 s s V5
{{y(x) ~Cs @[;_T]X +Cy Q[TT]X + 0y & sin[ V3 X] +cp e¥? cos[ 3 X]}}
2 2
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m Beispiel 4.4 (a)

ne71= Clear[y]

Wir betrachten die Differentialgleichung
negl= DE = y """ [X] + 3y ""[X] +3Yy"[X] +Y[X] =
outssl= YO0 + 3700 + 3y (X) + y(x) =0
neo= charpol = DE /. {y[X] » 1, Derivative[n_][y][Xx] » A"}
outeol= A3 +32%2+31+1=0

Das charakteristische Polynom hat die komplexen Losungen:
in7o)= 16ésung = Solve[charpol]
oufrol= {{A - =1}, A - -1}, {A > -1}

mit den Anfangswerten
7= AW = {y[0] =3, y"[0] =0, y""[0] == 2}
ourri= {y(0) =3, y'(0)=0, y"(0) =2}

Sukzessive Losung
ni72i= ansatz = y[x] == (A+Bx+Cx?) Exp[-X]
ourz= y(X) =e*(A+Bx+Cx’)

Einsetzen der Anfangswerte
n73= gleichungl = ansatz /. {x - 0} /. {y[0O] -» 3}
ou7g= 3=A
ini74= gleichung2 = D[ansatz, X] /- {X > 0} /. {y"[0] -» 0}
ouf74= 0=B - A
n7s= gleichung3 = D[ansatz, {x, 2}] /- {x>0} /. {y""[0] -» 2}
oufrs= 2=A-2B+2C

n7el= Solve[{gleichungl, gleichung2, gleichung3}, {A, B, C}]

out[76]= {{A -3,B->3 C- Z}}

DSolve liefert:
n771= DSolve[Union[{DE}, AW], Y[X], X]

out[77)= {{y(x) - % et (5 X2+ 6X+ 6)}}

Lésung mit Wronskimatrix:

nirek= W = WronskiMatrix[{Exp[-x], X EXp[-X], X* Exp[-X]1}, X]

e* e X e*x?
oufzel= | —e* e X—e*x 2e*x— e *x?
e e*x-2e* e*X—-4e*x+2e

o= W /. {X > 0}

1 00
out[79]= [—1 1 0]

1 -2 2
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ngop= LinearSolve[W /. {x -» 0}, {3, 0, 2}]
5

out[8o]= {3, 3, E}

m Beispiel 4.4 (b)

ne1= Clear[y]

Wir betrachten die Differentialgleichung
ng2i= DE =y """ [X] +3y""[X] +3y"[X] +2y[X] =0
outsz= YO0 +3Y7(0 + 3y (0 +2yx) =0

mit den Anfangswerten
ngs= AW = {y[0] =3, y"[0] =0, y""[0] == 2}
oureal= {y(0) =3, y'(0)=0, y"(0) =2}

Die Differentialgleichung hat das charakteristische Polynom
4= charpol = DE /. {y[X] » 1, Derivative[n_][y][X] » A"}
oursa- A3 +322+31+2=0

Das charakteristische Polynom hat die komplexen Losungen:
nesl= 16ésung = Solve[charpol]

out[8s]= {{)\—» -2}, {,1 N _\3/?}’ {/\ N (_1)2/3}}

Entsprechend erhalten wir die Losungsbasis der Differentialgleichung DE:

inigel= komplexebasis = Map[Exp[# X] &, A /. 16sung]

_ _JZ _1y23
out[86]= {@ 2X eVl X p(-D) X}

ne7:= reellebasis = Union[ComplexExpand[Re [komplexebasis]], ComplexExpand[Im[komplexebasis]]]
V3 x V3 x V3 x
out[87]= {0, e 2% e cos| . —e2sin , e ¥2sin }
2 2 2
nsel= basis = {reellebasis[[2]], reellebasis[[3]], reellebasis[[5]]}

V3 x V3 x
out[ss]= {e’zx, e X2 COS[ , e *?sin }
2 2

Sukzessive Ldsung

Ingo)= ansatz = y[X] == Abasis[[1]] +Bbasis[[2]] + Cbasis[[3]]
V3 x V3 x
outse: Y(X) = Ae 2* + Be¥? cos +Ce™%sin
2 2

Einsetzen der Anfangswerte

neoi= gleichungl = ansatz /. {x - 0} /. {y[0] » 3}
ouool 3=A+B

ne1:= gleichung2 = D[ansatz, X] /. {X-> 0} /. {y"[0] - O}

B V3cC

oupl) 0=-2A- —+
2 2
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nez;= gleichung3 = D[ansatz, {X, 2}] /- {x->0} /. {y""[0] -» 2}

B V3cC
ougz)= 2=4A- — - ——
2 2
nesi= Solve[{gleichungl, gleichung2, gleichung3}, {A, B, C}]
5 4 8
out[93]= {{A—> - B>—,Co _}}
% V3

DSolve liefert:
4= DSolve[Union[{DE}, AW], Y[X], X]

1 \/?x \/?x
outod]= {{y(x) - — g 2X [8 V3 3%2 sin[ ]+ 4¢3%2 cos[ ] + 5]}}
3 2 2

Ldsung mit Wronskimatrix:

nesi= W = WronskiMatrix[basis, X]

3 . 3
e 2x X2 cos(Tx) o2 sm( V3 X)

2

oures= | —2 e~2% —% 2 cos(@) - % V3 e 2 sin( ﬁx) % V3 e 2 cos(@) - % e %2 sin( V3 X)

2 2

4 2% %\/?@‘X/Zsin(@)— S e cos(‘/fx) —%\/?@‘X/Zcos(@)— %e‘x/zsin(fx)
ngel= W /. {X > 0}
1 1 0
5 _L Y3
oueel= | ~ < T2 2
1 3
4 - -

ne7= LinearSolve[W /. {x » 0}, {3, 0, 2}]
54 8

Out[97]= {— - —}

33 3



