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Unterschrift:

Fiir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
Klausur sollten 27 Punkte erreicht werden.

1) 2) 3) 4) 5) 6)

Punkte: Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Gegeben seien die Folgen:

:5n+(—1)n Sin(n),bn:M,HGNo.
3n+4 n2 + 1

n

Berechnen Sie jeweils den Grenzwert.

(b) Durch folgende Rekursionsformel wird eine Folge ¢,,, n € Ny, gegeben:
Cni1 =V2c,+1,c0=2.

Zeigen Sie mit vollstindiger Induktion: 1) Die Folge c¢,, ist streng mono-
ton wachsend. 2) Die Folge c, ist durch die Zahl 3 nach oben beschrinkt.
Berechnen Sie den Grenzwert der Folge c,,.

2. (a) Gegeben sei die Funktion: f(z) = In(2® + 1), z € Ry .
Geben Sie den Wertebereich f(R>) an.
Wie lautet die Umkehrfunktion f~! von f?

(b) Gegeben sei die Funktion:

glx)=2x—1+ Lz EeR,x #+V2.

x2 =2

Geben Sie folgende Grenzwerte an:

lim (g(z) —2x+1),

r—+o0o

lim g(z), lim g(z), lm g(z), lm g(z),
m—>\/§+ V2" :z:—)—\/iJr z—=—v2"

und skizzieren Sie die Funktion g.

3. Gegeben sei die Funktion:
r+3

f(x):xQ—Hal’

(a) Welche Stellen kommen als Extremalstellen von f infrage?

(b) Welche Stammfunktionen besitzt f?

(c) Wie lautet das Taylorpolynom vom Grad 4 der Funktion f um den Ent-
wicklungspunkt 0?7 (Hinweis: Geometrische Reihe).

eR.

Bitte wenden!



4. Gegeben seien die Funktionen:

o

f) =3 T glay) = S e,
v=0

(a) Berechnen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe f(z).

(b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom vom Grad 2 um den Entwicklungs-

1
punkt (0, 0) der Funktion g. (Hinweis: ¢V =1+ y + o1 Y4,

0
(c) Berechnen Sie die Richtungsableitung a—%(o, 0) im Punkt (0, 0) in Rich-
e
€1

tung des Einheitsvektors € = <€
2

0
) . Wie muss man ¢ wihlen, damit @—‘Z(o, 0)
e

maximal wird?

5. (a) Gegeben sei eine differenzierbare Funktion
9: R — R, (y1,52) — 9(y1,%2),
und die Funktion
f:R? — R?%, (21, 22) — f(x1,79) = (T1 — X9, 3 — T1).
Zeigen Sie, dass gilt:

d(go f)
8x1

d(go f)
aIg

(ZEhZEQ)—f- (1’1,1'2) =0.

(b) Welche Punktae kommen als Extremalstellen der Funktion
h(z,y) = x> + % + y* unter der Nebenbedingung 2> + y* = 4
infrage?

6. (a) Sei D C R? das Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0), (1,0), (1,1).
Berechnen Sie das Integral [, (2* + y?) d(z, y).

(b) Sei D = {(z,y) e R?|1 < y/x2 +y? < 2}
Berechnen Sie das Integral [, (2? + y?) d(z, ).
(Hinweis: Polarkoordinaten).



Losungen:

1.a) ‘
C5n (=) sin(n) 5+ (—1)n 2un
" 3n+4 a 3+12
‘(_1)n sin(n) <X g sin(n) 0
lim a, = =
n—o0
cos(n) Cosén)
cos(n) <L cos(n) _
lim b, =0.
n—oo
Oder: )
by| < — = lim b, =0
nZ+1 n—00
1.b)

1)cg >0undc, >0 fiirn > 1.

Ind. Anf. : ¢; :\/5>2:co.

Ind. Ann. : Fiir ein n > 0 gelte: ¢,11 > c,.

Ind. Schluss: ¢, 11 > ¢, = 2¢py1+1>2¢,+1

= Chio=V2C1+1>V2¢c,+1=cupy1.

2)Ind. Anf. : cg =2 < 3.(cg =2 < 3).

Ind. Ann. : Fiir ein n > 0 gelte: ¢, < 3. (¢, < 3).

Ind. Schluss: ¢, 1 = V26 +1<vV2-3+1=7<3.(/7<3).

Sei lim,, ,, ¢, = ¢, dann gilt:
c=v2c+1 = 2=2¢c+1 < c=1++2.
Der Grenzwert ist ¢ = 1 + v/2.



2.a)
2?24+ 1>1,In(z> +1) >0, f(Rsg) = Rxg.

y=In(z’+1) <= ! =2"+1 = 2*=¢" -1
T = Vey_17y207
flz)=Ver—1,2>0.

/ Die Funktion f(z) = In(z? + 1)
i mit der Umkehrfunktion
) =+er -1
: : : : > und der ersten Winkelhalbierenden
2.b)
T 1
AR —zrl) = p s = T2 =0

. . 1

Oder: lim (9(@) =2 +1) = lp s =, 57 =0

lim g(z) =400, lim g(zr)=-oc0, lim g(z)=+400, lim g(z)=—00,

z—v2 T V2 z——/2 " lim
10 “ B
P T
- ”1\ 10
Die Funktion g(x) = 22— 1+ 3%
mit der Asymptote y =2z — 1



3.a)
?+1—(r+3)2z —2*—6z+1

N
fl()=0 <= 2> +62—-1=0.
z=-3+10.

. . _ x+3
Die Funktion f(x) = xztl

) r+3 1 2z 1
f(x>:x2+1:§x2—l—1+ x2 41
/f(x) dx:%ln(x2+l)+3 arctan(z) + c.
3.0)

= (z+3) Z )Yt |z < 1.
v=0

f(x):Z( u 2u+1+32 V 2

v=0
fla)=(@—-2*+2" -2+ )+ (3-32"+32" =32+ --)
Ty(f,2,0) =3 +x —32% —2° + 32,



4.a)

aa|  wr2? (142
a, | (wE3)w+1)  (1+2) (1+1)
lim |2t =1
V—00 al/
p=1
4.b)
1 2 3 1
— y _[Z 42 S 1 ZR 4
g(zx,y) = f(x)e <2+3x+4x + )(+y+2y +
( )_1+2 +1 +3 2+2 +1 o
I\Y) =g Tyt TRy Ty ety Ty
1 2 1 3 2 1
T. 0,0)==+c-x+-y+-a>+= T
»(9,2,9,0,0) stgrtgyt iyt gy
4.c)
1 2
gradg(z,y) = (f'(z)e’, f(z)e’) , f(0) = 3 f(0) = 3
2 1
dg(0.0)= (=2, =
grad g(0,0) (3,2>
0 2 1
6—2(0,0)25614—562
1 6 43
¢, =———oradg(0,0) = - grad g(0,0) = | =, =
en = Nlgrad g(o, 0y 24910-0) = g eradg(0.0) (5 5)

)



5.) fl(z1,22) = 21 — 22, f2 (71, 29) = 12 — 1,

d(go 0] oft 0 of?
90 (wrvm) = g (Foa)) G v + g f (o, 2) Gl
— i (o) - g (Flena),
o ' 0 o
W a1,m) = 2L (flo00) S wrs) + L (F o) P (ar,22)
ayl(f( 1 2))+6y2(f( 1,72)),
d(go f) dgof) _
0y (@1, 22) + Oy (o1,22) =0

5.b) grad h(z,y) + Agrad (2% + y°) = (22,97 + 2y) + A (22,2y) = (0,0),
20+ 222 =0, +2y+ A2y =0.

z(1+A)=0,y"+2y(1+A)=0.

1)1+)\7£O:x:0undy:iQ,A:—%—1:—3.Also: (0,2), (0, —2).

2)14+A=0:y=0und z = £2. Also: (2,0), (—2,0).

Die Funktion h(x,y) unter der Ne-
benbedingung z% + y? = 4




6.a)

Das Dreieck
D={(z,y)[0<z<1,0<y<z}

(2 +y*) d(z,y) = /1(/36(1752+y2)dy) dx:/1<x2y+y§>zj dx

0 0 0

1 1
3 4 1 N\ 1
= / x3+x— dx:/—x?’dx: — = —.
3 3 3 weo O
0

0

B\

6.b)

4
|
| ‘\
- Der Kreisring

D ={(z,y)|x =1 cos(¢),y =rsin(¢),
1<r<2,0<¢<2n}.

/(:c2—|—y2)d(:1:,y) = / /rzrdr do




