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Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Gegeben sei die Folge definiert durch vy,4+1 = i(4 +v2),n € N, vy = 0.

(1) Untersuchen Sie die Monotonie der Folge v,,.

(i1) vy, ist durch 3 beschrinkt. Berechnen Sie den Grenzwert von v,,.

(b) Berechnen Sie den Grenzwert der folgenden Folge

4n? —1

TVl Bnin?

(c) Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, dass

§k3 _ (n(n2—|- 1))2 .

Un

2. (a) Finden Sie alle Nullstellen des Polynoms
p(z) = =223 + 2% + 2z — 1

und schreiben Sie p(z) in faktorisierter Form.

(b) Gegeben sei die Funktion

f(z) 3r2 —4x+1
T) = .
23+ 2 4+2x—1
(1) Zeigen Sie, dass
3z —1
fla) = T#1.

22+ Dz + 1)

(ii) Zeigen Sie, dass xyp = 1 eine hebbare Stelle ist (d.h. lim1 f(x) # o00)
z—
und bestimmen Sie den Wert, durch welchen f(z) stetig ergénzt werden
kann.
(iii) Partialbruchzerlegung:
Bestimmen Sie a, b € R, so dass

3z —1 a b

(2ot )@+ (20410 T @rD)




(iv) Bestimmen Sie eine Stammfunktion
/ f(x)dx von fx).

3. (a) Geben Sie die Taylorreihe der Funktion

cosh(z?) — 1
f (.%') - 24
und leiten Sie heraus das Taylorpolynom 7'(f, z,0, 10) zehnten Grades um
oo
xo = 0. Hinweis: cosh(z) = P %

(b) Berechnen Sie den folgenden Grenzwert:

x2e”

lim ———— .
250 sin’ (z)
(c) Gegeben sei die Funktion
f(l’) — earcsin(x)

Bestimmen Sie eine Stammfunktion

/ earcsin(z) dr

von f(z) mit der Substitution ¢t = arcsin(zx).



Losungen
1. (a) Folge v,41 = (44 v2),n € N, vy = 0.
(i) Monotonie:

1 1 1
Upt1—Up = 1(4—1—1)2)—1),1 = Z(U2_4Un+4) = Z<Un_2)2 >0.

= v,, ist monoton steigend.

(i1) v, ist durch 3 beschrinkt. Berechnung des Grenzwertes von v,,.
Sei [ dieser Grenzwert.

1 1
lim v,y = lim ~(4402) <= 1= -(U+P?) <= P-dl-4=0 =1 =2.
n—00 n—oo 4 4

= lim v, = 2.

n—0o0

(b) Grenzwert der Folge

B 4n? — 1
v = 3p +n2

Un,

Y 4n? — 1 <oo>
im =(=) .
n—oo v/nl4 — 3n + n?

o0
4n2—1 477/2_1 477,2_1
Uy = = -
It — 30+ n? Inli(1—3L) tn2 Valii/(1— 31 +n2
n2(4 — L 4—- L 4
( w7) - n? — lim v,, = =2
1 n—00 1+1

n?({/(1-3-45)+1) /(1-345)+1

(c) Beweis durch Induktion, dass
ikﬁ B (n(n+ 1))2
k=1 2

(1) Induktionsanfang:



(i1) Induktionsvoraussetzung:
Zn:k?’ B (n(n—i— 1))2
k=1 2

(i1i) Induktionsschluss:

ni’fg _ ((n+1)2(n+2)>2

k=1
n+1 n+1
1
Zk?’ Zk:3 > K= ( mn + )) +(n+1)°=
k=n+1
n(n—irl)

3

0+ 170+ 2) = ((H 1)2“”2))

(a) Nullstellen des Polynoms
p(r) = —22° + 2> + 20— 1.

p(l) =—-2+1+2—1=0=> 2y = 1ist eine Nullstelle von p(z).

Durch Polynomdivision erhalten wir p(z) : (z — 1) = —22% — z + 1.
Anschlieend erhilt man mit der pg— Formel xo = —1 und z3 = %
als Nullstellen von —22% — 2+ 1. = 2; = 1,29 = —1 und 25 = %

sind die Nullstellen von p(x).

Faktorisierte Form

p(z) = =2(z — —)(x —D+1)=(-2z+1)(z—1(z+1).
(b)

322 —dr +1
202+ 224+ 2x—1°

fx) =
(1) Man zeige, dass
dr—1
(2 +1)(z+1)°
3z% — 4z + 1 lasst sich faktorisieren als (3x — 1)(z + 1), somit ist
f(z) = 3z —dz+1 Bx—1)(z+1)

fz) =

()P = i(n+1)2(n2+4(n+1)) _ }l(n+1)2(n2+4n+4) _

3z —1

22+ a2 42r—1 (22+D)(z—-D(x+1) (2z+D@x+1)"



3.

(i1)) Man zeige, dass zy = 1 eine hebbare Stelle ist.

lim f(z) = I 3r—1 B 3-1-1
et T Tt D+ ) (—2- 1+ 1)(1+1)

f kann an zy = 1 durch den Wert —1 erginzt werden.

(i11) Partialbruchzerlegung:
Man bestimme a, b und ¢ so, dass

3r—1 a b

(e D@+ (<2240 @t

3r—1 a b
e+ D@+ (—2e+1) @rl)
a(z+1)+b(—2z+1)
(—2z+1)(z+1)
x(a — 2b) + (a + b)
(—2z + 1)(z + 1)

Mit Koeffizientenvergleich erhilt man

a—2b=3 N —lb——é
a+b=—1 =307 73

/ f(2)dz .

(iv) Man bestimme

[ o= | =/ <—2§ O EeD

1 4
= —gln\ —2x+ 1| - gln]a:+1] + Const.
(a) Man gebe die Taylorreihe der Funktion

cosh(z3) — 1

f(z) = — 0 Hinweis : cosh(z) = Z (gk '

o mzkz oo (x3)2k:

cosh(z) = Z 25)! — cosh(z’) = Z (2k)! - Z (2k)!

k=0 k=0




f(ZL') - 1’4 1134 = $4
22 8 g4 420 % 6k—4
= ta e e T @
k=1
Taylorpolynom zehnten Grades:
oz af
(b) Berechnung von
2 x

r-e

im —— .
»=0 sin®(z)

2,z 2
lim —— =1lim | (—— ) -e"| =12-1=1.
x—=0 sin’(z)  =—=0 | \ sin(x)

(c) Man bestimme
/ earcsin(m)dl,

mit der Substitution ¢ = arcsin(z).

t = arcsin(x) <= sin(t) = v = cos(t)dt = dx
I= /earcsjn(x)dw = /et cos(t)dt
Mit partieller Integration haben wir:

u=e = u =¢e
V' = cos(t) = v = sin(?)

= [ =e¢'sin(t) — /et sin(t)dt

u = e = uj = ¢
v] = sin(t) = v; = — cos

() = [ = e'sin(t)— (—et cos(t) + / el cos(t))
= [ =e'sin(t) + e cos(t) — [ = 2I = (sin(t) + cos(t))e’

1
= [ = §(sin(t) + cos(t))e’.  Riicksubstitution liefert

. 1 .
I= / eAresin(@) gy — é(x + cos(arcsin(z)))e @) L const.



