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Fangen Sie für jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blätter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Gegeben seien die Folgen:

an =
5n+ (−1)n sin(n)

3n+ 4
, bn =

cos(n)√
n2 + 1

, n ∈ N0 .

Berechnen Sie jeweils den Grenzwert.

(b) Durch folgende Rekursionsformel wird eine Folge cn, n ∈ N0, gegeben:

cn+1 =
√
2 cn + 1 , c0 = 2 .

Zeigen Sie mit vollständiger Induktion: 1) Die Folge cn ist streng mono-
ton wachsend. 2) Die Folge cn ist durch die Zahl 3 nach oben beschränkt.
Berechnen Sie den Grenzwert der Folge cn.

2. (a) Gegeben sei die Funktion: f(x) = ln(x2 + 1) , x ∈ R≥0 .
Geben Sie den Wertebereich f(R≥0) an.
Wie lautet die Umkehrfunktion f−1 von f?

(b) Gegeben sei die Funktion:

g(x) = 2x− 1 +
x

x2 − 2
, x ∈ R , x ̸= ±

√
2 .

Geben Sie folgende Grenzwerte an:

lim
x→±∞

(g(x)− 2x+ 1) ,

lim
x→

√
2
+
g(x) , lim

x→
√
2
−
g(x) , lim

x→−
√
2
+
g(x) , lim

x→−
√
2
−
g(x) ,

und skizzieren Sie die Funktion g.

3. Gegeben sei die Funktion:

f(x) =
x+ 3

x2 + 1
, x ∈ R .

(a) Welche Stellen kommen als Extremalstellen von f infrage?
(b) Welche Stammfunktionen besitzt f?
(c) Wie lautet das Taylorpolynom vom Grad 4 der Funktion f um den Ent-
wicklungspunkt 0? (Hinweis: Geometrische Reihe).
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Lösungen:

1.a)

an =
5n+ (−1)n sin(n)

3n+ 4
=

5 + (−1)n sin(n)
n

3 + 4
n

.∣∣∣∣(−1)n
sin(n)

n

∣∣∣∣ ≤ 1

n
=⇒ lim

n→∞
(−1)n

sin(n)

n
= 0

lim
n→∞

an =
5

3
.

bn =
cos(n)√
n2 + 1

=
cos(n)

n√
1 + 1

n2

.

∣∣∣∣cos(n)n

∣∣∣∣ ≤ 1

n
=⇒ lim

n→∞

cos(n)

n
= 0

lim
n→∞

bn = 0 .

Oder:
|bn| ≤

1√
n2 + 1

=⇒ lim
n→∞

bn = 0

1.b)
1) c0 > 0 und cn > 0 für n ≥ 1.
Ind. Anf. : c1 =

√
5 > 2 = c0 .

Ind. Ann. : Für ein n ≥ 0 gelte: cn+1 > cn.
Ind. Schluss: cn+1 > cn =⇒ 2 cn+1 + 1 > 2 cn + 1
=⇒ cn+2 =

√
2 cn+1 + 1 >

√
2 cn + 1 = cn+1 .

2) Ind. Anf. : c0 = 2 ≤ 3 .(c0 = 2 < 3).
Ind. Ann. : Für ein n ≥ 0 gelte: cn ≤ 3. (cn < 3).
Ind. Schluss: cn+1 =

√
2 cn + 1 <

√
2 · 3 + 1 =

√
7 ≤ 3 . (

√
7 < 3).

Sei limn→∞ cn = c, dann gilt:
c =

√
2 c+ 1 =⇒ c2 = 2 c+ 1 ⇐⇒ c = 1±

√
2 .

Der Grenzwert ist c = 1 +
√
2.
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2.a)
x2 + 1 ≥ 1 , ln(x2 + 1) ≥ 0 , f(R≥0) = R≥0 .

y = ln(x2 + 1) ⇐⇒ ey = x2 + 1 ⇐⇒ x2 = ey − 1

x =
√
ey − 1 , y ≥ 0 ,

f−1(x) =
√
ex − 1 , x ≥ 0 .
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Die Funktion f(x) = ln(x2 + 1)
mit der Umkehrfunktion
f−1(x) =

√
ex − 1

und der ersten Winkelhalbierenden

2.b)

lim
x→±∞

(g(x)− 2x+ 1) = lim
x→±∞

x

x2 − 2
= lim

x→±∞

1
x

1− 2
x2

= 0 .

Oder: lim
x→±∞

(g(x)− 2x+ 1) = lim
x→±∞

x

x2 − 2
= lim

x→±∞

1

2 x
= 0 .

lim
x→

√
2
+
g(x) = +∞ , lim

x→
√
2
−
g(x) = −∞ , lim

x→−
√
2
+
g(x) = +∞ , lim

x→−
√
2
−
g(x) = −∞ ,
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Die Funktion g(x) = 2 x−1+ x
x2−2

mit der Asymptote y = 2x− 1
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3.a)

f ′(x) =
x2 + 1− (x+ 3) 2 x

(x2 + 1)2
=

−x2 − 6 x+ 1

(x2 + 1)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 + 6 x− 1 = 0 .

x = −3±
√
10 .
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Die Funktion f(x) = x+3
x2+1

3.b)
f(x) =

x+ 3

x2 + 1
=

1

2

2 x

x2 + 1
+ 3

1

x2 + 1∫
f(x) dx =

1

2
ln(x2 + 1) + 3 arctan(x) + c .

3.c)

f(x) = (x+ 3)
∞∑
ν=0

(−1)ν x2 ν , |x| < 1 .

f(x) =
∞∑
ν=0

(−1)ν x2 ν+1 + 3
∞∑
ν=0

(−1)ν x2 ν .

f(x) = (x− x3 + x5 − x7 + · · · ) + (3− 3x2 + 3 x4 − 3x6 + · · · )

T4(f, x, 0) = 3 + x− 3 x2 − x3 + 3 x4 .
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