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Für jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
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1) 2) 3)

Punkte: Note:





Fangen Sie für jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blätter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

Aufgabe 1:

(a) Berechnen Sie die Grenzwerte der Folgen:

an =
n2 − (−1)n√

3n4 + 3
, bn =

√
n2 + 3n+ 1−

√
n2 − 1, n ∈ N.

(b) Zeigen Sie mit vollständiger Induktion, dass gilt:
n∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n

n+ 1
für alle n ∈ N.

Aufgabe 2:
Sei a > 0 ein reeller Parameter und eine Funktion fa : R→ R definiert durch

fa(x) = x2ea−x.

(a) Berechnen Sie die Nullstellen von fa.

(b) Berechnen Sie alle lokalen Extremstellen von fa und geben Sie jeweils an,
ob es sich um ein lokales Maximum oder Minimum handelt.

(c) Berechnen Sie die Wendepunkte von fa.

(d) Berechnen Sie die Grenzwerte lim
x→+∞

fa(x) und lim
x→−∞

fa(x).

Aufgabe 3:

(a) Berechnen Sie die Taylorreihe der Funktion f(x) =
ln(1 + x)− x

x2
um den

Punkt x0 = 0 unter Verwendung der Taylorreihe: ln(1+x) =
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
xk.

(b) Berechnen Sie folgende Integrale:

I1 =

∫
sin(x)

1 + (cos(x))2
dx, I2 =

∞∫
1

e−x(x− 1) dx.

Hinweis: Man verwende für I1 die Substitution: t = cos(x).



Lösungsskizze

Aufgabe 1 [5P+ 5P]

(a)

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n2(1− (−1)n)
n2 )

n2(
√
3 + 3

n2 )
=

1√
3
.

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

(
√
n2 + 3n+ 1−

√
n2 − 1)(

√
n2 + 3n+ 1 +

√
n2 − 1)√

n2 + 3n+ 1 +
√
n2 − 1

= lim
n→∞

n2 + 3n+ 1− n2 + 1√
n2 + 3n+ 1 +

√
n2 − 1

= lim
n→∞

3n+ 2√
n2 + 3n+ 1 +

√
n2 − 1

= lim
n→∞

n (3 + 2
n
)

n (
√

1 + 3
n
+ 1

n2 +
√

1− 1
n2 )

=
3

2

(b) 1- Induktionsanfang:

1∑
k=1

1

k(k + 1)
=

1

2
=

1

1 + 1
.

2- Induktionsschritt:
Vorraussetzung:

n∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n

n+ 1
gilt für ein n ∈ N

Behauptung:
n+1∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n+ 1

n+ 2
.



Beweis:

n+1∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n∑
k=1

1

k(k + 1)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)

=
n

n+ 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)

=
n(n+ 2) + 1

(n+ 1)(n+ 2)

=
n2 + 2n+ 1

(n+ 1)(n+ 2)
=

n+ 1

n+ 2
.

Aufgabe 2 [1P+ 4P+ 2P+ 3P]

(a)
fa(x) = 0⇔ x2ea−x = 0⇔ x = 0, da ea−x > 0.

(b)

f
′

a(x) = 2xea−x − x2ea−x = x(2− x)ea−x.

f
′′

a (x) = (2− 2x)ea−x − (2x− x2)ea−x = (x2 − 4x+ 2)ea−x.

Extremstellen:

f
′

a(x) = 0⇔ x(2− x)ea−x = 0⇔ x(2− x) =⇔ x = 0 oder x = 2.

f
′′

a (0) > 0, Minimum, f
′′

a (2) < 0, Maximum.

(c)
f

′′′

a (x) = (−x2 + 6x− 6)ea−x.

Wendepunkte:

f
′′

a (x) = 0⇔ (x2− 4x+2)ea−x = 0⇔ (x2− 4x+2) = 0⇔ x = 2±
√
2,

wobei f ′′′
a (x)(2±

√
2) 6= 0.



(d)
lim

x→−∞
x2ea−x = (∞ ·∞) =∞.

lim
x→∞

x2ea−x = (∞ · 0) = lim
x→∞

x2

ex−a
=
∞
∞

L’hospital

= lim
x→∞

2x

ex−a
=
∞
∞

l’Hospital

= lim
x→∞

2

ex−a
= 0.

Aufgabe 3 [4P+ 3P+ 3P]

(a)

f(x) =
ln(1 + x)− x

x2
=

1

x2

(
− x+

∞∑
k=1

(−1)k+1

k
xk
)

=
1

x2

(
− x+ x+

∞∑
k=2

(−1)k+1

k
xk
)

=
1

x2

∞∑
k=2

(−1)k+1

k
xk

=
∞∑
k=2

(−1)k+1

k
xk−2

=
∞∑
k=0

(−1)k+1

k + 2
xk (optional).

(b) (i) Substitution:

t = cos(x),
dt

dx
= − sin(x)⇒ dx = − dt

sin(x)
.

I1 =

∫
sin(x)

1 + (cos(x))2
dx =

(
−
∫

1

1 + t2
dt
)
t=cos(x)

= − arctan(cos(x)) + C.



(ii) Partielle Integration mit

f
′
(x) = e−x und g(x) = x− 1

liefert∫
e−x(x− 1)dx = [−e−x(x− 1) +

∫
e−xdx] = −xe−x.

also ist
∞∫
1

e−x(x− 1)dx = − lim
x→∞

x

ex
+

1

e
=

1

e
,

da lim
x→∞

x

ex
= 0.


