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Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!
1. (a) Gegeben sei die Folge definiert durch a,, 1 = v/a, +6,n € N, ag = 1.

(i) Man zeige durch vollstindige Induktion, dass a,, streng monoton stei-
gend ist.

(ii) Die Folge (a) ist beschrénkt (dies muss nicht bewiesen werden). Man
berechne den Grenzwert von a,.

(b) Man berechne den Grenzwert der Folge
(];‘3 " n+zn2
Up = 1 + -3 -e n? .
n

(c) Man berechne die Summe aller ganzzahligen Vielfachen von 13, die zwi-
schen 1 und 1000 liegen.

2. (a) Gegeben sei die Funktion f : R — R
fx) = (2% +z—2)e 2"

(i) Man bestimme die Extremalstellen sowie die Monotonie-Intervalle von
f.

(ii) Man skizziere f im Intervall [—2, 6].
(b) Gegeben sei die Funktion g : R — R

glz) =2+ 2.

Man finde 2 Teilmengen D; und D5 von R, in denen g umkehrbar ist, und
gebe jeweils die Umkehrfunktion an.

(c) Man berechne das unbestimmte Integral
/ eVrHldy .

Hinweis: Man substituiere ¢ = v/ + 1 und nutze partielle Integration.
3. Gegeben sei die Funktion

—322 4 4z
(1+22)(1—2z) "

fz) =



(a) Partialbruchzerlegung:
Man bestimme reelle Zahlen a, b und ¢, so dass f(z) sich in der Form

B a +ba:—l—c
C1—-2z 1422

f(z)

schreiben ldsst.
(b) Gegeben sei die Funktion

_sz1+ 1
1422 1-2z°

h(z)

Man finde [ h(z)dz.
(c) Man lose die Gleichung

W= o (w0 € Rag)

nach = auf. Man bestimme dann die spezielle Losung fiir v = 100 und v =
10.



Losungen

1. (a)

(i) Vollstandige Induktion: a, 1 = v/a, +6,n € N, ag = 1.
Induktionsanfang: n = 1

4 =vVap+6=vV1+6=vV7>1 dh a >ap.

Induktionsannahme: a,, > a,,_1

Induktionsschluss: (Zu zeigen: a,,.1 > a,)
Aus der Induktionsannahme folgt:

Ap > Ap_1 <= 4, +6 > a, 146 => Va, +6 > \/a,_1 + 6 < a1 > a,

(i1) Grenzwert: Sei @ = lim a,, der Grenzwert:
n—oo

lim a1 = lim Va, +6 <= lim a,,; = ,/lim a, +6
n—00 n—00 n—o0 n—00

—a=Va+6<<=a*—a—6=0<=a=3 oder a=-2= lim a, =3

n—oo
da a,, eine positive Folge ist.

3 2

(b) u,, = (1+j§—2)n eE

3 n 2 . 2
. . x . ntaen 3 lim (m) 3 3
lim u, = lim (14+ = | -lime »2 =¢"  en>x\ n? J =" .g% =" 17
n—oo n— oo n3

(c) Man berechne die Summe aller ganzzahligen Vielfachen von 13, die
zwischen 1 und 1000 liegen.
Sei S diese Summe

S=13+26+39+---+988=13(1+2+3+---476)

76
76(76 + 1
:132/%:13-%:38038.
k=1



2. (@) f(z) = (22 + 2z —2)e 2"
(1) Man bestimme die Extremalstellen sowie die Monotonie-Intervalle
von f.
Extremalstelle

xT

N|=

1 1
fa)=@r+1- (@ +o— 2))e 2" = —5 e+ )z~ d)e”
Extremalstellen an z; = —1 und x5 = 4.

Monotonie-Intervalle:

f ist monoton steigend fiir alle x € [—1,4] da f'(z ) > 0 auf dem
Intervall und f ist monoton fallend fiir alle x € (—oo, —1) U (4, 00)
da f'(z) < 0 auf dem Intervall.

(ii) Skizze von f im Intervall [—1, 6] hier.
®) g(z)=2*+2z—2.

Man finde 2 Teilmengen D; und D5 von R, in denen g umkehrbar ist, und
gebe jeweils die Umkehrfunktion an.

1\* 1 1\* 9
— 2 — — — —_ = — — — _— =
g(z) =2+ -2 (x+2) 1 2 (x+2> 1

Der Scheitel von g ist S = (—%; —3). Daraus folgt, dass D; = (—o0, —3)
und Dy = (—3, 00).

Berechnung der jeweilige Umkehrfunktion.

1\° 9
y=r’+r-2=1"+r-2-y=0= (x+§) —y——=0=

1—1—\/ +9 ! -0—9
rT1 = —— — LTo = —— — — .

Da D, ein negatives Intervall ist, haben wir

1 9 1 9
g_l(x):—i—\/quZ auf D; und g_1<x):_§+”x+é_l auf Dy .



Bild von ¢! hier
(c) Man berechne das unbestimmte Integral

/e“”ldx )

dx
t=vVr+l=dt = —— = dx = 2v/x + 1dt = 2tdt .
* SNCEw * *

/e””“dx = /2tetdt

u=22=u =2 VvV=e=v=¢.

/e‘/md:v = /Qtetdt = 2te' — /Qet = 2te’ — 2¢" .

Mit Riicksubstitution erhalten wir

/ VT = 2T T 1eVF T — 96Vl = 9o T (T 11— 1)

Partielle Integration:

. (a)
—322 + 4z

1+ 22)(1—217)

fz) =

Partialbruchzerlegung:
Man bestimme reelle Zahlen a, b und ¢, so dass f(z) sich in der Form

a bxr + ¢

@) =1t 11 m

schreiben l&sst.

fa) = a(l+2*)+(1—-2z)(bx+¢) (a—2ba*+(b—2c)z+a+c
= (1—22)(1 +22) - (1—22)(1 +22)

Koeffizientenvergleich liefert

a—20=-3, b—2c=4 a+c=0=a=1,b=2,c=—-1.

somit
1 2x —1

=1 9r T 1ia2




(b) Gegeben sei die Funktion

20 — 1 1
/h(:z:)da::/ x d:v—/ dx
1+ 22 1—2x
2x 1 1 —2
_/1+x2d$_/1+x2d$_<_§/1—2x)d$

1
= In(1 + 2*) — arctan(x) + B In|l—2z.

(c) Man 16se die Gleichung

u* P =02 (u,v € Ryg)

nach z auf. Man bestimme dann die spezielle Losung fiir v = 100 und

v = 10.

T =0""? = In («¥ ") =In (v"?) = (22—1) In(u) = (z+2) In(v)

2In(v) + In(u)

z(2In(u) —In(v)) = 2In(v) + In(u) = = =

Spezielle Losung: ©v = 100, v = 10:

~ 2In(10) +In(100) _ 2In(10) +1In(10%) _ 2In(10) +2In(10) _ 41In(10)

2In(u) —In(v)

* 7 2In(100) — In(10) 21n(102) —In(10) ~ 4In(10) —In(10)  31n(10)

4

=3



