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Version mit Losungsskizzen

Fiir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
Klausur sollten 13 Punkte erreicht werden.




Aufgabe 1.
a) Man berechne die folgenden Grenzwerte:

n®+n

b) Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, dass % =8 —
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und lim cos
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Py, L2 fiir alle n € N gilt,

oo
und berechnen Sie dann den Grenzwert > &3
k=0

Losungsskizze zu Aufgabe 1.

: n2+4n : 14n~! 1
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o lim 2 — lim 42—~ =1,
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o lim, .o cos(an’?)l) = lim,, o0 COS(# — Sn%) = cos(0) = 1, wobei wir im vorletzten

Schritt die Stetigkeit des Cosinus benutzt haben.

n
b) Behauptung: Es gilt % =8 — ”2—4;5 fiir alle n € N.
k=0
Induktionsanfang: > £t = %53 — 3und 8 — U5 = 3, d.h. die zu zeigende Aussage ist
k=0
fiir n = 0 richtig.
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wobei an der mit (!) gekennzeichneten Stelle die Induktionsannahme benutzt wurde.

Nun sieht man, dass
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Aufgabe 2.
Wir betrachten die Funktion f : R\ {1} = R, f(z) = <.

r—1

a) Hat f eine Nullstelle?
b) Bestimmen Sie die erste Ableitung f’ von f.
c) Bestimmen Sie Lage und Art der lokalen Extrema von f.

d) Berechnen Sie lim f(z), lim f(z), lim f(z)und lim f(x).

z—1,x<1 rz—1,2>1 T——00 T—00

e) Skizzieren Sie den ungefihren Verlauf des Graphen von f.
Losungsskizze zu Aufgabe 2.
a) Nein.

b) f(z) = 61((2:11));61 = e(g;(fl_)%) firallex € D =R\ {1}.

c¢) Offenbar ist xo := 2 die einzige Nullstelle von f’ und somit der einzige Kandidat fiir ein
Extremum. Es ist f'(z) < O fiir z €]1,2[, d.h. f istin |1, 2] streng monoton fallend. Es ist
f'(x) > 0 fiir x €]2,00[, d.h. f istin ]2, 0o streng monoton wachsend. Damit sieht man,
dass in xy = 2 ein isoliertes lokales Minimum vorliegt; weitere lokale Extrema hat f nicht.

Anmerkung: Alternativ kann man die stationdre Stelle xy mit Hilfe der zweiten Ablei-
tung klassifizieren. (Dafiir muss man f” natiirlich erst einmal berechnen, was ein gewisser
Mehraufwand gegeniiber dem hier geschilderten Weg ist.)

d) e lim f(z)= —oo. (Situation “z-".)

z—1,x<1
e lim x) = oo. (Situation “-L-".
x—>17x>1f( ) ( 0t )
e lim f(z) = 0. (Situation “-2".)
r——00

e lim f(z) = lim e” = oo, wobei im vorletzten Schritt die Regel von de L’ Hospital
T—00 T—r00

benutzt wurde.

e) Skizze machen!



Aufgabe 3.

a) Fiir die Funktion f : R — R, f(z) = sin(z?* — 4x + 3) berechne man f’ und f” und das
Taylorpolynom 2. Ordnung von f im Entwicklungspunkt z( = 1.

: L’Hospital!)

¢) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

@) f 3z%In(x)dz, x > 0. (Hinweis: Partielle Integration!)

(ii) f e ‘ﬂ“dx (Hinweis: Man substituiere © = /x.)

Losungsskizze zu Aufgabe 3.
a) Es gilt
flx) = sin(a? — 4z +3), f(1) =0,
f'(x) = (22 —4)cos(x? — 4z + 3), (1) =—
f"(z) = 2cos(x® —4x +3) — 2z — 4)sin(2? — 4z + 3), ["(1) =2

Das gesuchte Taylorpolynom ist also

"
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T(@) = £0) + PO -1+ L @ - 12 = 2 - 1)+ (@ - 12
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. exp(Tx)—1 1. Texp(Tz) __
ig% sin(3z) - il~>0 3cos(3z)

Texp(0) _ 7

3 cos(0) 3°

(Es wurde die Regel von de L’Hospital benutzt.)

¢ (@)
[32*In(z)dr = 2*In(z)— [Pz 'dx =

= 2%In(z) — 32° + C.

(ii) Substituiere u = /x, du = \F'

2

= W)de = % [ (cos(u) + 1)du = [sin(u) + u]f = %.
0




