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Fiir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
Klausur sollten 27 Punkte erreicht werden.

1)

2) 3) 4) 5) 6)

Punkte: Note:







Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Gegeben sei die Folge definiert durch vy,4+1 = i(4 +v2),n € N, vy = 0.

(1) Untersuchen Sie die Monotonie der Folge v,,.

(i1) vy, ist durch 3 beschrinkt. Berechnen Sie den Grenzwert von v,,.

(b) Berechnen Sie den Grenzwert der folgenden Folge

4n? —1

TVl Bnin?

(c) Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, dass

§k3 _ (n(n2—|- 1))2 .

Un

2. (a) Finden Sie alle Nullstellen des Polynoms
p(z) = =223 + 2% + 2z — 1

und schreiben Sie p(z) in faktorisierter Form.

(b) Gegeben sei die Funktion

f(z) 3r2 —4x+1
T) = .
23+ 2 4+2x—1
(1) Zeigen Sie, dass
3z —1
fla) = T#1.

22+ Dz + 1)

(ii) Zeigen Sie, dass xyp = 1 eine hebbare Stelle ist (d.h. lim1 f(x) # o00)
z—
und bestimmen Sie den Wert, durch welchen f(z) stetig ergénzt werden
kann.
(iii) Partialbruchzerlegung:
Bestimmen Sie a, b € R, so dass

3z —1 a b

(2ot )@+ (20410 T @rD)




(iv) Bestimmen Sie eine Stammfunktion
/ f(x)dx von fx).

(a) Geben Sie die Taylorreihe der Funktion

cosh(z?) — 1
fla) = 2
und leiten Sie heraus das Taylorpolynom 7'(f, z,0, 10) zehnten Grades um
xo = 0. Hinweis: cosh(z) = > é:;!
k=0

(b) Berechnen Sie den folgenden Grenzwert:

x2e”

lim ——— .
250 sin® (z)
(c) Gegeben sei die Funktion
f(l’) — earcsin(x)

Bestimmen Sie eine Stammfunktion

/ earcsin(z) dr

von f(z) mit der Substitution ¢t = arcsin(zx).

(a) Sei f(z,y,2) = 22° — by + 22% und € der zu (0, —2,1) gehorige

Einheitsvektor.

Berechnen Sie die Richtungsableitung
0
L (2.0.2)

sowie die Richtung des stirksten Anstiegs der Funktion f(z,y, z) im
Punkt P = (3, -1, 2).

(b) Berechnen Sie das Volumen des folgenden Teilgebiets D C R?

D:={(r,y,2)] —2<2<1,0<2<2+1,0<y <1} .



5.

6.

Gegeben sei die Funktion

fla,y) =2 +y*.

Bestimmen Sie die Extremstellen der Funktion f(x,y) unter der Nebenbe-
dingung
glz.y) =o' +y' —2=0

sowie die dortigen Funktionswerte, anschliefend leiten Sie hieraus die Ma-
ximalstellen bzw. Minimalstellen her.

(a) Gegeben seien die Funktion
flzy)=a

und die Punkte A = (—2,0), B = (1,2) und C' = (2,0).
Integrieren Sie die Funktion f iiber das Innere des Dreiecks ABC'.

(b) Gegeben sei das Gebiet des R?, das im ersten Quadranten liegt

172 y2

Benutzen Sie Ellipsenkoordinaten, um das folgende Integral
22 g2
/y\/ PEIRT) d(z,y)
D
zu berechnen.

Hinweis: Parametrisierung der Ellipsenkoordinaten: x = ar cos(f),y =
brsin(f), wobei die Determinante der Jacobi-Matrix |J| = abr ist.



Losungen
1. (a) Folge v,41 = (44 v2),n € N, vy = 0.
(i) Monotonie:

1 1 1
Upt1—Up = 1(4—1—1)2)—1),1 = Z(U2_4Un+4) = Z<Un_2)2 >0.

= v,, ist monoton steigend.

(i1) v, ist durch 3 beschrinkt. Berechnung des Grenzwertes von v,,.
Sei [ dieser Grenzwert.

1 1
lim v,y = lim ~(4402) <= 1= -(U+P?) <= P-dl-4=0 =1 =2.
n—00 n—oo 4 4

= lim v, = 2.

n—0o0

(b) Grenzwert der Folge

B 4n? — 1
v = 3p +n2

Un,

Y 4n? — 1 <oo>
im =(=) .
n—oo v/nl4 — 3n + n?

o0
4n2—1 477/2_1 477,2_1
Uy = = -
It — 30+ n? Inli(1—3L) tn2 Valii/(1— 31 +n2
n2(4 — L 4—- L 4
( w7) - n? — lim v,, = =2
1 n—00 1+1

n?({/(1-3-45)+1) /(1-345)+1

(c) Beweis durch Induktion, dass
ikﬁ B (n(n+ 1))2
k=1 2

(1) Induktionsanfang:



(i1) Induktionsvoraussetzung:
Zn:k?’ B (n(n—i— 1))2
k=1 2

(i1i) Induktionsschluss:

ni’fg _ ((n+1)2(n+2)>2

k=1
n+1 n+1
1
Zk?’ Zk:3 > K= ( mn + )) +(n+1)°=
k=n+1
n(n—irl)

3

0+ 170+ 2) = ((H 1)2“”2))

(a) Nullstellen des Polynoms
p(r) = —22° + 2> + 20— 1.

p(l) =—-2+1+2—1=0=> 2y = 1ist eine Nullstelle von p(z).

Durch Polynomdivision erhalten wir p(z) : (z — 1) = —22% — z + 1.
Anschlieend erhilt man mit der pg— Formel xo = —1 und z3 = %
als Nullstellen von —22% — 2+ 1. = 2; = 1,29 = —1 und 25 = %

sind die Nullstellen von p(x).

Faktorisierte Form

p(z) = =2(z — —)(x —D+1)=(-2z+1)(z—1(z+1).
(b)

322 —dr +1
202+ 224+ 2x—1°

fx) =
(1) Man zeige, dass
dr—1
(2 +1)(z+1)°
3z% — 4z + 1 lasst sich faktorisieren als (3x — 1)(z + 1), somit ist
f(z) = 3z —dz+1 Bx—1)(z+1)

fz) =

()P = i(n+1)2(n2+4(n+1)) _ }l(n+1)2(n2+4n+4) _

3z —1

22+ a2 42r—1 (22+D)(z—-D(x+1) (2z+D@x+1)"



3.

(i1)) Man zeige, dass zy = 1 eine hebbare Stelle ist.

lim f(z) = I 3r—1 B 3-1-1
et T Tt D+ ) (—2- 1+ 1)(1+1)

f kann an zy = 1 durch den Wert —1 erginzt werden.

(i11) Partialbruchzerlegung:
Man bestimme a, b und ¢ so, dass

3r—1 a b

(e D@+ (<2240 @t

3r—1 a b
e+ D@+ (—2e+1) @rl)
a(z+1)+b(—2z+1)
(—2z+1)(z+1)
x(a — 2b) + (a + b)
(—2z + 1)(z + 1)

Mit Koeffizientenvergleich erhilt man

a—2b=3 N —lb——é
a+b=—1 =307 73

/ f(2)dz .

(iv) Man bestimme

[ o= | =/ <—2§ O EeD

1 4
= —gln\ —2x+ 1| - gln]a:+1] + Const.
(a) Man gebe die Taylorreihe der Funktion

cosh(z3) — 1

f(z) = — 0 Hinweis : cosh(z) = Z (gk '

o mzkz oo (x3)2k:

cosh(z) = Z 25)! — cosh(z’) = Z (2k)! - Z (2k)!

k=0 k=0




i M J— 1 .TG .”,U12 CE18 .1‘24
flo) = o) —1_ im0 B g+ ese) -1
xr) = = —

x4 x4 x4
22 g8 g4 420 0 6k—4
= ta e e T @
k=1
Taylorpolynom zehnten Grades:
x?2 a8
T@me:§+z+m%.
(b) Berechnung von
x2e”

lim —— .
2=0 sin®(z)

2 2
lim —— =1lim | (—— ) -e"| =12.1=1.
z—0 SIn (;p) x—0 sm(x)

(c) Man bestimme
/ earcsin(:r)d.r

mit der Substitution ¢ = arcsin(z).

t = arcsin(x) <= sin(t) = x = cos(t)dt = dx
I= /eamsm(m)dw = /et cos(t)dt
Mit partieller Integration haben wir:

u=ce' = u =¢e ) .
{ v = COS(t) N Sln(t) = [ = et sln(t) — /et Sln(t)dt

U = el = u} = ¢t .
{ vy = Siln(t) = vy 1: — cos(t) — I =¢'sin(t)- (_et cos(t) + / e’ COS(t))

= [ = e'sin(t) + e’ cos(t) — [ = 21 = (sin(t) + cos(t))e’

1
= [ = §(sin(t) + cos(t))e’.  Riicksubstitution liefert

. 1 .
I = / eresin(@) g — 5(1’ + cos(arcsin(z)))e @ 4 const.



(a) Sei f(z,y,2) = 22° — 5y + 22% und € der zu (0, —2,1) gehorige

Einheitsvektor.
Man berechne die Richtungsableitung
L9,
of , (0,-2,1) V5
ZL - d(f)-er t 6= ——1"*_ = 2°(0,-2,1
0 5
und grad(f) = (627, —5,42) = a—‘é(m,y, z) = \/?_(6x —5,4z2)
— Aoy = ?(10 +42).

Man berechne die Richtung des stirksten Anstiegs der Funktion f(z, y, 2)
im Punkt P = (3, —1,2).
Sei ¢, dieser Anstieg.

. grad f(p) (6-3%,—5,4-2) v/3005

& — _ _ 54,—5.8) .
P = Terad (o)~ 1635 —5,4-2)]] ~ 3005 . )

(b) Berechnen Sie das Volumen des folgenden Teilgebiets D C R3
D:={(r,y,2)] —2<2<1,0<2<2+1,0<y <1} .

Sei v dieses Volumen.

1 2y+1 1 1 2y+1

v:/ / /ldx dz dy:/ /(1+z>dz dy =

— %

1 1

3 25
/<2y+1——2y+1)) :/<2y —|—4y+2)dy:EVE.
0 0



. Man bestimme die Extremstellen der Funktion f(x,y) = z* + y* unter der
Nebenbedingung

gla,y) =a* +y' —2=0.

Dies sind die Losungen des Gleichungssystems

4yt —2=0 — 2yt —2=0
grad(f(z,y) + Agrad(g(z,y) = 0 (22, 2y) + (42, 4y%) = (0,0)

+yt—2=0 (1) 3 3,3
o WwAME 0 (2 QY wd G)(rt) e TIPSO
2+ My? =0 (3) Y -

Wenn wir die beiden obigen Gleichungen addieren, erhalten wir die Glei-
chung 2xy® — 223y = 0 (4). Somit erhalten wir das Gleichungssystem

t+yt—2=0 (1)
2ry — 223y =0 (4)

(4) <= 2zy(y*—2*) =0<=2=0 VvV y=0 VvV ¢y’ =2*(dh y=2 V y=—x).
(1) Fallsz =0
()<= y'2=0=y=4vV2=—= A= (0,—V2) B=(0,v2).
(1) Fallsy =0
()e=a*2=0=2r=4V2=—=0C= (V2,00 D=(v2,0).
(i1) Fallsy =z
()= 2" -2=0«=a=+1=F=(1,1) F=(-1,-1).
(vi) Fallsy = —x

()<= 22" -2=0<=a=+1=G=(-1,1) H=(1,-1).



6.

Die Punkte A, B,C, D, E, F, G und H sind die gesuchten Extremstellen.

Berechnung der Funktionswerte an diesen Punkten.
f(A) =0+ (=V2)* = V2= f(B) = f(C) = f(D).
f(B)=1+1*=2= f(F) = f(G) = f(H).

Herleitung der Maximalstellen bzw. Minimalstellen.

Da f(A) < f(E),dannsind A, B, C'und D die Minimalstellenund F, F’, G, H

die Maximalstellen der Funktion f(z,y).

(a) A=(-2,0), B=(1,2)und C = (2,0).
Man integriere die Funktion f(z,y) = x iiber das Innere des Dreiecks
ABC.

/ f(e.y)ase = / F(,y)apr + / f(ey)pe mit T=(0.1).

Die Bestimmung der Gleichung der Geraden (AB und (BC') ergibt

(AB): y=32z+3
(BC): y=—-2x+4

Wl

+

ol

1 2 —2z+4

/f($7y>ABC:/ / xdy dx—l—/ / xdy | dx
S22\ 0 1 0
1 A 2 A
2
= [a(Go+ —2z 4 4)dz = -VE .
/x(3x+3)d$+/w( r+4)dx 3V

(b) Gegeben sei das Gebiet des R?, das im ersten Quadranten liegt

y2

2



Benutzen Sie Ellipsenkoordinaten, um das folgende Integral
22 g2
/y\/ e + » d(z,y)
D
zu berechnen.

Hinweis: Parametrisierung der Ellipsenkoordinaten: x = a1 cos(f),y =
brsin(#), wobei die Determinante der Jacobi-Matrix |J| = a br ist.

x_2+y_2 <5 (arcos(@))2+(brsin(0))2

b2 22 2 < 5 <= r*(cos?(#)+sin?(0)) < 5

e r<+5 und D:z{(r,&)’OﬁrS\/S,OSHSg}.

/y\/ d(w,y) //bsm \/”COS(H))Q + a’”;n( V2| 7\aras
— % \/gab2r3sin(9)dr do = 5 abzﬁsm(e) - a5 g
/(] (o |

0 0

)



