Klausur Diskrete Strukturen I

(Informatiker)
15. September 2009
(Hans-Georg Riick)

Aufgabe 1 (4 Punkte):

In einem Unternehmen werden zwei Produkte A und B hergestellt. Der Anteil an der
Gesamtproduktion betrigt 80% bei A und 20% bei B. Das bewihrte Produkt A hat
bei der Produktion eine Ausschussrate von 1%, daran soll nichts gedndert werden. Wie
grofl kann die Ausschussrate von B hochstens sein, um eine Gesamtausschussrate des

Unternehmens von 2% nicht zu {ibersteigen?

Aufgabe 2 (6 Punkte):

Essei Q =N={1,2,3,...}. Auf Q sei die Funktion p : Q — [0, 1] mit p(n) = 27" fiir alle
n € N gegeben.

a) Zeigen Sie, dass durch die Vorschrift P(A) = Y _,p(w) fiir alle A C Q eine Wahr-

scheinlichkeitsverteilung P auf 2 definiert wird.

b) Betrachten Sie die Zufallsvariable X : @ — R mit X(n) = n. Berechnen Sie den

Erwartungswert £(X) und zeigen Sie, dass

BE(X) = ip(x > n).

Aufgabe 3 (5 Punkte):

Finden Sie eine explizite Losungsformel fiir die Folgenglieder z,,, die rekursiv gegeben sind
durch

Tp=38Tp1+4x,_9— 121, 5 fiirn >3

mit den Anfangswerten

I0:3,$1:3,$2:17.

Berechnen Sie explizit xs.



Aufgabe 4 (6 Punkte):

Es sei 2 die Menge aller Abbildungen

f:{a,be,d e} —{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

a) Berechnen Sie die Anzahl der Elemente von ).

b) Charakterisieren Sie alle Elemente f € 2, deren Bildmenge f({a,b,c,d,e}) aus genau
5 Elementen besteht. Wie viele solcher f gibt es?

c¢) Berechnen Sie die Anzahl der f € Q mit |f({a,b,¢,d,e})| =

Aufgabe 5 (4 Punkte):

a) Berechnen Sie die Anzahl der Permutationen auf der Menge {1,2,3,4,5,6}, die die
Zahl 4 fest lassen. Begriinden Sie Thre Antwort!

1 2345

) als Hintereinanderausfiihrung
4 3 2 5 1

b) Schreiben Sie die Permutation o = (
von disjunkten Zykeln.
Loésungen:

Aufgabe 1: Es ist P(4) = 3 und P(B) = 1. Mit C wollen wir das Ereignis , Aus-
schuss“bezeichnen, dann gilt P(C|A) = 155. Gesucht ist P(C|B), wenn P(C) héchstens

1—00 ist. Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit liefert

P(C) = P(CIA) - P(A) + P(CIB) - P(B) < -

Also o5 - 3+ + P(C|B) - 1 < %5, und dann P(C|B) <

von B hochstens 6% betragen.

100 Somit darf die Aussschussrate

Aufgabe 2: a) Man sieht sofort, dass P()) = 0 und P(AU B) = P(A) + P(B), falls
ANB = (D Es blelbt zu zeigen, dass P(€2) = 1, dazu rechnet man

1
P(Q) = 22 —(1;::02 Nol=r—py—l=2-1=1

b) Wie berechnen F(X) = >  n-27". Das machen wir so (siehe Vorlesung):
n=1
Betrachte die geometrische Reihe Y~ ¢" = und leite nach ¢ ab.

n=0



00 1 00
Man erhélt >° n-¢" ! = Hieraus folgt sofort > n-¢" = Jetzt setzten

q
1 n=1 (1 - Q)2 n=1 (1 - Q>2
wir ¢ = 3 ein: , n-27" =2. Also gilt E(X) = 2.

n=1
(o@) [o@) o 1
Andererseits rechnen wir P(X >n)= 27F) = 2—n =

S 1
Z 2.27"=2 (1 51 1) =2 (2—1) = 2. Also sind beide Ausdriicke gleich.
n=1

Aufgabe 3: Die Rekursion z,, = 3x,_1 + 42, o — 12x,_3 hat das charakteristische
Polynom 3 —3 22 —4 x+12. Wir raten eine Nullstelle dieses Polynoms aus der Teilermenge
von 12: A\; = 2. Nun dividieren wir und erhalten 23 —312? — 42+ 12 = (v —2) (2> — 2 —6).
Deshalb sind die anderen Nullstellen gleich Ay/3 = % + ’/71; +6= % + g ;also Ay = 3 und
A3 = —2. Somit erhélt man x, =a-2"+b-3"+c- (—2)".

Die Anfangswerte liefern das lineare Gleichungssystem

3 = at+b+ec
3 = 2a+3b—2c
17 = 4a+ 9b+ 4c.

Lost man dies mit dem Gaufl-Algorithmus, so erhélt man a = 1,b = 1,¢ = 1 und daher
T, = 2"+ 3"+ (=2)". Fiir n = 5 rechnet man x5 = 25 + 3% + (—2)° = 3°> = 243.

Aufgabe 4: a) Jedem Element aus {a, b, ¢, d, e} kann man jedes Element von {0, 1, ..., 9}
zuordnen. Deshalb gilt || = 10°.

b) Die f mit |f({a, b, ¢, d, e})| = 5 sind genau die injektiven Abbildungen. Davon gibt
es 10-9-8-7-6 = (15())5! = 30240 viele, denn fiir f(a) hat man 10 Mdoglichkeiten, fir
f(b) dann noch 9, usw.

Aufgabe 5: a) Wenn die Zahl 4 festgehalten wird, werden lediglich die Elemente
{1, 2, 3, 5, 6} permutiert. Davon gibt es (beachte, es sind 5 Elemente) 5! = 120 Permu-
tationen.

1 2 3 45
b)<4 Ly s 1>_(145).<23).



