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Aufgabe 1. (8 Punkte)

a) Seien X und Y Mengen. Wann wird eine Teilmenge I von X XY Graph einer
Abbildung von X nach Y genannt?

b) Wir betrachten die Relation
R= {(174)’ (4’ 1)7 (17 3)7 (3’ 1)7 (17 1)7 (27 2)a (37 3)7 (4:4)}

auf der Menge {1,2,3,4}. Entscheiden Sie (mit kurzer Begriindung), ob R
reflexiv ist, ob R symmetrisch ist und ob R transitiv ist.

¢) Wir betrachten die durch
2Ty <= 2* <y! (x,y € Z)

definierte Relation T" auf Z. Ist T" antisymmetrisch? Begriinden Sie Thre Ant-
wort.

d) Sei X = {0,1}. Entscheiden Sie (mit Begriindung) jeweils, ob die wie folgt
definierten Verkniipfungen e : X x X — X bzw. N : X x X — X assoziativ
sind:
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Aufgabe 2. (8 Punkte)

a) Geben Sie drei Einheiten und drei Nicht-Einheiten des Ringes Z/777 an.

b) Wie ist die Eulersche ¢-Funktion definiert? (Wir fragen nicht nach Sétzen iiber
diese Abbildung sondern nach der urspriinglichen Definition.)

¢) Wie viele Elemente enthélt die Einheitengruppe ((Z/100)%, - ) insgesamt?

d) Die Restklasse x := [13]1p0 ist eine Einheit in Z/100. (Dies braucht nicht
gepriift werden.) Berechnen Sie 0000000000001 (Hinweis: Der Rechenaufwand
ist gering, wenn man Aufgabe 2¢) und den kleinen Satz von Fermat beachtet.)

Bei den Teilaufgaben a), ¢) und d) sind die Antworten zu begriinden bzw. der
Rechenweg soll in nachvollziehbarer Weise mit angegeben werden.

Aufgabe 3. (4 Punkte)

a) Berechnen Sie ein x € Z, das
x=1mod 7 und x = 3 mod 11
erfiillt.
b) Entscheiden Sie, ob es ein Paar (x,y) € Z x Z mit
33x + 27y = 11

gibt und geben Sie einen stichhaltigen Beweis fiir die Aussage, die Sie treffen.



Aufgabe 4. (7 Punkte) Wir betrachten den in der Skizze dargestellten Graph I'.
l—F—F—2
6\ / 7\ / ’
5 —4

a) Entscheiden Sie, ob I' hamiltonsch ist, und geben sie gegebenfalls einen Ha-
miltonkreis in I' explizit an.

b) Entscheiden Sie, ob I' eulersch ist, und geben sie gegebenfalls eine Euler-Tour
in I' explizit an.

¢) Geben Sie fiir diesen Graphen explizit eine Knotenfarbung mit moglichst wenig
Farben an. Was ist die chromatische Zahl x(I")?

In allen Teilaufgaben sind die Antworten stichhaltig zu begriinden.

Aufgabe 5. (4 Punkte) Sei I' = (V, ) ein einfacher, pldittbarer, zusammenhéngen-
der, endlicher Graph.

a) Wie ist die Euler-Charakteristik ¢(I") definiert? Welchen Wert nimmt ¢(I")
immer an?

b) Was besagt der Vierfarbensatz von Apel und Haken iiber die chromatische
Zahl x(T')?

Aufgabe 6. (4 Punkte) Wir betrachten den vollsténdig bipartiten Graphen K 10.
Sei e irgendeine Kante von K 19 und I der Graph, der entsteht, wenn man in K¢ 19
die Kante e entfernt. Beweisen Sie, dass I' nicht pléattbar ist.



Losungsskizze

Aufgabe 1.

a) Siehe Skript.
b) e Ristreflexiv,dazRx fiir allex € M gilt. Esistja (1,1),(2,2),(3,3),(4,4) €
M.

e R ist symmetrisch, da fiir alle (z,y) € R auch (y,x) € R gilt, wie man
unmittelbar sieht.

e R ist nicht transitiv. Z.B. gilt 3R1 und 1R4 aber nicht 3R4.

¢) Behauptung. T ist nicht antisymmetrisch. Beweis. Es gilt (—1)7'1 und 17(—1)
aber nicht —1 = 1.

d) Esgilt (0e0)e0=1e0=1und Oe(0e0) =0e1 = 0. Daher ist e nicht
assoziativ.

Ferner gilt (xNy)Nz=1und zN(yNz) =1 fiir alle z,y,z € X. Daher ist N
assoziativ.

Aufgabe 2.

a) Setze T = [x|777. Es ist 777 = 3 - 7- 37 die PFZ von 777. Nach Vorlesung gilt:
Genau dann ist T Einheit in Z/777, wenn ggT(z, 777) = 1.

Beispiele fiir Einheiten in Z/777 sind also 1, 2, 5, 11 ect.

b) Siehe Skript.

c¢) Es sind
©(100) = (2% - 5%) =2(2 — 1)5(5 — 1) = 40

Stiick.

d) Nach dem Satz von Fermat gilt 2#(1%) = 240 = [1], da 13 zu 100 teilerfremd
ist. Also ist auch 2% = [1] fiir jedes k € Z. Daher

I40000000000001 _ »40000000000000+1 __ JI4000000000000

€T r=x = [13]100.

Aufgabe 3.

a) Durch Raten sieht man, dass = 36 die beiden Kongruenzen erfiillt.

b) Es gibt kein Paar (x,y) € Z x Z mit 33z + 27y = 11, denn sonst wére wegen
11 =3 - (11z + 9y) die Zahl 11 durch 3 teilbar, was nicht der Fall ist.

Aufgabe 4.



a) I' ist hamiltonsch. Durch (1,2,3,4,7,5,6,1) ist ein Hamilton-Kreis in I" gege-
ben.

b) In I" gibt es Knoten von ungeradem Grad. (Z.B. hat der Knoten 1 Grad 3.)
Deshalb kann I' nach einem Satz der Vorlesung nicht eulersch sein.

c) Da I' ein Dreieck (z.B. das mit Knoten 1,2,7) enthélt, dessen Knoten un-
terschiedlich gefarbt werden miissen, hat I' keine Knotenfirbung mit < 3
Farben. Es gilt x(I') > 3. Wir geben eine Knotenfarbung mit 3 Farben an:

1| 2| 3 | 4|56 |7
rot ‘ gelb ‘ blau ‘ gelb ‘ rot ‘ blau ‘ blau

Insgesamt folgt y(I") = 3.

Aufgabe 5. Siche Skript.

Aufgabe 6. Der Graph Kjg19 hat e(Ki010) = 10> = 100 Kanten. Daher hat T
genau e(I') = 99 Kanten und v(I") = 20 Knoten. Wire I' plattbar, so miisste nach
Vorlesung e(I") < 3v(I") — 6 also 99 < 54 gelten, was nicht der Fall ist.



