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Aufgabe 1. (8 Punkte)

a) Erginzen Sie die folgende Definition: “Eine Relation R auf einer Menge X
heifit partielle Ordnung, wenn ...”

b) Wann wird eine Relation R auf einer Menge X transitiv genannt?

¢) Wir betrachten die durch
Sy <= |z| = |y + 1]

gegebene Relation S auf R. Entscheiden Sie (mit stichhaltiger Begriindung),
ob S reflexiv ist und ob S symmetrisch ist. Ist S eine Aquivalenzrelation?

d) Sei X = {0,1}. Geben Sie Verkniipfungen @ : X x X — X und N: X x X — X
derart an, dafl e assoziativ und N nicht assoziativ ist, indem Sie die folgenden
Verkniipfungstafeln entsprechend austfiillen:

|01 njo 1
0 0
1 1

Bei dieser Aufgabe 1d) brauchen Sie keine Begriindung geben.
Aufgabe 2. (8 Punkte)

a) Fiir die folgenden Elemente von Z/550 entscheide man jeweils, ob eine Einheit
in Z/550 vorliegt: [3]550, [5]550, [7]550 und [11]550. Begriinden Sie Thre Antwort!

b) Wie viele Elemente enthdlt die Einheitengruppe ((Z/550Z)*, -) insgesamt?
Begriinden Sie IThre Antwort, z.B. indem Sie die Rechnung in nachvollziehbarer
Weise einschliefllich aller Rechenschritte angeben. (Hinweis: Denken Sie an die
Satze zur Eulerschen p-Funktion.)

c) Berechnen Sie das (multiplikative) Inverse zu [3]13 in Fi3 = Z/13, falls es
existiert. Begriinden Sie Thre Antwort.

d) Was besagt der kleine Satz von Fermat?
Aufgabe 3. (4 Punkte)

a) Berechnen Sie ein x € Z, das
r=5mod 8 und z =7 mod 9

erfiillt.

b) Entscheiden Sie, ob es ein z € Z mit
z =5 mod 6 und x =4 mod 10

gibt und geben Sie einen stichhaltigen Beweis fiir die Aussage, die Sie treffen.



Aufgabe 4. (2 Punkte) Wir betrachten die folgende Mini-Version von RSA: Alice
hat zwei Primzahlen p # ¢ gewahlt, N = pq berechnet und N = 77 offentlich
gemacht. Der 6ffentliche Verschliisselungsexponent von Alice ist e = 7. Was ist die
RSA-Verschliisselung der Nachricht m = [2];7 € Z/77 an Alice?

Aufgabe 5. (7 Punkte) Sei I := (V, F) ein einfacher endlicher zusammenhéngen-
der Graph und W := (vg, - - -, vy) eine endliche Folge in der Knotenmenge V.

a) Wann wird W ein Hamilton-Kreis in I" genannt?

b) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung an die Knotengrade
deg(v) (v € V) an, unter der I" eulersch ist.

¢) In dem vollstandigen Graphen K5 = (V5s, E5) gebe man einen Hamilton-Kreis
H = (ug, - -, us) und eine Euler-Tour T = (to, - - -, t10) explizit an. (Zur Erin-
nerung: Vs = {1,2,3,4,5} und E5 = {{u,v} : u,v € V5 und u # v}.)

Aufgabe 6. (8 Punkte) Sei I' = (V] E) ein einfacher, pldttbarer, zusammenhéngen-
der, endlicher Graph.

a) Sei v(I') = |V, e(I') = |E| und ¢(I') die Anzahl der Gebiete, in die der
geplattet gezeichnete Graph I' die Ebene zerlegt. Welchen Wert hat dann die
GroBe ¢(I') :=v(T") —e(T") + g(I")?

b) Geben Sie eine moglichst kleine obere Schranke an die chromatische Zahl x(I")
an.

c) Wir betrachten nun den in der Skizze dargestellten Graphen G:
/ : \ / ? \
4

Geben Sie eine Knotenfarbung mit moglichst wenig Farben explizit an.

d) Wir betrachten den vollstdndigen Graphen K¢ = (V5, Eg) mit Knotenmenge
Ve = {1,2,---,6}. Sei H := (Vg, Eg \ {{1,2},{2,3}}) der Graph, der aus Kg
durch das Entfernen der beiden Kanten {1,2} und {2, 3} entsteht. Entscheiden
Sie, ob H plattbar ist, und beweisen Sie die Aussage, die Sie treffen.
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Aufgabe 1.

a) Siehe Skript.



b) Siehe Skript
¢) Wir betrachten die durch
xSy <= |z| = |y + 1]

gegebene Relation S auf R.
Behauptung. S ist nicht reflexiv. Beweis. Z.B. gilt nicht 050, da [0] # |0 + 1].

Behauptung. S ist nicht symmetrisch. Beweis. Es gilt 150, weil |1| = |0 + 1.
Die Aussage 051 ist aber falsch, weil |0] # |1 + 1].

S ist keine Aquivalenzrelation, sonst miifite S reflexiv (und symmetrisch) sein.

d) Sei X = {0, 1}. Definiere Verkniipfungen ® : X x X — X und N: X x X — X

folgendermaflen.
|01 njo 1
0(0 O 01 1
110 1 110 0

Dann ist e assoziativ (da es i.w. die Multiplikation des Korpers FFy ist). Ferner
ist N nicht assoziativ. (Begriindung: 0N (0N0) =0N1=1aber (0N0)N0 =
1N0=0).

(Nach den Begriindungen war hier nicht gefragt - ich gebe sie nur der Vollstandig-
keit halber an.)

Aufgabe 2.

a) Allgemein gilt fiir N > 2 und = € Z: Genau dann ist [z]y eine Einheit in Z/N,
wenn x zu N teilerfremd ist. Man hat die PFZ 550 = 2 - 5% - 11.

Daher gilt: [3]550 und [7]550 sind Einheit in Z/550. Ferner gilt: [5]550 und [11]550
sind Nicht-Einheiten in Z/550.

b) Wie viele Elemente enthilt die Einheitengruppe ((Z/550Z)*, -) insgesamt? Es
gilt nach Definition der p-Funktion und einem Satz der Vorlesung:

(Z/550Z)%] = ¢(550) = p(2-52-11) = (2—1) - 5(5 — 1) - (11 — 1) = 200.

¢) Das (multiplikative) Inverse zu [3];3 in F13 = Z/13 ist [3] 7' = [9]. Begriindung:
3.9 =27 =1(13).

d) Der kleine Satz von Fermat besagt: Sei N > 2 eine natiirliche Zahl und = € Z.
Wenn  zu N teilerfremd ist, dann gilt 2#™) =1 mod N.

Aufgabe 3.

a) Betrachte das System
X =5mod 8 (K1) und X =7 mod 9 (K2)
von Kongruenzen. Die ersten positiven Losungen von (K1) sind:
5,13,21,29,37,45,53,61, - - -.
Man sieht, da x = 61 auch die Kongruenz (K?2) erfiillt.



b) Behauptung: Es gibt kein x € Z mit
x =5 mod 6 und z = 4 mod 10.

Beweis. Nimm an, es gidbe doch ein solches . Dann wiirde wegen der ersten
Kongruenz z ungerade sein. Die zweite Kongruenz wiirde aber erzwingen, daf3
x gerade ist. Widerspruch.

Aufgabe 4. Die Verschliisselung ist

c:=mf= [27]77 = [128]77 = [51]77
Aufgabe 5. Sei I' := (V, F) ein einfacher endlicher zusammenhéngender Graph
und W := (vg, - - -, vp) eine endliche Folge in der Knotenmenge V.

a) Siehe Skriptum.

b) Nach einem zentralen Satz aus Kapitel VIII. der Vorlesung gilt: Genau dann
ist I" eulersch, wenn deg(v) gerade ist fiir jeden Knoten v € V.

c) (1,2,3,4,5,1) ist ein Hamilton-Kreis in K. Fernerist (1,2,3,4,5,3,1,4,2,5,1)
eine Euler-Tour in Kj. (Zur Erinnerung: Vs = {1,2,3,4,5} und E5 = {{u,v} :
u,v € Vs und u # v}.)

Aufgabe 6. Seil"' = (V| E) ein einfacher, plittbarer, zusammenhéngender, endlicher
Graph.

a) Seiv(I') = |V|, e(I") = |E| und ¢g(T") die Anzahl der Gebiete, in die der geplattet
gezeichnete Graph I' die Ebene zerlegt. Nach der eulerschen Polyederformel
gilt dann v(T") — e(T') 4+ ¢(T") = 2.

b) Nach dem Vierfarben-Satz von Appel und Haken gilt x(I') < 4. (Eine kleinere
Schranke, die fiir alle denkbaren I' funktioniert, gibt es nicht.)

¢) Wir betrachten nun den in der Skizze dargestellten Graphen G:
/ : \ / ? \
4
Die Funktion f : V — {rot,blau, gelb}, die durch

x| 1 ]2 |3]4]5]6
f(a:)‘blau‘gelb‘rot‘gelb‘rot‘rot

definiert wird, ist eine Kantenfirbung mit 3 Farben. (Mit weniger Farben
kommt man nicht aus, da man nach Vorlesung schon fiir einen Kreis unge-
rader Lange 3 Farben braucht.)



d) Wir betrachten den vollstdndigen Graphen Kz = (Vg, Fg) mit Knotenmenge
Ve = {1,2,---,6}. Sei H := (Vi, Es \ {{1,2},{2,3}}) der Graph, der aus Kg
durch das Entfernen der beiden Kanten {1,2} und {2,3} entsteht.
Behauptung. H ist nicht plattbar. Beweis. v(H) = 6 und e(H) = g —
2 = 13. Ware H plattbar, so miifite nach einer Folgerung zu der eulerschen
Polyederformel (siche Skript) schon e(H) < 3v(H) — 6 gelten, was nicht der
Fall ist. ([l



