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Aufgabe 1. (6 Punkte)

a)

Wir betrachten auf R die durch
xSy <= |z —y| <2

gegebene Relation S C R x R. Entscheiden Sie, ob S reflexiv ist, ob S tran-
sitiv ist und ob S symmetrisch ist. Begriinden Sie in den drei Féllen IThre
Entscheidung stichhaltig!

Auf der Menge M := {1,2,3,4,5} betrachten wir die Relation

T:={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,2),(2,1), (4,5), (5,4) }.

Die Relation T ist eine Aquivalenzrelation. Dies braucht nicht gepriift werden.
Fiir jedes © € M gebe man die Aquivalenzklasse [z] = {y € M : 2Ty} explizit
an. Geben Sie ferner die Faktormenge M /T explizit an. (Achten Sie auch auf
das richtige Setzen der Mengenklammern.)

Fiir z,y € Z setzen wir
rTRQYy:=x-y—xr—y-+2.

Man entscheide mit stichhaltiger Begriindung, ob die Verkniipfung ® : Zx7Z —
Z kommutativ ist und ob ® assoziativ ist. (Hier stehen +, — bzw. - fiir die
gewohnliche Addition, Subtraktion bzw. Multiplikation in Z.)

Aufgabe 2. (4 Punkte) Wir bezeichnen mit ¢ die Eulersche p-Funktion.

a)
b)

Berechnen Sie ¢(990).

Bestimmen Sie (einschlieflich einer stichhaltingen Begriindung) alle Zahlen
n > 1, die ¢(n) = 10 erfiillen. (Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass eine solche
Zahl von der Form n = 2¢- 3/ - 119 sein muf.)

Aufgabe 3. (6 Punkte)

a)

b)

c)

Berechnen Sie den groiten gemeinsamen Teiler ¢ = gg7'(31,101). Berechnen
Sie ferner u,v € Z mit g = 31u + 101v.

Entscheiden Sie, ob [31]0; eine Einheit in Z/101 ist und bestimmen Sie gege-
benenfalls das zu [31],0; inverse Element.

Berechnen Sie ein x € 7Z, das
r =94 mod 101 und 2z =4 mod 31

erfiillt.

In allen Teilaufgaben soll der Rechenweg in verstindlicher Weise angegeben werden.



Aufgabe 4. (4 Punkte) Wir betrachten die folgende Mini-Version von RSA: Alice
hat zwei Primzahlen p # ¢ gewahlt, N = pqg berechnet und N = 55 o6ffentlich
gemacht. Der offentliche Verschliisselungsexponent von Alice ist e = 3.

a) Was ist die RSA-Verschliisselung der Nachricht m = [2]55 € Z/55 an Alice?
b) Der RSA-Modul N ist zu klein, um Sicherheit zu bieten. Berechnen Sie p, g,
©(N) und den geheimen Entschliisselungsexponenten d von Alice.
Aufgabe 5. (10 Punkte) Wir betrachten den in der Skizze dargestellten endlichen,
einfachen Graphen I' = (V| E):
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a) Entscheiden Sie, ob I'" hamiltonsch ist, und geben Sie gegebenenfalls einen
Hamiltonkreis in I" explizit an.

b) Entscheiden Sie, ob I' eulersch ist, und geben Sie gegebenenfalls eine Euler-
Tour in I' explizit an.

c) Was ist die chromatische Zahl x = x(I') von diesem Graphen? Beweisen Sie
die Antwort, die Sie geben, in dem Sie

e cine Knotenfarbung von I' mit x Farben explizit angeben und

e stichhaltig begriinden, warum es fiir I' keine Knotenfarbung mit weniger
als xy Farben gibt.

d) Wir betrachten nun den Graph IV = (V, EU{{5,7},{6,8},{2,5}}), der aus T’
durch Hinzufiigen der drei Kanten {5, 7}, {6,8} und {2,5} entsteht. Entschei-
den Sie, ob I'" plattbar ist, und geben Sie eine stichhaltige Begriindung fiir die
Aussage, die Sie treffen.

e) Geben Sie die Aussage des Satzes von Ore iiber die Existenz von Hamilton-
Kreisen wieder.



Losungsskizze

Aufgabe 1.
a) Behauptung: S ist reflexiv.
Beweis. Es gilt |x — x| = 0 < 2 und daher zSz fiir alle x € R.

Behauptung: S ist nicht transitiv. Beweis. Es gilt 052 (denn [0 — 2] =2 < 2)
und 254 (denn |2 — 4| = 2 < 2) aber nicht 054 (da [0 — 4] =4 > 2).

Behauptung: S ist symmetrisch. Beweis. Wenn xSy gilt, dann folgt |z —y| < 2,

und da |y —z| = | — (z — y)| = |z — y| gilt erzwingt das |y — x| < 2 und daher
ySx.
b) Es gilt [1] = {1,2},[2] = {1,2},[3] = {3}, [4] = 4,5}, und [5] = {4, 5}. Ferner
gilt
M/T = {{1,2},{3},{4,5}}.
c) Es gilt

YyQr=yr—y—x+2=czy—r—y+2=Qy
fiir alle x,y € Z. Daher ist ® kommutativ.
Ferner gilt
t®(Y®z) = r@Hyz-—y—2+2) =
= 2(yz—y—2+2)—r—(yz—y—2+2)+2=
= Yz —xYy—r2—Yz+xr+y+=z

und

(zy—2r—y+2)®z=
(xy—z—y+2)z—(zy—x—y+2)—2+2=
TYz: — Tz — Yz —xYy+r+y+z=

= Yz —axYy —xr2—Yz+xr+y+=z

(rRyY)® =z

fiir alle x,y, z € Z. Daher ist ® assoziativ.
Aufgabe 2.

a) ©(990) = p(2-32-5-11)=(2—-1)-3-(3—1)- (5 —1)- (11 — 1) = 240.

b) Behauptung. Wenn ¢(n) = 10 gilt, dann gibt es Zahlen e, f,g > 0 mit n =
2¢3/119.
Beweis. Gelte ¢(n) = 10 und sei p ein Primteiler von n. Dann ist ¢(n) = 10
durch p—1 teilbar nach der Formel aus der Vorlesung, die schon in a) benutzt
wurde. Es kann also nicht p > 12 gelten, denn sonst wéare p — 1 > 10. Daher
ist p < 11. Wére p = 5 miifite 10 durch 4 teilbar sein, was nicht der Fall ist.
Wire p = 7, so miifite 10 durch 6 teilbar sein, was ebenfalls nicht der Fall ist.
Also mufl p € {2, 3,5} gelten. Die Zahl n ist hat also hochstens 2, 3 oder 5 also
Primteiler und ist daher von der in der Behauptung geschilderten Gestalt. [J



Uberlegung. Seien nun e, f, g > 0 Zahlen mit ¢(2¢3/119) = 10. Sei n = 2¢3/119.
Wire g > 2 so wiirde folgen, dass 10 durch ¢(119) = 11971 - 10 also insbeson-
dere durch 110 teilbar wire, was nicht der Fall ist. Also folgt ¢ € {0,1}. Es
kann andererseits nicht g = 0 gelten, da sonst ¢(n) = ¢(2°37) nicht durch 5
teilbar wére und somit nicht gleich 10 sein konnte. Dies erzwingt und

p(2°37) = 1.

Aus (2°37) = 1 folgt »(2¢) = 1 und ¢(37) = 1 und letzteres erzwingt ,
da sonst p(37) = 3771 . 2 zu grofl. Aus ¢(2¢) = 1 folgt schliefllich [e € {0,1}|.
Insgesamt folgt n € {11,22}. Man sieht leicht, dass umgekehrt auch wirklich
©(11) = 10 und ¢(22) = 10 gilt. O

Antwort. Genau dann gilt p(n) = 10, wenn n = 11 oder n = 22 gilt.

Aufgabe 3.
a) Es gilt
101/31 = 3 Rest 8
31/8 = 3 Rest 7
8/7 = 1Rest1
und daher

ggT(101,31) = ggT(31,8) = ggT(8,7) = ggT(7,1) = 1.
Durch Riickwartseinsetzen erhalt man
1 = 8-7=8-(31-3-8)=-31+4-8=
= —31+4-(101-3-31)=4-101—13-31.

b) Da ggT(31,101) = 1 gilt, muss [31] eine Einheit in Z/101 sein. Ferner gilt (vgl.
Teil a))
1=4-101-13-31 = —13-31 mod 101

und daher [31]7! = [-13] = [8§].
c) Nach a) gilt 1 =4-101 — 13 - 31. Daher erfiillt
r=4-101-4—-13-31-94 = —36266

die beiden Kongruenzen.

Anmerkungen:

e Wegen —36266 = 1306 mod 31 - 101 erfiillt 1306 die beiden Kongruenzen
ebenfalls.

e Statt obigem systematischem Ansatz kann man auch versuchen, eine
Losung zu erraten.

Aufgabe 4.

a) Die Verschliisselung ist ¢ = [2]2; = [8]ss.



b)

Durch Faktorisieren von N erhdlt man p = 5, ¢ = 11. Es folgt ¢(N) =
(p —1)(¢ — 1) = 40. Ferner weifl man, dass ed = 1 mod ¢(N) und daher
3d = 1 mod 40 gelten muss. Man sieht, dass d = 27.

Aufgabe 5.

a)

b)

c)

)

Zum Beispiel ist (1,2,3,4,8,7,6,5,1) ein Hamilton-Kreis in I". Insbesondere
ist I' hamiltonsch.

Zum Beispiel ist (1,5,6,2,1,6,7,2,3,7,8,3,4,8,5,4,1) eine Euler-Tour in T
Insbesondere ist T eulerschll]

Es gilt jedenfalls x(I') > 3, da I" das Dreieck A mit Knoten 5, 6, 1 enthélt. Neh-
men wir an, es giabe eine Knotenfirbung f : K — {rot, gelb, blau}. Die Knoten
5,6, 1 miiiten dann unterschiedlich gefirbt sein, o.E. f(1) = rot, f(5) = gelb
und f(6) = blau. Da 2 mit 1 und 6 verbunden ist kann f(2) weder rot noch
blau sein. Also miifite f(2) = gelb gelten. Da 7 mit 6 und 2 verbunden ist
wiirde das f(7) = rot erzwingen. Daraus wiirde folgen, dass f(3) = blau, weil
3 mit 7 und mit 2 verbunden ist. Nun ist 8 mit dem gelben Knoten 5, dem ro-
ten Knoten 7 und dem blauen Knoten 3 verbunden. Widerspruch - man sieht,
dass man mit 3 Farben nicht auskommt.

Es gilt also x(I') > 4. Geben nun eine Knotenfirbung mit 4 Farben explizit
anck

1| 2] 3| 4 5] 6 | 7]8

rot ‘ gelb ‘ blau ‘ griin ‘ gelb ‘ blau ‘ griin ‘ rot

Es muss also x(I') = 4 gelten.

Behauptung: T" ist nicht plattbar. Beweis. IV hat v = 8 Knoten und e = 19
Kanten. Wére I plattbar, so miiite nach Vorlesung e < 3v — 6 gelten was
nicht der Fall ist. (Hier ist 3v — 6 = 18 und e = 19 - zu viele Kanten).

Siehe Skript.

!Dass I eulersch ist sieht man auch daran, dass alle Knotengrade gerade sind.
2Aus dem Vierfarbensatz von Apel und Haken folgt, dass eine solche Firbung existiert, da I’
offensichtlich plattbar ist.



