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Fiir jede Aufgabe gibt es 8 Punkte. Zum Bestehen der Klau-
sur sollten 16 Punkte erreicht werden.
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Punkte:

Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Diskutieren Sie die Stabilitdt der Nulllosung bei folgenden Systemen:

Y _ -2 1 hn Y _ -2 =3 Y1
Ya -1 =3) \yz/ " \» L2 ) \y)
(b) Diskutieren Sie die Stabilitit der Nulllosung bei der Gleichung:
y/,/+3y//+4y/+2y20.

2. (a) Diskutieren Sie die Stabilitdt der Nulllosung bei dem System:

Yi=—Y2— Y5, Yh=u1.

d
Betrachten Sie die Differentialgleichung d_y2 S— 5 und entnehmen

. . . . yl y2 + y2
Sie der Losung eine Ljapunow-Funktion.

(b) Diskutieren Sie die Stabilitdt der Nulllosung bei dem System:
V==Y =Y Yo =1 — Y

mit der Methode der Linearisierung und mithilfe der Ljapunow-Funktion
V(yi,y2) = i + 5.

3. (a) Losen Sie das folgende Anfangsrandwertproblem fiir die Wellenglei-
chung:
0*u  O*u

FE

ou
ot
fiir 0 < x <1, 0 < t.Losen Sie das Problem mit der Fourier-Methode.
(b) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem fiir die Wirmeleitungs-
gleichung

u(0,t) =u(l,t) =0, wu(x,0)=sin(37z), (,0) =sin(dmx),

ou  0%u e , x>0,

E:@’ u(yc,())—{ 0 z <0 y I'ER,OSt



4. Betrachten Sie das Randwertproblem fiir die Potentialgleichung:

%($)+%(ZE):O, :EED, U(ZL‘):f(x)’ IEG@(D)

(@)Sei D = {x = (x1,22), 0< 21 <4,0 <2y <2}

P Auf dem Rand gelte: f(2,0) = 1,
2 i T f(2,2) = 1, f(3,0) = —1, f(3’2> -
11, Te, T, —1 und f = 0 sonst. Berechnen Sie die
M - 7)( Losung in den Punkten: P, = (1,1), P, =
1 (2,1), P; = (3,1), mit dem Differenzen-
verfahren:
u(zy, xe) = i (u(zy+ 1,29) +u(zy — Lxg) +u(xy, 20+ 1) +u(zy, 20 — 1)) .

(b) Sei D = {z = (z1,x2) = (rcos(¢),rsin(¢p)),r > 2,0 < ¢ < 27}.
Auf dem Rand gelte: f(2cos(¢),2sin(¢)) = 1+ 3 cos(5¢) + sin(3 ¢).
Wie lautet die Losung in Polarkoordinaten?

(Ansatz: u(r,¢) = Ao + Y-, 77" (A, cos(n¢) + B, sin(n¢)).)



Losungen

1a)
—2—A 1 2 _
det( 1 _3_)\>—)\ +5A4+7=0
)\1:—§+—\/§Z, 2:—§——\/§i,
2 2 2 2

Realteil < 0, Nulllésung asymptotisch stabil.

—2-X =3\ _ B
det( 1 2)\)—/\—1—0

ANo=—1, l=1,

Realteil A\ > 0, Nulllosung instabil.
1b)
M E3XN+40+2=0.

M=—1, N4+3XN+4r+2=A+1) (N +21+2).
M=—1, =—-14+0i, ) 3=—-1+1,
Alle Realteile < 0. Asymptotische Stabilitét.



2a)

d _
T _Th /(yz +y3) dys = /(—yl)dyl,

dy. Y2+ s’
2 4 2
Ya Yo n
242 A,
2 "4 2
Y3

yf%—y%%—; =2c,c>0.
Ljapunow-Funktion: ,
V(yi,y) =i + vz + %
V(y1,92) >0
fiir (y1,y2) # (0,0).

oV oV
— W, y2) (v —v3) + — (W1, y2) y1 =241 (—yo —¥3) + (Bya +2y5) y1 = 0
oy ys

fir (y1,y2) # (0,0). Stabilitit.
2b) Linearisierung:
/ /

Y1 = —Y2,Y = Y1,

N A N
det(l _)\>_/\ F1=0,)\=+i.

Keine Aussage moglich.

V(yhyz) >0
fl'jr (yl,yg) 7é (07 0)
oV oV
a—yl(yhyz) (—y; — o) + a_m(yluy2> (yi —y3) = —2y; — 2y, <0

fiir (y1,y2) # (0,0). Asymptotische Stabilitit.



3a) Fourier:

3b)

Alw) =

Z C,, cos(nmt) + D, sin(nnt)) sin(nmz).
n=1

f(z) =sin(3mx) ZC’ sin(n T x)

g(xz) =sin(bmx) = Z D,nrsin(nmz).

n=1

1
u(z,t) = cos(3nt) sin(3wx) + B sin(b7t) sin(57x)
7r

(e 9]

u(z,t) =2 /(A(w) cos(w ) + B(w) sin(wz)) e dw

0

[e.e]

1
2m

—00
[e.o] o

% u(€,0) sin(w &) dé = P / e~ sin(wé) dé =

—00 0

— [ u(&,0) cos(wé) dé = 1 /e—f cos(w &) d¢ = 57 T
0




4a)

u(Py) = ulF).
u(Py) = Ju(P) + pulPy) + 3
u(Py) = gu(P) ~ 3.
4 -1 0\ [uP) 0
—1 4 1| |up)|=1]2
0 -1 4 /) \u(P) —2
Losung: u(P;) = 238 u(Py) = % u(P3) = —%.

4b)
Ao—i-Z'r (A, cos(n¢)+ B, sin(ng)).

w(2,¢) = Ao+ Z 27" (A, cos(n @)+ By, sin(n¢)) = 1+ 3 cos(5 @) +sin(3 ¢)

n=1

Ay=1,A4,=3-2° 4, =0,n+#0,5,B3=2° B, =0,n+#3.
3-2° 23
u(r,¢) =1+ —— cos(5¢) + p sin(3¢) .

Oder Koeffizienten berechnen:

2m 2w
1 2"
to=5= [ 1004, Z [ () costni o, B =2
0 0

(Umsténdlich).



