KLAUSUR

Differentialgleichungen

2.03.2012
(W. Strampp)

Name:

Vorname:

Matr.—Nr.:

Studiengang:

Fiir jede Aufgabe gibt es 8 Punkte. Zum Bestehen der Klau-
sur sollten 16 Punkte erreicht werden.
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Punkte:

Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Diskutieren Sie die Stabilitdt der Nulllosung bei dem System:

Y -4 -6 0 Y1
Bl=(3 5 0 (7
yé 3 3 2 Y3

(b) Diskutieren Sie die Stabilitit der Nulllosung bei der Gleichung:

y///+2y//+5y/:0‘

2. (a) Diskutieren Sie die Stabilitédt der Nulllosung bei dem System:

()= %) )+ ()

mit der Methode der Linearisierung.
(b) Zeigen Sie die asymptotische Stabilitdt der Nulllosung bei dem System:

Y= =124+ 3y2, Y= 2y —us.

Versuchen Sie, eine Ljapunow-Funktion der Gestalt V (x,y) = ay? + By2
zu finden.

3. (a) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung
Pu  0%u ou
W = @7“(1‘70) = f(z)vau(l‘ao) = va € R7

<z <1, f(x)=0,sonst,

N —

f(x)zx,0§x§%7f(x)=—x+1,

mit der Methode von d’ Alembert. Zeichnen Sie eine Skizze der Losung fiir
113

tzoafpiafpl'

(b) Stellen Sie die Losung u(z,t) des Anfangsrandwertproblems fiir die

Wirmeleitungsgleichung

ou 0%
E_C @W(%O)—f@%



0<z<Il,u(0,t)=u(l,t)=0,0<t,

mit einer Fourierreihe dar, und schreiben Sie u(x,t) in der Form:
l
(e t) = [ Klo.&.0) ) de.
0

4. Welche Losungen ergeben sich fiir das Randwertwertproblem:

Pu  0*u
@—l—a—yz:u,ogxga,ye]&

u(0,y) = ufa,y) =0,
mit dem Separationsansatz: u(z,y) = F(z) G(y)?



Losungen

1a)
—4—-X —6 0
5—-2 0 | =-(0=22*0\+1)=0
3 3 2—A

M=X=2,A3=-1,
Realteil \; > 0, Nulllosung instabil.
1b)

N 42X +50=0

)\1 :0,>\273 == —1i22,

Alle Realteile < 0. (A\; = 0 einfache Nullstelle). Stabilitdt. Keine asymptotische

Stabilitit.
2a) Die Jacobi-Matrix der rechten Seite im Nullpunkt lautet:

1 0
0 -1
mit den Eigenwerten: \; = —1, A\ = 1. Es folgt: Instabilitit.
2b)
oV oV
a_y1<yla y2) (=7 + 312) + a_yQ(ylny) (=291 —3)
200y (—y) +3y2) + 28 (=251 — v3)
= 2(—al+3ayiya—28y1y2 — Bys).
Wihle @ > 0, 8 > 0, 8 = 2, dann wird V zur Ljapunow-Funktion. Die

Nulllosung ist asymptotisch stabil.
3.a)

(f(z+1) + f(z = 1))
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u(z,t) =
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Die Losung u(x,t) fiir t = 0,1, % 2 1 und Plot der Losung iiber der

) 40 99 40
x — t-Ebene
3.b) Die Losung des Anfangsrandwertproblems

ou 0% B
E—C @W(%O)—f@),

0<z<Il,u(0,t)=u(l,t)=0,0<t,

bekommen wir zundchst mit einer Fourierreihe:

mit den Fourier-Koeffizienten:

C, =

~| N

/lf(x) sin (? a:) dx .

Einsetzen und Verauschen von Summation und Integration ergibt:

- !
u(z,t) = 2 % O/f(g) sin <$ 5) d¢ | sin (? x) e Mt
u(z,t) :/Z (% if(ﬁ) sin (? f) sin (% x) e_’\%t> e ,
0 n=1



l

u(z,t) = / (% f:sin (TLZ—W f) sin (nTW :1:) e_’\%t) f(&)d¢.

0 n=1

Wir haben folgende Quelllésung:

K(r,6.t)=7 ;sin (”T” r) sin (“TW ) e
4) d’F
?(g) =k=-p*p>0,
%ﬁ(g) =(1—-k)=1+p*,p>0,
g(ﬂf) +p* F(z) =0,
%(y) —(1+p*)G(y) =0,
Randbedingung:

F(x) = A cos(p) + B sin(p)
F0)=0= A=0,F(a)=0 ﬁp:pnz%,neN.
Gy) = Cy e\/@y + D, e‘\/@y
w(z,y) = sin(py ) (Cp eV IHRY 4 D e~V



