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Fiir jede Aufgabe gibt es 8 Punkte. Zum Bestehen der Klau-
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Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Diskutieren Sie die Stabilitdt der Nulllosung
(yl (x)) = (8) bei dem folgenden System:

y2()
Y _ 3 1 Y1
Ys 2 =3) \y/)
(b) Zeigen Sie die asymptotische Stabilitit der Nulllosung

(31223) = (8) bei dem System:

YL =—y — s,

Yy =Yt — Y5 ,

mithilfe einer Ljapunow-Funktion V (y1, y2) = a1 yi + az 43.

2. Diskutieren Sie die Stabilitit der Nulllssung (ngD - (8) bei dem
2

System:
yi = Y2,
Yo = —sin(y1) — v

(a) mit der Methode der Linearisierung,
(b) mit der Ljapunov-Funktion:
V1, y2) = 4 (1 —cos(y1)) + 45 + (11 + 12)°.

Bitte wenden!



3. (a) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem mit der Methode von d’ Alembert:

Pu  0%*u _ ou
2= 5 u(z,0) = sin(z), o
und bestimmen Sie die Werte «(0, ) und u(r, t).
(b) Das Anfangsrandwertproblem
v 0*u  O%u

o2 " o2 T ogr

(x,0) = sin(2x)

. ou
u(z,y,t) =0firr =0,z =1,y =0,y = 1,u(z,y,0) = f(z,y), a(x,y,O) =g(z,y),
(fir0 <z <1,0 <y < 1,0 < 1), besitzt folgende Losung:

u(z,y,t) = Z Zumn(x, y, t) mit Eigenschwingungen:

m=1 n=1
U (2,9, 1) = (Crapn €08(Apn )+ Doy, sSin( A t)) sin (mmx) sin(nmy) ,
Amn = TVmM2 +n?.
Wie lautet die Losung fiir f(x,y) = sin(3 7 ) sin(4 7 y)+sin(4 7 z) sin(3 7 y),

g(z,y) = 0? Zeichnen Sie die Knotenlinien der Eigenschwingung u, 3(x, y, t).

4. Gegeben sei die Wirmeleitungsgleichung:

2
%:%, reR,0<L.

(a) Losen Sie das Anfangsrandwertproblem 0 < x < 7,0 < ¢:
uw(0,t) =u(m,t) =0, wu(x,0)=sin(x).

(b) Das Anfangswertproblem x € R,0 < t:
sin(z) , 0<z<m,

u(w,0) = f(z) = { 0 , sonst .
besitzt eine Losung der Gestalt: u(z,t) = 2 /(A(w) cos(w ) + B(w) sin(wz)) e dw

0
Geben Sie die Koeffizienten A und B an. (sin(a) cos(3) = 3 (sin(a— 8) +

sin(o + 3)), sin(a) sin(8) = 3 (cos(aw — ) — cos(a + B))).
(c) Nennen Sie eine weitere Methode zur Losung des Anfangswertproblems
aus (b).



Losungen

1a)

3—A 1 2 B
det( 9 _3_)\)—)\—11—0
Al,gzi\/ﬁ.

Nulllosung ist instabil. 3P

1b)

oV 5 3 151% 3 5
ayl(yl,yz)( Y y2)+ay2(y1,y2)(y1 Ys)

= doqy; (—y —v3) +4aays (Y —v3)
= —dayyl —darys —daryiys +4asyl v
Wihle 1] = Qg = 1.
oV oV
—(y1,y2) (—y; — 3) + ——(y1,00) (U — ) = —4yS — 4 4.
oy OYa

V(y1,92) >0, (y1,92) # (0,0), TV (41 (2),92(2)) <0, (y1,92) # (0,0).
Die Nulllosung ist asymptotisch stabil. SP



2a) Linearisiertes System:

i _ 0 1 Y1
Yo -1 -1 \p2)
Eigenwerte der Systemmatrix:

—A 1 Y B
det(_l _1_>\>_A +A+1=0,

1 1 1 V3
Mo=—=dy)>—1=—=+Y2;
R 77!

Negativer Realteil, also asymptotische Stabilitit. 4P
2b) Ljapunov-Funktion:

V(yi,y2) =4 (1 —cos(yr)) +y3 + (y1 +12)* .

Es gilt:
V(070) = 07 V(yl)yQ) > 0 fir (y17y2) 7é (070)7

und

gradwyl,yz)( v )= (4 sin(y) + 2 (1 + 2), 200 +2 (1 + 1)

—sin(y1) — y2
(— Sin(ii) - y2>

= —2(y5+yi sin(y;)) <0.

. Y2 .. ..
Somit gradV (v, . = 0 fiir (yq, = (0,0) und < O fiir
gradV/ (y1, y2) <_Sm(y1) _yz) (y1,42) = (0,0)
(y1,92) € D = {(y1,92) |y1 € R,—7m < yo < w}. Die Nulllgsung ist asympto-
tisch stabil. 4P



3a) Nach der Methode von d’ Alembert ergibt sich die Losung:
z+t

u(z,t) = % (sin(z +t) +sin(z — 1)) + % / sin(2 &) d§
= % (sin(z + t) + sin(x — t)) — éll (cos(2(x +1t)) —cos(2(z —1))) .
u(0,t) = % (sin(t) + sin(—t)) + % /sin(2 §)dé=0. 2P

Da die Funktionen sin(t), sin(2¢) ungerade sind.

T+t
u(m ) = % (sin(r + 1) + sin(r — 1)) + % / sin(2€) de = 0,

T—t

wegen sin(m + t) = —sin(r — ¢t) und sin(2 (7 + t)) = —sin(2 (7 — t)). 2P

3b)
u(z,y,t) =cos(bmt) (sin(37x) sin(dry)+sin(dnz) sin(37y)). 2P
Knotenlinien:
ug3(x,y,t) = (Cyz cos(Ay3t) + Dy3 sin(Ay3t)) sin(dnz) sin(37y) =0,
1 2 3 1 2
sin(47rx) =0 ixzo,z,z,z,l,Sin(Bﬂ'y) =0 :>y:(),§,§,1. 2P
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4a) Die Losung des Anfangsrandwertproblems (Stab endlicher Léinge) lautet:

> : 2 [
= g C, sin(nx)e™", C,== /sin(x) sin(nx) dz .
T
n=1

0

Wir C'; = 1. Alle anderen Fourierkoeffizienten ergeben null.
u(x,t) =sin(z)e . 3P

4b) Die Losung des Anfangswertproblems (Stab unendlicher Linge) lautet:

u(z,t) = /(A(w) cos(w ) + B(w) sin(wz)) e dw .

—00

Dabei nehmen die Koeffizienten folgende Gestalt an:

Alw) = / f(&) cos(w&)dE = 2i /sm(f) cos(w&) d
= (1—7)2 (14 cos(w)),
B(w) = /f sin(w¢) d§ = ZL /sm(f) sin(w &) d¢
= m Sln(w 7T> 4P
4c¢) Grundlosung (Quelllosung):
0 (z-g)?

wat) = [ S o) de. P

—0o0



