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Fiir jede Aufgabe gibt es 8 Punkte. Zum Bestehen der Klau-
sur sind 15 Punkte erforderlich.
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Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Zeigen Sie die asymptotische Stabilitit der Nulllosung bei der Glei-
chung:
" 1/ /
¥y +4y " +9y + 10y =0.

—2x

(Hinweis: y(x) = e~ *7 ist eine Losung).

(b) Wie muss man « € R wihlen, damit die Nulllosung bei dem folgenden
System asymptotisch stabil wird:

i) _ (1 =1\ (wn),
Ys o —2 Ya)
(c) Zeigen Sie die asymptotische Stabilitit der Nulllosung bei dem System:

vy = cos(y1) —1+ys,
Yo = —y1—3sin(ys),

mit der Methode der Linearisierung.

2. (a) Zeigen Sie die asymptotische Stabilitdt der Nulllosung bei dem System

Y= 0+ 20, Yy =2y — s

mithilfe der Ljapunow-Funktion V (y1, y2) = 3% + 3.
(b) Diskutieren Sie die Stabilitit der Nulllosung bei dem System

/

Y=, Yy=—4y—ui,

mit der Methode der Linearisierung und anschlieend mit einer Ljapunow-
2
Funktion der Gestalt: V(y1,y2) = 2 + v(y1).

Bitte wenden!



3. (a) Gegeben ist die Wellengleichung:

0%u 0%u
o T am

Losen Sie das Anfangsrandwertproblem
. ou .
u(z,0) =2 sin(r ), Eu(w, 0) =sin(dmx),u(0,t) =u(l,t) =0.
mit der Fourier-Methode und anschlieBend mit der Methode von d’ Alembert.

(b) Gegeben ist die Warmeleitungsgleichung:
ou  du
ot 0z’

Losen Sie das Anfangsrandwertproblem:
u(0,t) = u(m,t) =0, wu(x,0)=sin(z)+ 3 sin(3x).

4. Betrachten Sie das Randwertproblem fiir die Potentialgleichung:

52 52
a_;%(xwr@—;g(x):o, reD, wulx)=f(x), ze€dD).

(a)SeiD:{l':(l'l,xg),OSZL‘l§5,0§Z’2§2}.

Auf dem Rand gelte: f(2,0) = 1,
f(2,2) = 1 und f = 0 sonst. Geben
Sie ein lineares Gleichungssystem in Ma-
trixform zur Berechnung der Losung in
den Punkten: P, = (1,1), P, = (2,1),
Py = (3,1), P, = (4, 1), mit dem Diffe-
renzenverfahren:

1
u(xy, x2) = 1 (w(zg + 1, 20) +u(z — 1, 20) +u(xy, 20+ 1) +u(xg, 20 — 1)) .
(b) Sei D = {x = (x1,x9) = (rcos(¢),rsin(¢)),0 <r <2,0 < ¢ <27},
Auf dem Rand gelte: f(2 cos(¢),2sin(¢)) = 1+ 3 cos(5 ¢).
Wie lautet die Losung in Polarkoordinaten?
(Ansatz: u(r,¢) = Ao + Y .-, " (A, cos(n¢) + B, sin(n¢)).)



Losungen

1a)
MN+4XN4+91+10=0

AM=—2, (AN +4NHIN+10): (A +2) =2 +2)\2 +5,
Ao=—1+2i ) 3=—-1+21,
Alle Realteile < 0. Nulllosung ist asymptotisch stabil.

1b)
1—A =1\ _ B
det( N _2_)\>—)\ +A4+a—-2=0
1 1 1 1
)\1:—§+§\/9—40é, A2:—§—§\/9—40é,

9—4a>0: —-14+vV9—4a<0

9
\/9—4oz<1<:>9—404<1a1502<oz<1.

9—4a<0: <

=~ O

Insgesamt: o > 2.

1c¢)
F= (Y ) m0=(G L)

—A 1 2 B
det(_1 _3_/\) =AN+3\+1=0,

3 1
AMo= 24—
1,2 5 2\/5,

A1,2 < 0, Nullldsung ist asymptotisch stabil.



2a)

V<070) :()7 V(yby?) > O:(ylay2> 7& (070)
1% oV
azwhw)@ﬂ%ﬂyﬂ+&zwhwﬂ—2w—£)Z—Z@ﬁﬂﬁ<0,wbw)%ﬂlm-

2b)
VL=, Yo= 4y i,
n\_ (0 1\ (m
Ys -4 0) \w2/)
-2 1Y\ B
det<_4 _/\)—)\ +4=0,
Ao = £24.
Keine Stabilititsaussage moglich.

oV ov dv
— (Y1, + — (Y1, —dy; —yd) = — + —4y; —y2).
By, (yl y2)y2 e (yl y2)( Y1 yz) e (yl)y2 yz( Y1 yg)

3
Wihle: v(y) = 2y} + 4.

V<07 0) = 07 V(yla y2) > 07 (yla y2) € U(O’ 0)

oV oV
— (v, + —(y1,92) (—4y1 —y3) = 0.
P (?J1 yz)yz Em (1/1 y2)( U1 y2>

Die Nulllosung ist stabil.

Die Funktion g(yl) =2y + % (links) und die Ljapunow-Funktion
Vyi,y2) = %2 + v(y1) (rechts).



3a)

2

4
c :g,c 1A, = nT.

(1) = g (cn cos <%n7rt) 4+ D, sin (%nﬂt)) sin(n 7 7)

f(z) =2 sin(m z) :ZCn sin(nmz),C; =2,C, =0,n#1,

n=1

g([B) :Sin(47rx):ZDn)\n sin(nﬂx),D4)\4=1,Dn=0an7527

n=1

(@, ) = 2 cos (%m) sin(r z) + 8—\/5 sin (%M t> sin(47 ).

r+ct

(fatet)+fo—ct)+ 5 [ g©de.

r—ct

utet) =sin (-4 2=t i - %t>_16£i (cos () = eos (2= Z21))
3b)

1
u(z,t) = 3

c=1,l=m,
u(z,t) = Z C, sin(nz)e ™", f(z)=sin(z)+3 sin(3z) = Z C, sin(nz).
n=1 n=1
C7 = 1,C5 = 3. Alle anderen Fourierkoeffizienten ergeben null.

u(z,t) = sin(x) e + 3 sin(3x) e "



4a)

u(Pr) = iu(%) ’
u(Py) = ~u(Py) + %LU(P?’) + 35
u(P3) = —u(Py) + %U<P4) ;

(P1) = 2 u(Py),

4 -1 0 0 u(Pr) 0

-1 4 -1 0 u(Pz) 2

0 -1 4 -1 u(Ps) ) 0

0 0 -1 4 u(Py) 0

(Lésung: u(Py) = % yu(P) = ;_(2)8 Ju(Py) = % ul(P) = % )

4b)
u(r, @) = Ag + Z'f’” (A, cos(n @) + B, cos(ng)).

n=1

w(2,¢) = Ag + Z 2" (A, cos(n¢) + B, cos(n¢)) =1+ 3 cos(5¢)

n=1

3
A():l,A5:ﬁ,An:O,TL%O,5,Bn:O

3
u(r,p) =1+ % 7° cos(5¢) .
Oder Koeffizienten berechnen:
27

1 .
Z—/f )dyp, A, =2—/ cos(n p)de, By —ﬂ/f(w) sin(n @) de .
0

0

(Umsténdlich).



