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Fiir jede Aufgabe gibt es 8 Punkte. Zum Bestehen der Klau-
sur sind 15 Punkte erforderlich.
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Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Diskutieren Sie die Stabilitdt der Nulllosung bei der Gleichung:

y///+2y//+5y/:0.

(b) Diskutieren Sie die Stabilitit der Nulllosung bei dem folgenden System:

() (5 ()

(c) Diskutieren Sie die Stabilitidt der Nulllosung bei dem System:

()= %) G+ ()
/ - + 2
Ya 0 -1 Y2 Ya Y1
mit der Methode der Linearisierung.
2. (a) Zeigen Sie die asymptotische Stabilitdt der Nulllosung bei dem System:
! 5 / 3
=y +3y2, Y= 25—

Versuchen Sie, eine Ljapunow-Funktion der Gestalt V (yy, y2) = ay?+ 32
zu finden.
(b) Diskutieren Sie die Stabilitidt der Nulllosung bei dem System:

Yi = —ys,

?Jé:yl-

Stellen Sie eine Ljapunow-Funktion her mithilfe der Einzelgleichung:

dy» _ 4
dy, Y5

Bitte wenden!



3. (a) Gegeben sei das folgende Anfangsrandwertproblem fiir die schwingende
Saite:

Pu  u

o2 a2’
Ju
ot
fir 0 <z <1,0 < t. Losen Sie das Problem mit der Fourier- und mit der
d’ Alembert-Methode.
(b) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem fiir die Wirmeleitungs-

gleichung

uw(0,t) =u(l,t) =0, wu(x,0)=sin(3rz), (x,0) =sin(bmz),

2
%:%, u(z,0)=el zeR,0<t.

4. Betrachten Sie das Randwertproblem fiir die Potentialgleichung:

Pu  0u
gz Tz =0 T€D, u@)=fl), weiD).

(@) Sei D = {(z1,22) |0 <2y <5,0 <2y <2},

Auf dem Rand gelte: f(2,0) = 1,
F(2,2) = 1, £(3.0) = 2, f(4,0) = —1,
f(4,2) = —1und f = 0 sonst. Geben
Sie ein lineares Gleichungssystem in Ma-
trixform zur Berechnung der Losung in
den Punkten: P, = (1,1), P, = (2,1),
Py = (3,1), P, = (4,1), mit dem Diffe-
renzenverfahren:

u(ry, z2) == (u(zy + Lxe) +u(xy — 1, 2o) +u(zy,z0+ 1) +u (g, 20 — 1)) .

1
4

(b) Sei D = {(rcos(¢),rsin(¢)) |r > 2,0 < ¢ < 27},

Auf dem Rand gelte: f(2 cos(¢),2sin(¢)) = 1+ 3 cos(5 ¢).

Wie lautet die Losung in Polarkoordinaten?

(Ansatz: u(r,¢) = Ao+ Y -, 7" (A, cos(n¢) + B, sin(n¢)).)



Losungen

1a)
N4+2X24+51=0

)\1:0,>\273:—1j:22',

Alle Realteile < 0. (A\; = 0 einfache Nullstelle). Stabilitdt. Keine asymptotische
Stabilitit.
1b)

2—A 1 2 B
det( 1 _3_)\)—/\ +A=7=0

11
A=—=+-+/29
2 27

Realteil A > 0, Nulllosung ist instabil.
1c¢) Die Jacobi-Matrix der rechten Seite im Nullpunkt lautet:

)

mit den Eigenwerten: \; = —1, Ay = 1. Es folgt: Instabilitt.



2a)

gr _ 3 ar 9y —
o (y1,y2) (—y; +3y2) + o (y1,92) (—2y1 — v3)
2ay; (=) +3y2) +2B8y2 (—2y1 — ¥3)

= 2(—ay?+3ay1y2—2ﬁy1y2—6y§)~

Wihle « > 0, 8 > 0, 8 = 2, dann wird V zur Ljapunow-Funktion. Die
Nulllosung ist asymptotisch stabil.

2b)
dy> _ _u1
diy ys
/ﬁ@z—/mwl
4 2
%2 + % —c,e>0.
Die Funktion:

2
Z1

Y3
Viyi,y2) = 1 + 9

stellt eine Ljapunov-Funktion dar.

_y3
gradV (y1, yo) ( y12) =0.

Oder: Die Losungen verlaufen im Phasenraum auf geschlossenen Kurven um den
Nullpunkt. Die Kurven konnen in beliebig kleine Kreise eingeschlossen werden.
Die Nulllosung ist stabil.
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3a) Fourier:

Z C,, cos(nmt) + D, sin(nnt)) sin(nmz).
n=1

f(z) =sin(3mx) ZC’ sin(n T x)

g(xz) =sin(bmx) = Z D,nrsin(nmz).

n=1

1
u(z,t) = cos(3nt) sin(3wx) + B sin(b7t) sin(57x)
7r

d’Alembert:
1 1 1 T+t
u(z,t) = 5 sin(37 (x +1)) + 3 sin(37 (x —t)) + 5 / sin(5m &) d€
z—t

u(z,t) = % sin(3 7 (x—kt))—f—% sin(3 7 (x—t))—lo% cos(5m (x+t))+10% cos(bm (z—t))
3b)

u(z,t) =2 /(A(w) cos(w ) + B(w) sin(wz)) e tdw,

2_

Alw) = ZL /6_5| cos(w&)d§ = % /6_5 cos(w&) d€ :%



4a)

1
U(Pl):ZU(Pz),
1 1 1
(Py) = S u(Py) + S u(Py) + 2
) = guz) i) 5
1 1
U(P4)—ZU(P3)—§,
4 -1 0 0\ [ulP) 0
1 4 -1 0| |uwp) 2
0 -1 4 —1| |u@®) 2
0 0 -1 4) \u(P) 9
. 36 144 122 74
<Losung: u(Py) = 209 su(P) = 200 Ju(Ps) = 200 ,u(Py) = 509 >

4b)

Ao—i-Zr (A, cos(n¢)+ B, cos(ng)).

w(2,¢) = Ag + Z 27" (A, cos(ng) + B, cos(ng)) =14 3 cos(5¢)

n=1
Ay=1,4;=3-2° A, =0,n#0,5,B,=0
u(r,@) =1+3-2°775 cos(5¢).

Oder Koeffizienten berechnen:

27 27 27
oe [ 10rde A== [ 1) costnieldg B =2 [ () sintn ) .
0 0 0

(Umstindlich).



