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Für jede Aufgabe gibt es 8 Punkte. Zum Bestehen der Klau-
sur sind 15 Punkte erforderlich.
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Punkte: Note:



Fangen Sie für jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blätter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Diskutieren Sie die Stabilität der Nulllösung bei der Gleichung:

y′′′ + 2 y′′ + 5 y′ = 0 .

(b) Diskutieren Sie die Stabilität der Nulllösung bei dem folgenden System:(
y′1
y′2

)
=

(
2 1
1 −3

) (
y1
y2

)
.

(c) Diskutieren Sie die Stabilität der Nulllösung bei dem System:(
y′1
y′2

)
=

(
1 0
0 −1

) (
y1
y2

)
+

(
y31

y22 y1

)
mit der Methode der Linearisierung.

2. (a) Zeigen Sie die asymptotische Stabilität der Nulllösung bei dem System:

y′1 = −y51 + 3 y2 , y′2 = −2 y1 − y32 .

Versuchen Sie, eine Ljapunow-Funktion der Gestalt V (y1, y2) = α y21+β y22
zu finden.
(b) Diskutieren Sie die Stabilität der Nulllösung bei dem System:

y′1 = −y32 ,

y′2 = y1 .

Stellen Sie eine Ljapunow-Funktion her mithilfe der Einzelgleichung:

dy2
dy1

= −y1
y32

.

Bitte wenden!



3. (a) Gegeben sei das folgende Anfangsrandwertproblem für die schwingende
Saite:

∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
,

u(0, t) = u(1, t) = 0 , u(x, 0) = sin(3 π x) ,
∂u

∂t
(x, 0) = sin(5 π x) ,

für 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t. Lösen Sie das Problem mit der Fourier- und mit der
d’Alembert-Methode.
(b) Lösen Sie das folgende Anfangswertproblem für die Wärmeleitungs-
gleichung

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, u(x, 0) = e−|x| , x ∈ R , 0 ≤ t .

4. Betrachten Sie das Randwertproblem für die Potentialgleichung:

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

= 0 , x ∈ D , u(x) = f(x) , x ∈ ∂(D) .

(a) Sei D = {(x1, x2) | 0 ≤ x1 ≤ 5, 0 ≤ x2 ≤ 2}.

Auf dem Rand gelte: f(2, 0) = 1,
f(2, 2) = 1, f(3, 0) = 2, f(4, 0) = −1,
f(4, 2) = −1 und f = 0 sonst. Geben
Sie ein lineares Gleichungssystem in Ma-
trixform zur Berechnung der Lösung in
den Punkten: P1 = (1, 1), P2 = (2, 1),
P3 = (3, 1), P4 = (4, 1), mit dem Diffe-
renzenverfahren:

u(x1, x2) =
1

4
(u (x1 + 1, x2) + u (x1 − 1, x2) + u (x1, x2 + 1) + u (x1, x2 − 1)) .

(b) Sei D = {(r cos(ϕ), r sin(ϕ)) | r ≥ 2, 0 ≤ ϕ ≤ 2π}.
Auf dem Rand gelte: f(2 cos(ϕ), 2 sin(ϕ)) = 1 + 3 cos(5ϕ).
Wie lautet die Lösung in Polarkoordinaten?
(Ansatz: u(r, ϕ) = A0 +

∑∞
n=1 r

−n (An cos(nϕ) +Bn sin(nϕ)) .)



Lösungen

1a)
λ3 + 2λ2 + 5λ = 0

λ1 = 0 , λ2,3 = −1± 2 i ,

Alle Realteile ≤ 0. (λ1 = 0 einfache Nullstelle). Stabilität. Keine asymptotische
Stabilität.
1b)

det

(
2− λ 1
1 −3− λ

)
= λ2 + λ− 7 = 0

λ = −1

2
± 1

2

√
29 ,

Realteil λ > 0, Nulllösung ist instabil.
1c) Die Jacobi-Matrix der rechten Seite im Nullpunkt lautet:(

1 0
0 −1

)
mit den Eigenwerten: λ1 = −1, λ2 = 1. Es folgt: Instabilität.



2a)

∂V

∂y1
(y1, y2) (−y51 + 3 y2) +

∂V

∂y2
(y1, y2) (−2 y1 − y32)

= 2α y1 (−y51 + 3 y2) + 2 β y2 (−2 y1 − y32)

= 2 (−α y61 + 3α y1 y2 − 2 β y1 y2 − β y42) .

Wähle α > 0, β > 0, β = 3
2
α, dann wird V zur Ljapunow-Funktion. Die

Nulllösung ist asymptotisch stabil.
2b)

dy2
dy1

= −y1
y32

.∫
y32 dy = −

∫
y1 dy1

y42
4

+
y21
2

= c , c ≥ 0 .

Die Funktion:

V (y1, y2) =
y42
4

+
y21
2

stellt eine Ljapunov-Funktion dar.

gradV (y1, y2)

(
−y32
y1

)
= 0 .

Oder: Die Lösungen verlaufen im Phasenraum auf geschlossenen Kurven um den
Nullpunkt. Die Kurven können in beliebig kleine Kreise eingeschlossen werden.
Die Nulllösung ist stabil.
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Die Kurven y42
4
+

y21
2
= c



3a) Fourier:

u(x, t) =
∞∑
n=1

(Cn cos(nπ t) +Dn sin(nπ t)) sin(nπ x) .

f(x) = sin(3 π x) =
∞∑
n=1

Cn sin(nπ x) .

g(x) = sin(5 π x) =
∞∑
n=1

Dn nπ sin(nπ x) .

u(x, t) = cos(3 π t) sin(3π x) +
1

5 π
sin(5 π t) sin(5 π x)

d’Alembert:

u(x, t) =
1

2
sin(3 π (x+ t)) +

1

2
sin(3 π (x− t)) +

1

2

x+t∫
x−t

sin(5 π ξ) dξ

u(x, t) =
1

2
sin(3 π (x+t))+

1

2
sin(3 π (x−t))− 1

10 π
cos(5π (x+t))+

1

10 π
cos(5π (x−t))

3b)

u(x, t) = 2

∞∫
0

(A(ω) cos(ω x) +B(ω) sin(ω x)) e−ω2 t dω ,

A(ω) =
1

2π

∞∫
−∞

e−|ξ| cos(ω ξ) dξ =
1

π

∞∫
0

e−ξ cos(ω ξ) dξ =
1

π

1

1 + ω2

B(ω) =
1

2π

∞∫
−∞

e−|ξ| sin(ω ξ) dξ = 0 .



4a)
u(P1) =

1

4
u(P2) ,

u(P2) =
1

4
u(P1) +

1

4
u(P3) +

1

2
,

u(P3) =
1

4
u(P2) +

1

4
u(P4) +

1

2
,

u(P4) =
1

4
u(P3)−

1

2
,

4 −1 0 0

−1 4 −1 0

0 −1 4 −1

0 0 −1 4





u(P1)

u(P2)

u(P3)

u(P4)


=



0

2

2

−2


.

(
Lösung: u(P1) =

36

209
, u(P2) =

144

209
, u(P3) =

122

209
, u(P4) = − 74

209
.

)
4b)

u(r, ϕ) = A0 +
∞∑
n=1

r−n (An cos(nϕ) +Bn cos(nϕ)) .

u(2, ϕ) = A0 +
∞∑
n=1

2−n (An cos(nϕ) +Bn cos(nϕ)) = 1 + 3 cos(5ϕ)

A0 = 1 , A5 = 3 · 25 , An = 0, n ̸= 0, 5 , Bn = 0

u(r, ϕ) = 1 + 3 · 25 r−5 cos(5ϕ) .

Oder Koeffizienten berechnen:

A0 =
1

2 π

2π∫
0

f(φ) dφ ,An =
2n

π

2π∫
0

f(φ) cos(nφ) dφ ,Bn =
2n

π

2π∫
0

f(φ) sin(nφ) dφ .

(Umständlich).


