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Aufgabe 1. (3+3+42=8 Punkte)

a) Losen Sie das Anfangswertproblem 3y’ = ze™¥, y(0) = 1 auf G = R x R.
b) Losen Sie das Anfangswertproblem 3’ = 2zy + exp(z?), y(0) = 1 auf G = R x R.

¢) Wir betrachten das Anfangswertproblem

Y =3Vy% y(0)=0 (&)
——
f(v)

auf G = R x R. Entscheiden Sie, ob die folgende kursiv gedruckte Argumentation
richtig ist. Falls die Argumentation falsch ist, so erlautern Sie kurz, wo der Fehler
steckt.

Die Funktion ¢ : R — R mit p(x) = 2 ist eine maximale Lésung von (&). Die
Funktion G — R, (x,y) — f(y) (rechte Seite der DGL) ist partiell differenzierbar und

gendigt daher lokal einer Lipschitz-Bedingung. Nach dem Satz von Picard-Lindeldf ist
@ die einzige maximale Losung von dem AWP (7). Weitere maximale Lisungen hat

() nicht.

Aufgabe 2. (24+2+2+43=9 Punkte)

a) Geben Sie ein Fundamentalsystem fiir die lineare Differentialgleichung

/

y:

S O =

10
-1 0 ]y
0 3
an. (Anmerkung: Bei dieser Aufgabe ist nichts zu rechnen!)

b) Finden Sie ein reelles Fundamentalsystem fiir die skalare lineare Differentialgleichung
/!
y' +4y =0.

c¢) Entscheiden Sie, ob das Randwertproblem
y'+4y =0, y(0) =1, y(m) =5 (%)

losbar ist, und berechnen Sie die Losung(en) gegebenenfalls. (Hinweis: Benutze das
Ergebnis von Teil b)).

d) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung der inhomogenen linearen Differentialglei-

chung y” + 4y = z. (Hinweis: Man benutze einen geeigneten Ansatz.)

Aufgabe 3. (44+2+3=9 Punkte)

a) Wir betrachten die autonome Differentialgleichung
v =y +4y — 1y (2)

auf dem Gebiet G = R x R. Bestimmen Sie die Ruhelagen von (2), skizzieren Sie

die Phasenlinie von (2) und geben Sie fiir jede dieser Ruhelage an, ob diese instabil

oder stabil ist. Bestimmen Sie ferner lim ¢(z) fir die maximale Losung ¢ von (2),
T—> 00

die ¢(0) = 5 erfiillt.



b) Wir betrachten nun die lineare Differentialgleichung
D-(2 ()
(yé > <—3 -1 Y2 (£)
N————

Berechen Sie die Eigenwerte von A. Entscheiden Sie dann, welche der folgenden
Aussagen (i)-(v) wahr ist:

(i) Das Phasenportrait von (.¢) ist vom Typ “stabiler Spiralstrudel”.
(ii) Das Phasenportrait von (.¢) ist vom Typ “instabiler Spiralstrudel”.
()

)

)
(iii) Das Phasenportrait von (&) ist vom Typ “stabiler Knoten”.
(iv) Das Phasenportrait von (.£) ist vom Typ “instabiler Knoten”.
)

(v) Die Trajektorien sind Kreise mit Mittelpunkt 0.
(Wir geben bekannt, dass genau eine der Aussagen (i)-(v) wahr ist.)
c) Wir betrachten die autonome Differentialgleichung
y1 \ _ ( sin(=y1 +12) + y1y2 Y1 of
Y2 exp(y1 — 3y2) Y2

1)

Offenbar ist 0 eine Ruhelage von (7). Berechnen Sie die Eigenwerte von D f(0)
und entscheiden Sie mit Hilfe der Methode der Linearisierung, ob die Ruhelage 0
asymptotisch stabil / stabil / instabil ist.

Aufgabe 4. (3+3+3=9 Punkte)

a) Wir betrachten das folgende Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung (schwin-
gende Saite unendlicher Linge):

OOwu(z,t) = 40,05u(x, t)
u(z,0) =0Vzr € R (1)
Owu(x,0) = cos(3z) Vo € R

Man berechne die Losung u : R? — R von (1) mit der Methode von d’Alembert.

b) Wir betrachten das folgende Anfangsrandwertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung
in einem Stab endlicher Lange ¢ = 1:

Opu(z,t) = 0, 0zu(z,t)
u(0,t) =u(l,t) =0Vt e R ()
u(z,0) = 3sin(rz) — 4sin(brz) Vo € [0, 1]

Man berechne die Losung w : [0,1] x R — R von (£%2) mit der Fourier-Methode.

c¢) Finden Sie die Losung u : R> — R der PDE

Opu(z,y) — Oyu(z,y) =0
u(t,t) =t*+1VteR }("g)‘



Losungsskizze

Aufgabe 1.

a) Betrachte das AWP ¢/ = ze ¥, y(0) = 1 (&#). Wir losen dieses AWP durch Trennen
der Variablen. (Wir benutzen den entsprechenden Satz der Vorlesung. Die Voraus-
setzungen sind hier erfiillt.)

f[;c sds = fly eldt
= %332 =eY—e
= y(z) =log(3z? +e).

Die Funktion R — R,z + log(32” + e) ist also die maximale Lsg. von ().

b) Betrachte das AWP ¢/ = 2zy + e, y(0) = 1 (.%). Dies ist eine skalare lineare DGL
erster Ordnung. Wir berechnen die Losung durch Variation der Konstanten (vgl.
Vorlesung). Sei ¢(x) = exp(f; 2tdt) = ¢ die Losung von dem homogenen AWP
y' = 2xy, y(0) = 1. Die Losung 1 : R — R von (&%) ist durch

b@) = o) (1+ f5 ey elat)

2

gegeben.

c) Die Argumentation ist falsch! Die Funktion f ist gar nicht partiell differenzierbar;
die Voraussetzungen von Picard-Lindeldf sind nicht erfiillt. In der Tat hat dieses
AWP {ibrigens mehrere maximale Losungen: Zum Beispiel ist auch die Nullfunktion
¥ : R — R, ¢(x) =0 eine Losung von (7).

Aufgabe 2.

a) Wir betrachten die lineare Differentialgleichung

-1 10
y = 0 -1 0 |y
0 0 3
Die Matrix ist bereits in Jordan-Normalform. Nach einem wohlbekannten Satz ist
also
e xe T 0
o(x) = 0 e?® 0
0 0 e

ein Fundamentalsystem zu dieser linearen DGL.

b) Betrachte die skalare lineare Differentialgleichung y” + 4y = 0 (). Das charakte-
ristische Polynom ist P(T) = T? + 4, dessen Nullstellen sind 2i und —2i. Also ist
(€2 e~2i%) ein komplexes Fundamentalsystem von (.#). Durch (Re(e?™®), Im(e?*)) =
(cos(2z),sin(2x)) ist dann ein reelles Fundamentalsystem von (.%) gegeben.

c¢) Aus Teil b) folgt sofort: Fiir jedes ¢ = (c1,c2) € R? ist

we(x) = 1 8in(2x) + ¢ cos(2x)



eine Losung von (.¥); weitere (reelle) Losungen hat (.#) nicht. Um die Frage nach
der Losbarkeit des RWPs (#) zu beantworten, miissen wir entscheiden, ob es ein
c € R? derart gibt, dass ¢.(0) = 1 und ¢.(7) = 5 gilt. Nun ist aber ¢.(0) = co und
@e(m) = c2. Man sieht:

0c(0) =1 A @e(mr) =5 co=1 A coa=5.
Dies ist fiir kein ¢ = (c1, c2) € R? erfiillt (weil co nicht gleichzeitig gleich 1 und gleich
5 sein kann). Das RWP (Z) ist also nicht losbar.

d) Betrachte die inhomogenen lineare Differentialgleichung y”+4y = = (.#). Nach einem
Satz der Vorlesung gibt es eine Losung ¢ : R — R von (.#) der Form ¢(z) = ax +b.
Es gilt, a und b so zu bestimmen, dass ¢ eine Lsg. von (.#) ist. Man berechnet
o' (z) = a, ¢"(x) = 0. Man sieht:

1
" +dp=1r% d4ax+4b=2aVr €R <Z>a:1’b:0'

Eine partikuléire Lsg. von (%) ist also durch ¢(z) = 1z gegeben.
Aufgabe 3.

a) Wir betrachten die autonome Differentialgleichung
v ==y’ +4° -4y (2)
N—
fw)

auf dem Gebiet G = R x R. Die Ruhelagen von (2) sind die Nullstellen von f. Es
gilt

Fly) = —y(y* — 2y +4) = —y(y — 2)°.
Daher hat (2) folgende Ruhelagen: §, = 0 und & = 2.

Es gilt f(y) > 0 fiir y < 0 und f(y) < 0 fir y > 0; die folgende Ansicht zeigt den
ungefihren Verlauf von f und die Phasenlinie von (2):

4
qf WA s e £ |
Uhgﬁz ghrer oy toud Vol ¥
A y
® 2
‘i G
/Z ("L A
9, [', = \’) o

w~h_h_>,_,

Man sieht: 0 ist stabil, 2 ist instabil.
Ferner folgt: lim,_,~ ¢(z) = 2.



b)

Das charakteristische Polynom von A ist Pa(T) = T? +2T + 10. Die Eigenwerte von
A (=die Nst. von P4(T")) sind

Da diese imagindr mit negativem Realteil sind, ist (nach Sétzen der Vorlesung) die
Aussage (i) wahr.

Es gilt

D7) = ( —cos(—y1 +y2) +y2 cos(—y1 +y2) +y1 )
exp(yr —3y2)  —3exp(yr — 3y2)

J::Df(ﬁ):<_i _;)

Es folgt Py(T) = T?+4T +2. Die Eigenwerte von J sind: —=¥19=8 = 2+ ./2. Die
Eigenwerte sind reell und negativ. Nach dem Stabilitéitssatz (vgl. Vorlesung V.4.2)
ist 0 asymptotisch stabil (und insbesondere stabil).

und

Aufgabe 4.

a)

Es geht um die Wellengleichung mit ¢ = 2, Anfangsgeschwindigkeit g(x) = cos(3x)
und Anfangsauslenkung f(z) = 0. Die d’Alembert-Formel liefert

W) = JULere)+ge— )+ & [
: fz”t cos(3s)ds =
112 (sin(3(z + Qt)) —sin(3(z — 21))

Hier geht es um die Warmeleitungsgleichung in einem Stab endlicher Liange £ = 1
und mit ¢ = 1. Nach dem Fourier-Ansatz ist

u(z,t) = Yoo, Cpsin (“Fz) exp (— (%)2 t)
= > o, Cysin(nmx)exp (— (mr)2 t)

wobei wir die C,, so wihlen miissen, dass

o
0) = Z Cp, sin (nmx) = 3sin(mz) — 4sin(brx)
n=1
fiir alle z gilt. Daftir muss man C; =1, C5 = —4 und C,, = 0Vn ¢ {1,5} setzen. Es
ergibt sich die Losung

u(z,t) = 3sin(rz) exp(—nt) — 4sin(5rz) exp(—257>t).

Fiir eine Funktion u : R? — R gilt genau dann d,u(z,y) — dyu(z,y) = 0, wenn
Vu(z,y)(1,—1)T = 0 gilt. Das ist genau dann der Fall, wenn iiberall Vu(x,y) auf
(1, —1) senkrecht steht. Fiir ein solches u sind die Hohenlinien also Geraden mit
Richtungsvektor (1,—1) (und daher mit Normalenvektor (1,1)). Also sind fiir ein
solches u die Hohenlinien genau die Geraden der Form G, : x 4+ y = c¢. Ein solches u
muss also von der Form u(z,y) = v(z 4+ y) mit einer geeigneten Funktion v : R — R
sein. Wenn w iiberdies u(t,t) = t?> 4+ 1 erfiillen soll, dann muss die Hilfsfunktion
v also v(2t) = t? + 1 erfiillen. Es ergibt sich mit der Substitution s = 2t, dass
v(s) = (3t)24+1 und daher u(z,y) = 3(z+y)?+1 gelten muss, wenn u Lsg. der PDE
(.Z) ist. Umgekehrt priift man leicht (im Kopf), dass durch u(z,y) = $(z +y)? +1
wirklich eine Lsg. von (.£) gegeben ist.



