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Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

Aufgabe 1: a) Berechnen Sie die Grenzwerte der Folgen (a,, )52, und (b,,)%2; mit
n —8n*+ (=1)"n
= - und b,, = .
V2Tn3 +n?+5 2n% +3

b) Die Folge (c,)22, sei rekursiv definiert durch

Qn

Cn
01:1,0n+1:§+1.

Zeigen Sie mit vollstidndiger Induktion, dass gilt

firallen € N.

Cn = - 2n—1

Aufgabe 2: Betrachten Sie die Funktion

22

fiR—=Rmit f(z) = (z —1)e 27,
a) Berechnen Sie alle Nullstellen von f.
b) Berechnen Sie alle lokalen Minima und lokalen Maxima von f.
¢) Wie viele Wendepunkte hat f hochstens? Begriinden Sie Thre Antwort!
d) Berechnen Sie die Grenzwerte lim,_, o, f(x) und lim,_, . f(z).
e) Skizzieren Sie den Graph von f und bestimmen Sie die Wertemenge { f(z) | * € R}.

Aufgabe 3: a) Berechnen Sie eine Stammfunktion von
2z
J(w) = 24+x—-6
mittels Partialbruchzerlegung.
b) Berechnen Sie (durch Anwendung einer geeigneten Substitution) das bestimm-
te Integral

z+1
T

)dx .

1
= sin(

b
|
w

3
|
N

Bitte wenden!



Aufgabe 4: a) Berechnen Sie die Taylorreihe von

2x

um den Punkt z(y = 0. Dabei kann die Partialbruchzerlegung hilfreich sein.

b) Gegeben sei die Funktion h : R? — R durch
h(z,y) =2* +52% —32y® — .

Berechnen Sie das Taylorpolynom vom Grad 2 von /& um den Punkt(1, 1).

Aufgabe 5: Betrachten Sie die Funktion f : R? — R mit

1
f(z,y) :x3+2x2+xy+§y2.

a) Berechnen Sie alle lokalen Minima und lokalen Maxima von f.
b) Welche Punkte kommen als Extremalstellen von f unter der Nebenbedingung

gz, y)=a* —x—y—1=0

in Frage?

Aufgabe 6: a) Betrachten Sie im R? den Kreisring
Er={(z,y) eR*| 1 <2’ +y* <2}

und berechnen Sie das Integral

cos(y/x2 +y2)d(x J).
Vaz+ 2 7

b) Berechnen Sie das Volumen der folgenden Teilmenge D des R3,

Kr

D={(r,y,2) €ER*|2>0,y>0,2>0,2+y+2<1}.



Losungsskizze

Aufgabe 1
(a)
™ 7 T 7 7
n = = im a, = ———=-.
V2Tn34+n? +5  sfor 145 o0 V2T+0+0 3
, _ =8n’+ (=1)"n —§ 4 &0 T R
= = im b, = =—4.
2n2 + 3 2+ 3 n—y+o00 240
(b)
Cn
01—1, Cn_H—?—i‘l
1
n=1 cp=1=2 20 ok
Cn 1 1 1 1
Aufgabe 2

f@) = (z—1)e~ 5+

(a) Vorbemerkt: e* =£ 0 fiir alle u € R .
Nullstelle: x = 1.

(b)

fl(@)=1le Tt H(z—1)e 2 T (—a+1) = e 2 (= +22—1+1) = 2(—a+2)e 2 "

f"(x) = (—20+2)e” = o (—2?+22)e” 2 T (—a+1) = (2 -3z +2)e” T T*
f(x)=0<=2=0 oder z=2.

f"(0)=¢"-2>0. lokales Minimumbei 0, f(0)= —1.
2)

f"(2)=(8—12+2)e" < 0. lokales Maximumbei2, f(2)=1.
(c) Wendepunkte: Hochstens Nullstellen von x3 — 322 + 2, also hochstens 3 .

(Skizze zeigt spiter, dass es wirklich 3 sind!)



(d)

22 -1 1
lim e~ 7+ (z—1)= lim —> = — =0. (LHospital)
n—+oo n—+oo e%—m o0
4 -
Foog
I 1 1 : I I : I
2 T e 1 2 3
o] F
—d4
(e )
Hieraus sieht man, dass { f(z)|z € R} = [—1, 1]
Aufgabe 3
(a)
2z 2x A B

22+1—6 (v+3)(r—2) x+3+x—2'
6 4
somit 2z = A(z—2)+B(z+3), A+B=2, —-2A+3B=0. also A= = B = £

6
2x 3

e = .
224+x—6 CL‘+3+ZL’ 2

Stammfunktion von f(z): $In |z + 3|+ 2In |z — 2| .

| fore

(b)
3
mT—3 1 + 1

x
— sin dx
[ sin(
2
T—2
Substituiere ‘”TH = 1+% = u, dann du = —#dw . Ugpen = 1—1—%3 =73

_ T—2 _
uunten_1+ 5 9

ﬁ/gi sin(* 1) dr = / — sin(u)du = [cos(u)]
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Aufgabe 4

(a)

(b)

2z 2x A B

2 -4  (x—2)(x+2) -2 142
Wie in der Aufgabe 3-a) manhat A=B =1.

2 1 1 1 1 1 1 le= 2. 1= —x
— — = —— — _ = —— _\ra = —\"
24 -2 142 2(1—§)+2 (1—@)) 32552 (7))

n=0 n=0
h(z,y) =2* +52%y — 32y — .

% = 42’ +152°y —3y° — 1, g—z = 52° —9zy” % = 1222+ 30zy,

Jetzt einsetzen

%(1, 1) =15, Z—Z(l, 1)=—-4, %(1, 1) =42, %(1, 1)=6, giyl;(l, 1)=-18.

= To(f, (z,y),(1,1)) = 2+15(x—1)—4(y—1)+%(42(9:—1)2+2.6(x—1)(y—l)—lS(y—l)Q) )

Man kann weiter ausrechnen!
Alternative: Setze v+ — 1 = u, y — 1 = v, dann

h(z,y) = 2*+523y—32y° —2 = (ut+1)*4+5(u+1)3(v+1)=3(u+1) (v+1)* —(ut1)

= ut + 40 + 66 + du + 1+ 5u® + 150 + 15u + 5 + 5udv + 1502
+15uv + 50 — 302 — 902 — 9 — 3 — 303w — 9v*u — Qvu — 3u —u — 1
= h(u,v) = 2+ 15u — 4v + 21u® + 6uv — 9v® +  hohere Terme

Aufgabe 5



(@)

(b)

1
f(z,y) =23 4 222 + ay + §y2 )

Gradf(r.y) = (35 + 4o+ ) wnd (o) = (0 1))

Notwendige Bedingung:
Gradf(r,y) =0<= 2 +y=0 und 32°+42+y=0.

r+y=0<y=—-a2 3*+4r+y=3124+3r=0= 1z =
0 und y=0, oderz=—1lundy=1.

H¢(0,0) = ( ;1 1 ) , det(Hf(0,0))=3>0 und 4>0 alsolocales Minimum bei (0,0)

Hi(—1,1) = ( _12 1 ) , det(H;(—1,1)) = =3 < 0 also Sattelpunkt bei (-1,1) .

Lagrange Ansatz:

Gradf(z,y) = (32 + 4z +y,z +y) , Gradg(z,y) = (2z —1,—1)

Lose: g(z,y) = 2*—x—y—1 = Ound (3x*+4x+y, v+y)+A\(2z—1,—1) =
0. Man erhilt die 3 Gleichungen:

(1) ?—z—-y—1 =0
) 32 +dx+y+ A2z —-1) = 0
(3) z+y—A = 0

B) A=z+y. (1) y=2>—z—1,also\=2>—1.in(2)

3 +dr+a’—z—14+(@*-1)Q2x—-1) = 0
—= 23 +322 4+ = 0
Losungen: 2 =0, 227 +3c+1=0<= 2 +3z+5=0= x93 =
3 9 8 _ 1 _
_Zj: 1—6—1—6(:>:B——50der:v——1.

Es ergibt 3 Punkte (0, —1), (—3,—1) und (-1, 1).
Alternative: Lose g(z,y) auf y = 2> — x — 1, setze in f ein und leite ab ....



Aufgabe 6

(a) Polarkoordinaten (z,y) = (r cos(¢), sin(y))

97 V2 2r [ V2
cos(v/2? +y >dxdy _ // Coi(r)rdrdgp :/ ( cos(r)dr) dip = 2 (sin(v/2)—sin(1))

\/m 0 1 0 1
(b)
11—z l-a—y 1 1-2 1 .
// / 1 dzdydx://(l—x—y)dydx:/ [(l—x)y— %] dz
0
00 0 0 0 0
1 1




