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Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

Aufgabe 1: (10 Punkte)

(a) Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (a,,)?°, mit a,, =

cos(n)+4
5Sn+1 °

(b) Zeigen Sie, dass die Folge (b, ), fiir b, = 3~ *1 gegen 400 divergiert.

271

(c) Gegeben sei die folgende rekursiv definierte Folge:

Losung:

ao=0; a1 =+/a,+ 1firn> 2.

Zeigen Sie, dass die Folge (a,,)5° , durch 4 nach oben beschrinkt ist. Beweisen Sie, dass
die Folge konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

a) Es gilt —1 < cos(n) < 1 fiir jedes n € N und damit

—1+4<an< 1—1—4.
on+1 — —n+1

Daraus folgt:

3
= —1+4 14+4
0= lim —" = lim + < lim a, < lim R

Y

also lim a,, = 0 aufgrund des Einschachtelungsprinzips.

n—00

b) b, = 3741 _ 3 (g’)" + 5. Es ist aus der Vorlesung bekannt, dass lim (§)n = 400 und

c)

2n n—oo 2

lim 5; = 0. Mit der erweiterten Rechenregel “a - co + b = 00” aus der Vorlesung gilt

dann lim b,, = +o0.

n—oo

— Beschriinkheit: Beweis mit vollstindiger Induktion.

I-Anfang: ag = 0 < 4.

I-Annahme: a,, < 4 fiireinn € N.

I-Schluss: a,1 = /@, + 1 < V4 +1<3< 4.

Konvergenz: Laut Vorlesung gilt, dass jede beschrinkte monotone Folge konvergiert.
Da die Folge durch 4 beschrinkt ist, muss nur noch gezeigt werden, dass die Folge

monoton (wachsend) ist, d.h. a,, < a,, fiir alle n € N. Dazu wieder vollstindige
Induktion:

I-Anfang: ap =0 <1 = a;.
I-Annahme: a,, < a, fiireinn € N.
I-Schluss: Wegen 0 = ap < a; < .... < a, < ayyq istauch (/a, < ,/a,; und damit

Up41 = /0n +1< vV an+1 +1= Ap42.



— Es sei a der Grenzwert der Folge. Wie aus der Vorlesung/Ubungen bekannt, muss

dann a = /a+ 1 gelten, also a — 1 = y/a bzw. a> — 2a+ 1 = a. Diese Gleichung hat
die Losungen % + ‘/75 Da % — ‘/75 ~ 0, 38 < a; kommt wegen der Monotonie % — ‘/75
nicht als Grenzwert in Frage. Der Grenzwert ist also a = lim a,, = % + \/75

n—o0

Aufgabe 2: (10 Punkte)
Es sei a > 0 eine positive reelle Zahl. Die Funktion f, sei gegeben durch

fo: R=R, 2+ e"(2® — a).

(a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f,.
(b) Bestimmen Sie die lokalen Extremstellen von f,,.
(c) Handelt es sich bei den lokalen Extremstellen aus (b) um globale Extremstellen?

(d) Bestimmen Sie lim f,(z)und lim f,(x).
T—+00 T—>—00

(e) Skizzieren Sie f, fiir « = 4, markieren Sie dabei die in (a) bis (d) bestimmten Eigenschaf-
ten.

Losung:

a) Wegen e® > 0 fiir alle z gilt f,(z) = e®(2®> —a) =0 & 22 —a =0 & x = ++/a. Also
sind \/a und —+/a die einzigen Nullstellen von f,.

b) Zunichst die Ableitungen. Mit den tiblichen Rechenregeln erhélt man:

fi(z) = e"(2® — a) +e“(22) = *(2% + 22 — a)

a

und dann
() =e“(2® + 22 —a) +e"(2x +2) = e*(2® + 42 +2 — a).

a

Fiir die lokalen Extremstellen muss gelten: f/(z) = 0, also wie bei a) 22 + 2z — a = 0.
Die Losungen sind 1 = —1 + /1 +aund 2o = —1 — /1 + a. Wegen

flla) = e V(14 VI+a) +4(-1+VI+ta)+2—a)

eV T at l+a—4+4v/Tta+2-a) = e V2T 1a) >0

liegt bei z; ein lokales Minimum vor. Analog erhélt man wegen
[l (xg) =e V(=1 =V1+a) +4(-1—V1+a)+2—a)

— e V(1 Lo T R at 1 +a—4—4/TFa+2—a) =e VT (—2yTF a) < 0

ein lokales Maximum bei x5.



c) Es gilt lir}rl fa(x) = 400 (da sowohl lim e* = +oo als auch lim 2% — a = +00).
T—r—+00 T—00 T—00
Demnach kann bei 5 kein globales Maximum vorliegen.

Da f! nur zwei Nullstellen hat und stetig ist, kann f nur bei den Nullstellen x; und x5 aus
b) das Vorzeichen wechseln. Da bei x; ein lokales Minimum von f, vorliegt und x5 < 1,
ist f/ also rechts von z; positiv und damit ist f, rechts von x; monoton wachsend. Analog
ist f, zwischen x5 und x; monoton fallend. Da

falxe) = e’lf\/m((—l —V14a)* —a)

—e V(1= VTI+a) —a) =e V(14214 a4+ 14+a—a) >0

und auBerdem wegen x, < —a links von x5 keine Nullstelle von f, liegt, ist f, links von

Zo positiv. Da
falwr) = e V(-1 + V1 +a)* —a)
—e VI 20Tt a+1+a—a) <0,
ist auch f,(z) links von xo groBer als f,(x;1) damit liegt bei x; ein globales Minimum vor.
d) Wie schon bei c) gezeigt ist xgl:il-loo fa(x) = 400.

Da lim eix = oo gilt mit der doppelten Anwendung der Regel von de 1I’Hospital:

r——00

2

, . T"—a , 2x ) 2 .

lim f,(x) = lim — = lim — = lim +— = lim 2" =0.
T——00 T——00 = I—>—00 —o T—>—00 = T——00

Aufgabe 3: (10 Punkte)

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom 73( f, z, 1) vom Grad 3 um zy = 1 fiir die Funktion

fi RS R, et 432,

(b) Berechnen Sie mit der Substitution ¢t = % das Integral

/ cos (3) ..

12

(c) Berechnen Sie das Integral

/1n(:v)(4:1: +1) dz.

1

Losung:



a) Zunichst die ersten drei Ableitungen:

f(z) = —2ge "t 4 3,

() = =27 H — 2p(—2x)e ¥ T = e H(42? — 2),

F(x) = e H8) + e T (—21) (422 — 2) = T H (=847 + 122).
Setzt man das alles in die Formel

7. 1) = 1) + O -1+ Tl @ -2 T 1y

ein, ergibt sich
2

b) Rechnet man wie in den Ubungen, erhilt man zunichst j—i = —% und damit dz =

— ‘%th = — t%dt. Mit der Substitutionsformel erhilt man dann

/ﬂdx:/cojﬂ(—z)dt: /—%@dt: —@.

v () 7

. S . . cos(z) Sin(z)
Nach Riicksubstitution ergibt sich dann | Sdr = ——*.

¢) Zunichst berechnet man mit partieller Integration die Stammfunktion von In(x)(4z + 1):

/ln(x)(éla: + 1)dr = In(x)(22* + z) — / £(2x2 + z)dx
=In(z)(22° + z) — /(Qx +1)dz = In(z) (22 + 2) — 2° — =
Damit erhilt man

e

/ In(z) (42 + 1)dz = [In(z)(2? + 2) — 2% — 2]°

1
=In(e)(2e* +¢) —e* —e— (In(1)(2+1) =1 —1) =e* 4+ 2.
Aufgabe 4: (8 Punkte)

(a) Berechnen Sie die folgende Reihe:

2.7 -4k
k+2 °
k=0 5



(b) Zeigen Sie, dass die folgende Reihe konvergiert:

S DY

k!
k=0
Losung:
a) Es ist kzo 57,;% = L kzo (%)k Da 2 < 1 gilt mit der geometrischen Reihe kZO (%)k =
1_1 + = b und damit mit den Rechenregeln fiir konvergente Folgen:
5
i": TeAb T T
5kt2 25 75
k=0
b) Wir verwenden das Quotientenkriterium fiir die Summanden a, = (71)]‘15#1)2 Diese ist

moglich, da alle a; von 0 verschieden sind. Es ergibt sich:

(=D (k+2)?
lim |ak+1| — lim (k+1)!
k—oo  ay k—o0 (—1)]“]5{%‘4-1)2
(k+2)%k (k+2)7? k*+ 4k + 4

0.

kL%(k}—i—l)!(kf—l—l)Q kililo(k+1)(k+1)2 koo K3+ 3K2 + 3k + 1

Damit konvergiert die Reihe aufgrund des Quotientenkriteriums.

Aufgabe 5: (10 Punkte)
Gegeben sei die Funktion

f:R* =R, (z,y) — 2? <%+x)+y2+10y.

(a) Bestimmen Sie den Gradienten von f fiir alle (z,y) € R
(b) Bestimmen Sie die Hesse-Matrix von f fiir alle (z,y) € R
(c) Berechnen Sie die kritischen Stellen von f.

(d) Bestimmen Sie, welche der kritischen Stellen lokale Extrema sind und bestimmen Sie
gegebenfalls, ob es sich um ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum handelt.

Losung:
a) Ausmultipliziertist f((x,y)) = % + 2* 4+ y* + 10y. Dann:

of of 2

grad(f)((z,y)) = (F((@.0)), Z-((@,y)) = (zy + 327, % +2y +10).



b) Esist ) ) ,
0 0 0
@) =y Sl =o G =2

y+6z x
T 2

¢) Fiir die kritischen Stellen muss gelten grad(f)((z,y)) = (0,0). Also zy + 3z* = 0. Damit
muss x = 0 oder y = —3x gelten.
Fall 1: x = 0. Dann folgt mit %2 + 2y + 10 = 0 dass y = —>5. Ein kritische Stelle ist also
(z1,91) = (0, =)
Fall 2: y = —3x. Dann folgt mit £ + 2y + 10 = 0 dass £ — 6z + 10 = 0. Diese

Gleichung hat die Losungen x5 = 2 und x5 = 10. Die weiteren kritischen Stellen sind also
(x2,y2) = (2,—6) und (x3,y3 = 10, —30).

Damit ist die Hessematrix:

d) Wir betrachten an jeder kritischen Stelle die Hessematrix, um den entsprechenden Satz aus
der Vorlesung anzuwenden.

Bei (z1,11) = (0,—5) ist (_05 g) die Hessematrix. Die Determinante ist —10. Die
Hessematrix ist indefinit und es liegt kein lokales Extremum vor.

Bei (x9,y2) = (2,—6) ist die Hessematrix. Die Determinante ist 8. Der Eintrag

6 2
2 2
links oben ist positiv. Damit ist die Hessematrix positiv definit und es liegt ein lokales
Minimum vor.

Bei (z3,y3) = (10, —30) ist ?8 120> die Hessematrix. Die Determinante ist —40. Die

Hessematrix ist indefinit und es liegt kein lokales Extremum vor.

Aufgabe 6: (12 Punkte)

(a) Gegeben seien das Vektorfeld V (z,y,2) = (z + v, xyz, 22 + y*) und die Kurve K, die
parametrisiert wird durch

v [0,1] = Rt (£,12,2).
Berechnen Sie das Kurvenintegral von V' lings K

/ V(s) ds.

K

(b) Gegeben sei der Zylinder Z = {(z,y,z) € R® | 22 + y? <1, 0 < z < 2}. Berechnen Sie
das Integral

/z(x2 + %) d(z,y, 2).

Z



Losung:

a) Esist+/(t) = (1,2t,0). Nach der Defintion des Wegintegrals gilt dann:

1 1
1
/V(s)ds:/V(’y(t))-fy'(t)dt:/(t+t2,2t3,t2+t4)- 2t | dt
K 0 0 0
/ 23 4510 49
= [t4+ 2 +4t'dt= |—+ =+ —| =—.
/ T [2 MR ]0 30

0

b) Verwendet man Zylinderkoordinaten mittels
g: (0,1] x (0,27) x [0,2] = Z, (r,p, z) = (rcosp,rsing, z),

so ist die Jacobi-Matrix gegeben durch

d cosep —rsing 0
d—g((a:,y,z)) = |sing rcosp 0
(z,9,2) 0 0 1

Die Determinante der Jaboci-Matrix ist demnach r. Setz man dies in die mehrdimensionale
Transformationsformel ein, ergibt sich:

1 27 2

/z(:v2+y (x,y,z /// (rcos)? + (rsinp)?))rdz dp dr

Z

1 27 2 1

:///zrgdzdgpdr://% dgpdr—/47rr3d7":7r.
00 0

0



