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Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

Aufgabe 1:

(a) Berechnen Sie den Grenzwert der Folge: a,, = (1 + #)3”2 ,n e N.
(Hinweis: lim (1+1)" =e¢)
p——+00 p
(b) Zeigen Sie mit vollstindiger Induktion: >~ (2k — 1) = n? fiir n > 1.
k=1

(c) Berechnen Sie den Grenzwert: lim t3 454+ (20— 1)

n(n + 1).)

(Hinweis: Man verwende (b) und > k = i
k=1

Aufgabe 2:
Gegeben sei a > 0 ein reeller Parameter und eine Funktion f, : R — R definiert durch

fo(z) = (2 — 42 + 5)e" .

(b) Berechnen Sie alle lokalen Extremstellen von f, und geben Sie jeweils an, ob es sich um
ein lokales Maximum oder Minimum handelt.

(c) Berechnen Sie die Wendepunkte von f,.

(d) Berechnen Sie die Grenzwerte lim f,(z)und lim f,(z).

r—r—+00 T—+—00

Aufgabe 3:

(a) Berechnen Sie das Taylorpolynom vom Grad 2 der Funktion f(z) = (8 + x)3 um den
Punkt zq = 0.

(b) Berechnen Sie folgende Integrale:

a

rd
Ilz/%dx,a>0 und ]2:/ v dx.
GCU
1

x + x?
0

Bitte wenden!



Aufgabe 4:

(a) Berechnen Sie mit Wurzelkriterium den Konvergenzradius der Potenzreihe
i T+ 2
=1
(b) Geben Sie das Taylorpolynom vom Grad 5 der Funktion

Y

2 2
—1—($2+y2)7 i+ y” < 1.

flz,y) =

(Hinweis: Man benutze die geometrische Reihe.)

Aufgabe 5:
Wir betrachten die Funktion f(z,y) = z* — 22 + (z — y)%

(a) Berechnen Sie alle lokalen Minima und lokalen Maxima von f.

(b) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen von f(z,y) im Punkt
P=(1,-1).

Aufgabe 6:

(a) Die Kurven y = 0,y = /7 und y = = — 2 begrenzen in R? einen Bereich B. Skizzieren
Sie B und schreiben Sie das Bereichsintegral [, f(z,y)d(x,y) einer stetigen Funktion

f : B — R als Doppelintegral
O o0
/ / f(z,y)dxdy
OO

mit entsprechenden Grenzen.

(b) Berechnen Sie das Integral

| @+ Py

ICT‘l,’r‘Q

iiber den Kreisring .., , € R?, der durch folgende Ungleichungen bechrieben wird:
ri<Vr2+y2?<ry 0<r <o

(Hinweis: Polarkoordinaten: = (" C9S(¢) und Funktionaldeterminante = r.)
Y 7rsin(¢)



Losungsskizze

Aufgabe 1
. T 1 §(2712)_ . 1 \2n2 é_ 3
DB =B, (et = T (U ga)™)7 =

b) 1- Induktionsanfang:

2- Induktionsschritt:

Vorraussetzung:
(2k — 1) = n? gilt fireinn € N
k=1
Behauptung:
n+1
> @k—1)=(n+1)
k=1
Beweis:
n+1 n
Y k-1)=> @k-1)+2n+1)—1=n"+2n+1=(n+1).
k=1 k=1
n 1
¢) Aus > k= nint1) folgt im Nenner:
k=1
24446+ +2m=2) k=n(n+1)
k=1
und weiter
1+3+5+--+@2n—-1)  n* 1
244+46+--+2n  nnh+1) 1+31

Hieraus folgt sofort:

. 1+3—|—5+---+(2n—1)
lim =1
n—+4-00 24446+4+---+2n

Aufgabe 2

filx) = (20 —4)e" %+ (22 — 4z +5)e* % = (z — 1)%e"
fo(@) = 2@ —1e" "+ (v —1)%"" = (2* — 1)e" "
f, () = 2"+ (2% —1)e" " = (22 + 22 — 1)e" "



a) Extremstellen:

I

fu@)=0& (-1 =0 (z-1)=0cr=1

Aus

fo(1)=0 und f,(1)=2#0
folgt, dass bei x = 1 die Funktion f, keine Extremstelle sondern einen Horizontalwende-
punkt besitzt.

b) Wendepunkte:

"

f,@)=0& ("-1)e" =0 (2*-1)=0& =1 oder z=—1.

Aus

"

fa (_1>:_37£0

folgt, dass die Funktion f, noch einen Wendepunkt bei x = —1 besitzt.

c)

: 2 T—a __ . —
IErJrnoo(x 4z +5)e (00 - 00) = o0.

24 +5
lim (22 — 4z +5)e" “=(00-0) = lim @ —dz+5) = L’Hospital
T——00 T——00 ead—z o0
2z —4
— lim 2 - I’Hospital
z——00 —ed— % o0

Aufgabe 3
a) Das Taylorpolynom der Funktion f(x) vom Grad 2 um den Punkt 0 ist

To(f,2,0) = £(0) + £ (0) w + 5 (0) a2

mit
f(0) = 2
i 1 2 1
(@) = 5@+87F =70 =5
" 2 5 " 1
fr) = —5@+873=,(0)=-77
Also
1 1
To(f,x,0) =24+ —x — —a°.



b) 1)

liefert
T oyl 1 _op
L, = —5620—|—§/62de‘

0

— _ﬂ —2a_1—2xa

- o 4 o

1

— _ge—Qa 6—2a+4

(i) Eine Integration durch Partialbruchzerlegung:

b

I, = lim d—xd:v
b—oo | w(x +1)
1

b

1 1
= lim (— — ) dz
b—00 €T x4+ 1

1

b
= lim(ln|x|—ln|x+1|)‘
b—o0 1
= lim <ln|b|—ln|b+1|>—ln1+ln2

b—oo

) b
= 1“(b1:%z)+—1>+1n2

= Inl+n2=1n2

Aufgabe 4

a)

: 1 2+ 2|
lim T = .
k%oo?—f— = 2

. 2
lim
k—o0

Daher konvergiert die Potenzreihe absolut fiir |2 + x|2 < 2. Das entspricht dem Konver-
genzkreis {z € C : |z + 2| < v/2} und somit dem Konvergenzradius r = /2.



b) Die geometrische Reihe ist die Reihe

(o)
— = qu, fir|¢q| < 1.
k=0

Da nach Voraussetzung 2%+ < 1 gilt, kdnnen wir diese Formel fiir ¢ = 2%+y? anwenden
und erhalten nach Multiplikation mit y, dass

f(x,y) = m ygx +9°)

Fiir das Taylorpolynom vom Grad 5 zum Entwicklungspunkt (0, 0) bendtigen wir die ers-
ten drei Summanden der Reihe:

2
Ts(f,2,y,(0,0)) = y+ya®+y°) +y@® +y?)
y+ a2ty +yt +aty + 2070+
Aufgabe 5
o) = o a4 (2~ =t~ 2y 4 4

a) Wir haben grad f(z,y) = (42° — 2y, —2x + 2y). Als notwendige Bedingung fiir eine
Extremstelle haben wir grad f(x,y) = 0, also

(1) 4o — 2y =
2 2042 = 0

Aus (2) folgt y = x. Einsetzen in (1) ergibt dass

1
4o =20 =22(22° = 1) =0=> 21 =0, Tog = +——.
( ) i w=E 7

1
y=r=y=0,1y3= iﬁ
damit gibt es drei stationére Stellen
1 1 1 1
P = 070 y P —, =), P‘ =(——,———%=

Die Hesse-Matrix der Funktion f ist
1222 —2
Hf(x7y):(_2 2)
0 -2 .
H¢(P) = (_2 9 ) , det(Hf(P,)) = —4 <0 also Sattelpunkt bei P

Hi(Py3) = (_6 _22) , det(H¢(P)) =8>0 und6 >0 also lokale Minima bei P, ;

\V)



b) Die Tangentialebene an der Stelle (1, —1) ist
2= f(1, =D+ fo(L, =) (z=1)+ f, (1, 1) (y+1) = 4+6(x—1)—4(y+1) = 6z —4y—C.

Aufgabe 6

Abbildung 1: Skizze (6-a)

a) Der Schnittpunkt zwischen Parabel und Gerade ist (4,2). Also wird der B beschrieben
durch
0<y<2 und ¥*<az<y+2

und wir erhalten das Integral

2 y+2

[ t@day) = [ [ sy

b) Mit den Polarkoordinaten

r =rcos(p), y=rsin(e),

beschreiben wir den Kreisring durch
r<r<ry, 0<¢<27.

damit gilt:

27 ro

[ @rrdwy = [ [ o)+ sint(o)rdrds

]Crl T 0 7

21 ro
= / / r3drde

0 r
L 4 4
= 27r(r2 ).



