KLAUSUR

Lineare Algebra
(E-Techniker/Mechatroniker/W-Ingenieure/Informatiker)

29.08.2013

(Hans-Georg Riick)

Name:

Vorname:

Matr.—Nr./Studiengang:

Versuch—Nr.:

Unterschrift:

Fiir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der

Klausur sollten 18 Punkte erreicht werden.

1y

2)

3) 4)

Punkte:

Note:







Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

Aufgabe 1: a) Bestimmen Sie alle komplexen Zahlen z mit
|z = V2| =].

Berechnen Sie dazu Real- und Imaginirteil dieser Zahlen z und beschreiben Sie
den geometrischen Ort dieser Zahlen in der komplexen Zahlenebene.

Gibt es unter diesen Zahlen 2z Einheitswurzeln? D.h. gibt es darunter Zahlen z mit
z™ = 1 fiir eine natiirliche Zahl n? Bestimmen Sie diese Einheitswurzeln durch
Angabe von 2z und zugehorigem n. Begriinden Sie Thre Rechenschritte!

(Hinweis: Eine Skizze ist hilfreich, geniigt allerdings nicht als Losung.)

b) Bestimmen Sie Winkel und Betrag der komplexen Zahl i - (1 + 7).
(Wie iiblich sei dabei i die komplexe Zahl mit i = —1.)

Aufgabe 2: a) Berechnen Sie die Ebene F, die durch die Punkte
A=(2,-1,5), B=(-1,0,2), C =(1,0,0)

geht. Geben Sie £/ sowohl in Parameterform als auch in Hessescher Normalen-
form an.
Zeigen Sie, dass der Punkt D = (—2, —1,9) auf der Ebene E liegt.

b) Betrachten Sie das Viereck V' mit den Punkten A, B, C, D aus Teil a) als Ecken.

Die Strecke von A nach B liegt im Innern dieses Vierecks (diese Tatsache diirfen
Sie unbewiesen benutzen!). Berechnen Sie den Fldcheninhalt dieses Vierecks V.

Bitte wenden!



Aufgabe 3: Mit

1 0 0
C_l:l: 0 ) _’2: 1 763_ 0
0 0 1

1 0 0 0
- 0 - 1 - 0 - 0
b1: 0 7b2_ 0 7b3: 1 7b4: 0
0 0 0 1

die des R*.
Eine lineare Abbildung f : R* — R3 sei durch folgende Festlegung gegeben:

F(by) =@y + @+ 25, f(by) =2a + 3+ 5ds,

f(bs) =3a +4dy+7ds, f(by) =4 +5dz+ 93s.

a) Berechnen Sie die Matrix A mit der Eigenschaft f(7) = A - 7 fiir alle 7 € R™.
b) Berechnen Sie eine Basis des Kerns von f.

c¢) Berechnen Sie die Dimension des Bildes von f mit dem Dimensionssatz fiir
lineare Abbildungen.

d) Berechnen Sie eine Basis des Bildes von f.

Aufgabe 4: Gegeben sei die Matrix A € M3, 3(RR) als

5 0 =2
A=10 -1 0
6 0 -2

Diagonalisieren Sie die Matrix A, d.h. berechnen Sie eine Diagonalmatrix D und
eine Matrix B, so dass B~'AB = D gilt.



Losung
Aufgabe 1

(a) Man setze z = x + 1y.
|2—=V2| = |2| <= | +iy— V2| = |e+iy| <= |(x—V2)+iy| = |z +iy]

2
<:>(x—\/§)Q+y2:x2+y2<:>x2—2\/§x+2:3c2<:>:L’:\/7_

Der Realteil dieser Zahlen betrigt \/75, wobei der Imaginirteil beliebig ist.
Somit liegen diese Zahlen auf einer Gerade parallel zur imaginiren Achse,

die durch den Punkt (\/75, 0) geht.

Wenn solch ein z Einheitswurzel ist, dann muss |z| = 1 sein. D.h.

2 1 2
|\/7_+z'y|:1<:>§+y2=1<:>y=i§-

Somit sind z; = ‘/75 + z%ﬁ und z9 = \/75 — z‘/TE Kandidaten. Im Polardarstel-
lung hat man

21 =€t und 2y =e 1, |z{% = e =1= 2%, keN.

Die sind Einheitswurzeln mit n = 4k, k € N.

(b) z=i(i+1)

s=Pdi=—14i. |z]=+/(-1)2+12=V2.

arg(z) = 2arctan (ﬁ) = %TW = 135°.
Aufgabe 2
(a) Parameterform der Ebene.
1 2 1 -1 1
= 0 | +A -1 |1—-120 +u 0 —

0 5 0 2 0



1
< r=|0 |+ — , AueER.
0
ei 1, de

Hessesche Normalenform der Ebene: s er Normalvektor.

i1,

V38 \ g 0

Damit der Punkt D = (-2, —1,9) auf der Ebene E liegt, muss man A und x
finden konnen, damit der Vektor OD die Parameterform der Ebene erfiillt.
Das passiert genau wenn A = 1 und p = 2.

(b) Fliacheninhalt des Viereck

-3 —4 -1
A= 1 |, 4Db=1{ o AC=1| 1
-3 4 -5

Sei F} bzw. F,, der Flacheninhalt des Dreieck ABD bzw. ABC. Dann ist
der Flacheninhalt des Quadrats ABC' D ist F' = F; + F.

1o~ o 1.

-9 —1
1 1
=S 2 [+ 3] -6 ||| =2vE8+ VB8 =3VaRFE .
-9 -1
Aufgabe 3
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(b) Basis des Kerns.

Fiir den Kern gilt f(Z) =0.D.h. A- =0
123 4]0\ (1) 123 4]0 (1) = (1)
13450 @ ~[0111]0] @=-0)+@2)
257900/ (3) 01110/ (3)==201)+(3)
123 4]0 (1") = (1)
01110 (2") = (2))
0000]0/) 3)==-2)+(3)
Setze x4 = f und x3 = «. Aus (2”) hat man 25 = —« — ( und aus (1”)
r=—-a—20
1 —a— 20 -1 —2
N P —a—f B -1 -1
v x3 | « - 1 +6 0
Ty B 0 1
somit ist
—1 —2
—1 —1
B= 1 |’ o
0 1

eine Basis des Kerns von f.

(c) Dim(R*H)=Dim(Bild(f))+Dim(Kern( f)) <= 4 = Dim(Bild(f))+2. Daraus
folgt, dass Dim(Bild(f))= 2.

(d) Basis des Bildes.
Die Linearen unabhéngigen Spalten der Matrix A bilden eine Basis des Bil-
des von f. Als erste transponieren wir die Matrix A, fithren wir den Gauf3-
Algorithmus durch und transponieren wir die Matrix. Die nicht verschwin-
denden Spalten bilden die gesuchte Basis.
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11 2 (1" = (1)
10 00
. @)= o110 0
0 00 (3" =—(2") + (3 910 0
0 00 (4" = —(2") + 4)
Daraus folgt, dass
0
B = 11,11
1
eine Basis des Bildes von f ist.
Aufgabe 4
5 0 =2
A=10 -1 0
6 0 -2
(a) Charakteristisches Polynom:
5—A 0 -2
Ps(\) =det(A=AE)=| 0 —1—-X 0 = (=1-N)(N*=3A+2) .
6 0 —2—-A

(b) Eigenwerte von A. Die sind die Nullstellen des Charakteristischen Poly-
noms P4 (). Wir bekommen A; = —1, Ay = 1 und \3 = 2.

(c) Eigenvektoren
Die Eigenvektoren & zum Eigenwert \ sind die Losungen des Gleichungs-
systems A - = \i, Dh (A—\E) - @ =0
Eigenvektor fiir A\ = —

(A-ME) - i=0<= (A+E)-@=0

6 0 —2]0\ (1) 6 0 —2]0 (1) = (1)

00 0]0] @ ~|00 010 (2') = (2)

60 -3[0/ (3) 00 110/ (3)==1)+(3)
(3)

Man setze us; = . Aus (3') hat man uz = 0 und aus (1’) u; = 0.

0
=al| 1
0



0
Daraus folgt, dass v; = | 1 | der Eigenvektor zum Eigenwert \; = —1
0
ist. Genauso findet man fiir Ay = 1, bzw. fiir A\3 = 2 die Eigenvektoren
1

2

2 3

Uy = 0 |, bzw. v3 = 0 |. Somit bildet die Vektoren v, v5 und v5
1 1

die gesuchte Matrix B.

04+ 3 -10 0
B=|(100 und D=| 0 1 0
01 1 0 0 2



