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Fir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
Klausur sollten 18 Punkte erreicht werden.
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Punkte: Note:







Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

Aufgabe 1

1 4 2
a) Durch die Punkte P, = (3|, = (11| .,P;= | 7| wird im R3 die Ebene
E aufgespannt. 6 12 9

1) Bestimmen Sie die Hessesche Normalform der Ebene E, also eine Gleichung
der Form (n, x) = d mit normiertem Normalenvektor.

2
i) Berechnen Sie den Abstand des Punktes Q = | —6 | von der Ebene E.
3
b) Es seien die komplexen Zahlen zy = 1+ jund zo = —1 — V/3i gegeben.

Geben Sie die Polarkoordinatendarstellungen von z; und z an.

Welche Polarkoordinatendarstellung hat die komplex Zahl z = %?
2
c) Bestimmen Sie alle z € C, fiir die (z—3/)*—i = 0 gilt. Geben Sie alle Lésungen
in kartesischen Koordinaten an.
Losung/Hinweise /Punktvergabe:
a) Ein Normalenvektor der Ebene E ist (1 Punkt)
3 1 0
n0:P1P2>< ID1P3: 8l x[4] =1]-3
6 3 4
Ein Normierter Normalenvektor ist (0,5 Punkte)
Nop 1 0
n= =—-|-3
ol ~ 5\,
X1
Die HNF der Ebene ist fiir x = | x> | € E durch die Gleichung (1 Punkt)
X3
(n,x) = (n, P1)
1
g(—3X2 + 4X3) = 3.
gegeben.
Der Abstand des Punktes Q von der Ebene E ist (0,5 Punkte)

d(Q,E) = ‘%( —3(=6) +4(3)) — 3] ~3



b) Poloarkoordinatendarstellungen der komplexen Zahlen z; und z» (2 Punkte)
Z1 = 1+ = rlei‘pl = \/Eel%.
2 =—1—3i=re¥ = Del3m,

10

: z
Polarkoordinatendarstellung der komplexen Zahl ? (1,5 Punkte)
2

L\ 10
i

@ (V%)

Z; <26i‘3‘7r>4

322" 32e'%

16e'57 1637

- 4 5 7
= 2/(373M) = D7 IET = DelsT

c) Die komplexen Zahlen z erfiihlen die Gleichung (z — 3/)* = |.

Offenbar gilt / = e'z. (0,5 Punkte)
Die Loésungen von (z =3i)* = ez sind die komplexen Zahlen (1 Punkt)
™ 2(k—1)m
(g+——F ) .
Zxk=¢€ 8 4 +3i, k=1,..., 4,
Die Losungen in kartesischen Koordinaten sind (2 Punkte)

n = cos(g) + /(sin(%) +3) ~ 0,923 + i3, 382
5 ., . b .

7 = cos(§7r) + /(sm(éw) +3) ~ —3,382+ 3,923
9 9

73 = cos(gﬂ) + /'(sin(g?r) +3) ~ —0,923 + /2,617

13 . 13 .
7z, = cos(gw) + /(sm(gﬂ) +3) ~ 0,382+ 2,076

Aufgabe 2

a) Entscheiden Sie fiir jede der folgenden Aussagen, ob sie fiir alle endlichdimemsionalen
K-Vektorraume V, W, alle k € N, und alle linearen Abbildungen F € Hom(V, W)
wahr ist oder nicht. Kreuzen Sie lhre Antworten auf diesem Blatt an.

wahr | falsch

Wenn die Vektoren v}, ., v(K) € V/ linear abhangig sind, dann
sind auch die Vektoren F(v(V), ..., F(v)) linear abhangig.

Wenn die Vektoren F(vV), ..., F(v(®) € W linear abhingig sind,
dann sind auch die Vektoren vV, .. | v(¥) linear abhangig.

Ist dim(W) < dim(V'), so folgt dim(Kern(F)) # 0.

Ist dim(Kern(F)) # 0, so folgt dim(W) < dim(V).




b) Wir betrachten V := R* mit dem Standardskalarprodukt (u, v) := vTu. Es sei
-3

U= lin(u®, u?@, u®) mit o® = u® =

O W ol

U@ =

oON O
o O O

~1

(B = (v, u®, 4®) ist eine Basis von U. Dies braucht nicht gezeigt werden.)
Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U.

Losung/Hinweise/Punktvergabe:

a) (Je korrekter Antwort 1 Punkt)
wahr | falsch
Wenn die Vektoren v(¥) . .., v&) € V/ linear abhingig sind, dann X
sind auch die Vektoren F(v(V), ..., F(v)) linear abhangig.
Wenn die Vektoren F(v1), ... F(v(®) € W linear abhingig sind, X
dann sind auch die Vektoren v ..., vk linear abhangig.
Ist dim(W) < dim(V), so folgt dim(Kern(F)) # 0. X
Ist dim(Kern(F)) # 0, so folgt dim(W) < dim(V). X
1
b) Normalisiere u: b := -t u® = 5 g (1 Punkt)
0
Berechne Lot von ¢ auf lin(bM): (1 Punkt)
5 1 5 1
3 1 (0 3 1 [0
@ ., _ p1) ,@yH1) = (= o
[ =u's) — (b, ') b 0 (\/52 O>\/§2
-1 0 -1 0
5 1 4
N BT S D
10 5 21 | -2
—1 0 —1
4
. 3
Normiere /@: b®) = 551 = 5 (1 Punkt)




Berechne Lot von u®) auf lin(b®), p(2)): (1,5 Punkte)

13—y _ (pV @)D _ (p@ 43y

-3 -3 1 1 -3 4
B TN Y TN D 02 PO oR Y A N B PO
19 9 |"v5 |2 5|2 9 |30 | -2 V30
0 0 0 0 -1
-3 1 4 —2
| o] 150l -30|3]| |[3
S 5|2 o -2 |1t
0 0 -1 -1
—2
: 3
Normiere /®: b®) = 55 10) = 1 (1 Punkt)
-1
Eine ONB ist B" = (b, h(2), p(3)) (0,5 Punkte)

Bitte wenden!



Aufgabe 3
Die lineare Abbildung £ : R® — R wird gegeben durch

L(e))=2e+e, L(ea)=e —e —e3, L(e3)=—2e +4e + 3es.

1 0 0
Dabeiist E=(e;=[0|,eo=[1],es=[0]) die kanonische Basis des R3.
0 0 1

(a) Bestimmen Sie die darstellende Matrix Mg (L) von L beziiglich der kanonischen
Basis £ des R3.

1 -2 —1
(b) B=(by=|1].bo=| 0 |,bs=| 2 |) ist ebenfalls eine Basis des R3.
0 1 1
Bestimmen Sie die Basiswechselmatrizen von der Basis B zur Basis £ und

umgekehrt.
(c) Bestimmen Sie die darstellende Matrix Mp(L) von L beziiglich der Basis B.

(d) Bestimmen Sie eine Basis des Bildes sowie eine Basis des Kerns von L.

Losung/Hinweise /Punktvergabe:

a) Die darstellende Matrix von L beziiglich der kanonischen Basis ist (1 Punkt)

0o 1 =2
Me(L)= |2 -1 4
1 -1 3
b) Die Basiswechselmatrix von der Basis B zur & ist (1 Punkt)
1 -2 -1
ME=(1 0 2
0 1 1
Die Basiswechselmatrix Mg von der Basis € zur B ist (3 Punkte)
2 -1 4
M=M= 1 -1 3
-1 1 =2
c) Nach dem Transformationssatz folgt: (3 Punkte)

Ms(L) = Mg Ms Mg
2 -1 4 0o 1 =2 1 -2 -1
= 1 -1 3 2 -1 4 1 O 2
—1 -2 1 -1 3 0 1 1

Il
o O R
cooo +

0
1
0



d) Eine Basis vom Bild(L) ist (b1, bo). (1 Punkt)

Eine Basis vom Kern(L) ist (bs). (1 Punkt)
Aufgabe 4 0o 2 4
Gegeben sei die Matrix A= [ 2 —2 —2| € R33.
0 1 1

a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A.

3
b) Esist vy = [ 1| ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert ;.
1

Berechnen Sie A;.

c) Bestimmen Sie nun alle Eigenwerte und Basen der zugehérigen Eigenraume von
A. Ist die Matrix A diagonalisierbar? Begriinden Sie lhre Antwort.

-3 2 4
d) Betrachten Sie nun die Matrix B= | 2 -5 —-2| e R®3.
0 1 -2

Berechnen Sie det(B). Ist die lineare Abbildung Lg mit der darstellenden Matrix
B surjektiv? Begriinden Sie |hre Antwort.

(Hinweis: Diese Frage kann basierend auf Teil a) ohne weitere Rechnung be-
antwortet werden)

Losung/Hinweise/Punktvergabe:

a) Das charakteristische Polynom von A ist (2 Punkte)
Y 2 4
Ps(A) = |2 —(2+X =2
0 1 (1—-X)

= 2N —XN24+4)\+4

b) Der Eigenwert A\; zum Eigenvektor v, erfiillt die Gleichung (1 Punkt)
A'Ul = >\1‘U1
0O 2 4 3 3\
2 2 2| (1] = | N
0 1 1 1 A1
6 3\
2| = A1
2 A1

Aus der Gleichung folgt A\; = 2.



c) Die Eigenwerte sind die Nullstellen von Pa(\). (1,5 Punkte)

Wir haben in b) schon den Eigenwert A; berechnet und es bleibt nun die weite-
ren Eigenwerte zu bestimmen. Die Polynomdivision von Px(A) durch den Linear
Faktor (A — 2) fiirt zu

Pa(A) = —(A —2)(A2 +3X+ 2).
Die Nullsetllen des quadratischen Polynoms A% 4+ 3\ + 2 sind
A=-1 und A3=-2
Die faktorisierte Form von Ps(X) ist (0,5 Punkte)
—A=2) A+ 1)+ 2).

Eigenraum zum Eigenwert \; = 2

3
Fig(A,2) =R | 1
1
Eigenraum zum Eigenwert A\, = —1 (1 Punkt)

Eig(A,—1) = L(A+ E)

1 2 4
= L|2 -1 =2
o 1 2
1 2 4
(o7 5)
0
= R| -2
1
Eigenraum zum Eigenwert A3 = —2 (1 Punkt)

Eig(A, —2) = L(A+ 2E)

2 2 4
= L{2 0 -2
01 3
112
_L<013)
1
- R|-3
1

Die Matrix A ist diagonalisierbar, weil die Eingenwerte alle alg. Vielfachheit Eins
haben. (0,5+0,5 Punkte)



d) Die Determinate von B ist (1 Punkt)
det(B) = det(A — 3E) = Pa(3) = —20.
Die lineare Abbildung Lg ist surjektiv: (0,5+0,5 Punkte)

det(B) # 0 = Rang(B) = 3 = Bild(Lg) = R°.



