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Name:

Vorname:

Matr.—Nr./Studiengang:

Versuch—
Nr.:

Fir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
Klausur sollten 14 Punkte erreicht werden.

1)

2) 3)

Punkte:

Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an!
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Bliitter!

Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. Eine lineare Abbildung f : R?* — R? wird festgelegt durch folgende Vorga-
ben:

f(1,0,0)=(2,-1), f(0,1,0)=(-=2,1), f(0,0,1)=(0,0).

(a) Wie lautet die Matrix von f bezliglich der kanonischen Basen des R?
und R2?

(b) Geben Sie eine Basis des Kerns (Nullraums) von f.

(c) Wie lautet die Matrix von f beziiglich der Basis b; = (1,0,0), by =
(1,2,0), bs = (3,2,1) im R? und der kanonischen Basis im R?? (Angabe
der Matrix in Produktform gentgt).

2. Gegeben sei die Matrix

A= , a,byceR.

— = Q
_ o =
S

(a) Berechnen Sie die Determinante von A durch Entwickeln nach der zwei-
ten Zeile.
(b) Kann man a, b, ¢ so wahlen, dass die Zeilenvektoren

le(a,l,l), 52:(1,b,1), 53:(1,1,6),

paarweise senkrecht stehen: 2 - 25 = 0,27 - 23 =0,2, - 23 =07
(c) Wie groB} ist der Rang von A im Fall ¢ = 1?

3. Wie lautet das charakteristische Polynom der Matrix

A= (55 Vf)?

Berechnen Sie die Potenzen A", (n € N).



Losungen

1) (a) Die Matrix von f lautet:
(b) Das System

besitzt die Losung:
()‘27)‘27)\3); )\2,)\3 eR.

Wir geben folgende Basis:
(1,1,0), (0,0,1).

(c) Die Matrix beziiglich der neuen Basis im R? lautet:
113 113

M(f)y=M(f) [0 2 2 :<_21 —12 8) 02 2 :<_21 —12 _21>
0 01 0 01

2) (a) Es gilt:

det

(1) det G i) + b det (;l i) + (—1) det (CIL })

= —(e=1)+blac—1)—(a—1)=2—a—-b—c+abc.

1
b
1

— — Q
STy
Il

(b) Die Bedingungen 2 - 2, = 0, 21 - 25 = 0, 25 - Z3 = 0, nehmen folgende Gestalt
an:
a+b+1=0, a+14¢c=0, 14+b+c=0,
bzw.
a+b=-1, a+c=-1, b+c=-1.

Dieses System ist eindeutig losbar:



(c) Die Matrix

111
1 b6 1), bceR,
1 1°e¢
wird ranggleich umgeformt:
1 1 1
0 b—1 0
0 0 c¢—1

Der Rang betrdgt 3 fiir b # 1und ¢ # 1. (Vgl. det(A) = 1 —b—c+bec =

(b—1)(c—1) #0).
Der Rang betragt 2 fiir b # 1 und ¢ = 1 oder b = 1 und ¢ # 1.
Der Rang betragt 1 fir b = 1 und ¢ = 1.

3) Die Matrix A besitzt das charakteristische Polynom:

2—-\ V2
V2 1=\

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt:

det(A—AE)zdet( >:(2—)\)(1—)\)—2:)\2—3)\.

A2 -3A=0,

bzw.
A?=3A.

Wir bekommen also:

Al =A, A =34, A*=3A%=3%A, A*'=32A4A=34, ...  A"=3"'1A4.



