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Name: Vorname: Matr.—Nr.:

Bitte lassen Sie gegend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite dextlr!

Zum Bestehen der Klausur sind 14 Punkte erforderlich

1) 2) 3) 4) 5)

Punkte: Note:




. (5P)Man lose das Anfangswertproblem

Man skizziere diesed&sung.

. (8P) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem:

yi(z) = yi(x) + ya(x)
Yo(r) = —yi(x) +ya(2) .

Man bestimme die allgemeinekung des Systems.
. (7P) Gegeben sei die inhomogene Differentialgleichung
y'(z) + 2y (z) — 3y(x) = cos(2x) .

Bestimmen Sie die &isung mit den Anfangswerten

. (5P)Uberpiifen Sie die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen f
die Funktionf : C — C, f(z) = cos z.

. (5P) Berechnen Sie das Residuum vpfr) = cot z an der Stellee = 0.



Ldsungen:
1.Esliegt eine lineare homogene Differentialgleichung vor. Ihre allgemeisarhg
hat die Gestalt:
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Die Gleichungy(0) = 1 liefert ¢ = 1, also ist die gesuchtedsung:
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det(A—AE):det<1__1A 1iA) =(1-2)*4+1=X—-2\+2=0.

Damit ergeben sich folgende Eigenwerte:
M=14i, d=1—1i.
Wir suchen einen Eigenvektor zum Eigenwert
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Dieses homogene System besitzt einé@sungsraum der Dimension eins. Eine
Basisbsung ergibt sich aus der ersten Gleichung:

—i$1+l'220.
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(Die zweite Gleichung des Systems ist von der ersten lineairagpt und wird
somit mit erfillt). Setzen wirr; = 1, so ergibt siche, = i. Eine komplexwertige
Losung des Differentialgleichungsystems lautet damit:

7(z) = (1) eFie — (1) e’ (cosx +isinz).

Um ein Fundamentalsystem aus zwei reellwertigésungen zu bekommen, be-
stimmen wir Real- und Imagarteil vony(x):

(o) = Reita) = (50 )

sin(z) e
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also ist die allgemeinedsung gegeben durch

J) = crua(a)+ orya(a) = ( 1 cos(x) e” + ¢y sin(z) e“’”x>

—cy sin(x) e* + ¢y cos(z) e
3. Wir lesen das charakteristische Polynom

p(AN) =X +21-3
ab, welches die Nullstellen

A =1, Ay = —3

besitzt. Dies liefert die allgemeinesung der zugeirigen homogenen Differen-
tialgleichung

y1(z) = cre” +cpe .

Um eine spezielle &sung der inhomogenen Differentialgleichung zu finden, set-
zen wir den Ansatz
y2(x) = A cos(2z) + B sin(2z)

in die Differentialgleichung ein und erhalten wegen

yp(x) = —2A sin(2z) + 2B cos(2z)
yp(x) = —4A cos(2z) — 4B sin(2x)



die Gleichung
—4A cos(2x) — 4B sin(2x) + 2(—2A sin(2z) + 2B cos(2z))

—3(A cos(2z) + B sin(2z)) = cos(2z) .

Sortieren nach den linear unabigigen Funktionesin(2x) undcos(2x) und Ko-
effizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem

—4A—-7B = 0
—T7TA+4B =
mit der LOsungA = —6—75 undB = % Um ¢; undc, zu bestimmen, setzt man die

allgemeine bsung der inhomogenen Differentialgleichung

7 4
y(x) = y1(z) + 2 () = c1e* + cpe — — cos(2z) + — sin(2z)

65 65
in die Anfangsbedingungen ein und ahhschliellich die eindeutigedsung
4, 4 45 7 4
y(x) = y1(v) + ya(z) = € + 3¢ oF cos(2x) + o5 sin(2x) .

4. Wir rechnen
f(2) = cos(x+iy) = cosx cos(iy) —sin z sin(iy) = cosx coshy —isinzsinhy .

Fur Real- und Imagiarteil erhalten wir also

u(z,y) = cosx coshy und  v(z,y) = —sinzsinhy .
Also ist
uy(z,y) = —sinz coshy = vy(x,y)
und
uy(x,y) = cosxsinhy = —v,(x,y) .

5. Wir entwickelncot z in eine Laurentreihe

cosz_1—§+--- 1(1_§+...> 1

cot z = — = 5 = - >
Sin 2 Z—%—i—--- z 1_%+...

und lesen ab

Rescotz=a_1=1.
2=0



