KLAUSUR
Mathematik 111 fur Elektrotechniker
20. Februar 2003
(W. Strampp)

Name: Vorname: Matr.—Nr.:

Bitte lassen Sie gegend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite dextlr!

Zum Bestehen der Klausur sind 14 Punkte erforderlich

1) 2) 3) 4) 5)

Punkte: Note:




. (5P)Man lose das Anfangswertproblem

Man skizziere diesed&sung.
. (7P) Gegeben sei die inhomogene Differentialgleichung
y'(z) + 2y (x) — 3y(z) = cos(2x) .

Bestimmen Sie die &sung mit den Anfangswerten

vi(z) = i)+ y(x)
Yolr) = —yi(x) + ya(2) .

Man bestimme die allgemeinebkung des Systems mit Eigenwerten und
Eigenvektoren.

. (6P) Man bestimme die allgemeinedksung fir das System
n(z) = 2y(2) + y2(2)
ya(z) = —yi(x) + 24a(2)

mit der Matrixexponentialfunktion.

. (4P) Man bestimme eine partikéute Losung des inhomogenen Systems

1(z) = 2y1(2) + ()
vh(z) = —uyi(x) +2y(z) +e* .



Ldsungen:
1.Esliegt eine lineare homogene Differentialgleichung vor. Ihre allgemeisarhg
hat die Gestalt:

R

_ - o dr —Ln(z241) _ ¢
r)=ce =17 =ce 2 = —.
(=) NGRS
Die Gleichungy(0) = 1 liefert ¢ = 1, also ist die gesuchtedsung:
1
T) = —F/——.
y(@) = —= =
Die Losung
() = =
€Tr) =
Y Va+1
o4 -2 2 4

2. Wir lesen das charakteristische Polynom
p(A) =N +21-3
ab, welches die Nullstellen
M=1, A=-3

besitzt. Dies liefert die allgemeinesung der zugedlrigen homogenen Differen-

tialgleichung
yi(z) =cre +cpe .

Um eine spezielle tsung der inhomogenen Differentialgleichung zu finden, set-
zen wir den Ansatz ‘
yg(ﬁ) _ Aesz

in die Differentialgleichung ein und erhalten wegen

yh(z) = 2Aie*™
W) = —aAc



die Beziehung

(-4+4i—-3)A = 1, also
(=7T+4)A = 1

mit der LosungA = —6—75 — % i . Eine spezielle bsung ergibt sich zu:
Yo (1) = Re(Ae®™) = T cos(2x) + 4 sin(2x)
? 65 65 '
Um ¢; undc; zu bestimmen, setzt man die allgemeiriising der inhomogenen
Differentialgleichung
4
s _ l cos’z + — sinz
65 65
in die Anfangsbedingungen ein und altschliel3lich die eindeutigedsung

(2) = 11 (1) + 12(2) = 2 € + = e — = cosz+ = si
xr) = X xr) = —¢€ — € — — COSXT — SINnx .
y h Y2 5 13 65 65

= (40)

det(A—)\E):det(l_/\ L ):(1—)\)2+1:>\2—2)\+2:0.

y(@) =y1(x) + yo(x) = c1 "+ cpe”

3.Esqilt

und somit

-1 1-=A
Damit ergeben sich folgende Eigenwerte:
M=1+i, d=1—1i.
Wir suchen einen Eigenvektor zum Eigenwgyt
(=) ()= 2 )-0)
-1 1-X To -1 —i) \2q 0/

Dieses homogene System besitzt einé@sungsraum der Dimension eins. Eine
Basisbsung ergibt sich aus der ersten Gleichung:

—i$1+l‘220.

3



(Die zweite Gleichung des Systems ist von der ersten linearapf und wird mit
erfullt). Setzen wirx; = 1, so ergibt siche, = i. Eine komplexwertige &sung
des Differentialgleichungsystems lautet damit:

7(z) = <1> eFie — <1) e’ (cosx +isinz).

Um ein Fundamentalsystem aus zwei reellwertigésungen zu bekommen, be-
stimmen wir Real- und Imagarteil vony(x):

(o) = Reita) = (50 )

—sin(z) e

mla) =) = (300

cos(x) e*

also ist die allgemeinedsung gegeben durch

7o) = cmle) +am(a) = (Gl )

—cy sin(x) e* + ¢y cos(z) e

4. Wir schreiben das System in Matrixform

I _yl o 2 1

ey = (M) (21).
2 0 0 1 ~

= (29) (0 L) e

Mit

ergibt sich



Wegen A A=—F bekommen wir:

2 3 4
fo _ gt v roo.
e — E+ Az EQ' A +E4‘

1'2 :L‘4
= E(1_§+E_...)
1’3 ZE5
+A(x—§+g—m)

= Ecos(z) + Asin(z) .
Also:
e = Ee* cos(x) + 2{625” sin(z)
[ e*cos(x) 22 sin ()
N ( —e?®sin(z) e cos(a:) )

Die allgemeine bsung lautet:

5. Wir machen den Ansatz:
. . fc(z)
Y, () = e O(z) = e (c:(x))

und bekommen
/ Az Az 1
Yy(z) =Ae™ C(x) +e™ C'(x) .

Einsetzen in 0
Y'=AY + R(z), R(z) = <e2x> ,
ergibt:
42 C'(x) = R(x)
Also
C'(x) = e R(x)
mit



Hieraus folgt:

Clz) = / e—As

Insgesamt:



