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Aufgabe 1 (6 Punkte):

Betrachten Sie im R? die folgenden Vektoren

a) Zeigen Sie, dass (U1, ¥2) eine Basis von R? ist.

b) Eine lineare Abbildung f : R? — R? sei durch die folgende Festlegung gegeben:
f(Wh) =01 =20, f(¥o) =0 —20,.

Berechnen Sie die Matrix A mit der Eigenschaft f(Z) = A - ¥ fiir alle ¥ € R2.

c¢) Berechnen Sie eine Basis des Kerns von f und eine Basis des Bildes von f.

Aufgabe 2 (8 Punkte):

Fiir eine beliebige reelle Zahl o betrachte man die Matrix

l—-a O Q
A, = 0 1 0
—a 0 a+1

a) Berechnen Sie alle Eigenwerte von A,.
b) Berechnen Sie zu jedem Eigenwert die zugehorigen Eigenvektoren von A,.

c) Fiir welche reellen « ist A4, diagonalisierbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 3 (6 Punkte):

Gegeben seien im R* die Vektoren

0 1 0 1
S, 1 - 1 - -1 . -1
0 0 -1 -1

Der Unterraum U werde von #; und ¥5 aufgespannt, der Unterraum W von ¥3 und vy.
a) Berechnen Sie dimg(U) und dimg(W).
b) Berechnen Sie eine Basis von U NW (Hinweis: U NW # {0} ).



Aufgabe 4 (8 Punkte):
Berechnen Sie das Taylorpolynom vom Grad 2 der Funktion
f:R3 = Rmit f(z,y,2) = 2%sin(z) + 2%y cos(z) + 2 + 3

um den Punkt (1,0, 7).

Aufgabe 5 (6 Punkte):
Betrachten Sie die Abbildung f : R? — R mit

. 1 3
f(a:,y):x5—4x2+§y2+xy+7x+y—§.

Berechnen Sie alle lokalen Minima und Maxima von f.

Aufgabe 6 (6 Punkte):

Berechnen Sie das Volumen der folgenden Teilmenge D des R3,

7;0<y<uz;xsin(y) — 1<z < cos(y) +2°}.

D={(z,y,2)| 5 <=

IN

s
2



Losungen:

1. a) Es reicht hier offensichtlich die lineare Unabhéngigkeit zu iiberpriifen. Aus A7) 4 pty = 0
folgt sofort: A =0 und p = 0.

b) Naive Methode:
Sei A = <a b). Dann ist
c d

Lose nach a, b, ¢, d:

a+2b = -1,
c+2d = —4,
a+3b = -1,
c+3d = —4

Man sieht sofort (oder mit dem Gaufs-Algorthmus):

b=0,d=0, a=-1, c=—4,

-1 0
also A = <_4 0).

Mit Ubergangsmatrizen:

=55 (5 )06 ;1)))_1 (3 )& )=E0)

c) Basis des Kerns:

Lose <:i 8) # =0, also ist <(1)> eine Basis vom Kern(f).

Basis des Bildes:

Das Bild hat die Dimension 1, also ist (_ 4

) eine Basis vom Bild(f).

2. a) Berechne zunéchst das charakteristische Polynom:

l—-a—-—X 0 leY
X(X) = det 0 1-X 0
-« 0 a+1-—X

= 1-X)(1-a-—X)(a+1-X)+a?)
= 1-X)((1-X)?-a*+a?) =(1-X)>

A =1 ist der einzige Eigenwert.

b) Eigenvektoren zum Eigenwert 1:

l—-a—-1 0 o —a 0 « —a 0 «o
0 0 0 = 0 0 0 ~ 0O 0 0.
—« 0 a+1-1 —a 0 o 0O 0 O



3. a)

b)

Fall 1:

-1 0 1 1 0
Falls o # 0, dann lésst sich die Matrix vereinfachenzu [ 0 0 0. Alsoist 0], [ 1
0 0O 1 0

eine Basis des Eigenraumes.

Fall 2:
Falls a = 0, dann ist die Matrix die Nullmatrix und eine Basis des Eigenraumes ist:

1\ [0\ /0
ol,[1].]o0
o/ \o/ \u

Aq ist genau dann diagonalisierbar, wenn o = 0 ist. Dies folgt aus b) und der Tatsache,
dass es zu einer diagonalisierbaren Abbildung stets eine Basis aus Figenvektoren gibt
und umgekehrt.

Man sieht sofort mit dem Gauf-Algorithmus, dass jeweils die beiden Erzeuger linear
unabhéngig sind. Also gilt dimg(U) = dimg(W) = 2.

Sei ¥ € UNW, dann ergibt der Ansatz

0 1 0 1
N 1] (-1 ~1
U=\ Y i + 0 1

0 0 —1 —1

ein lineares Gleichungssystem in A, u, @ und 8 mit der Koeffizientenmatrix:

01 0 —1 111 1 111 1 111 1
1 1 1 1 - 01 0 -1 - 01 0 -1 — 01 0 -1
1 3 3 1 022 O 00 2 2 00 1 1
0 01 1 0 01 1 0 01 1 000 O
1
Sei (8 beliebig. Dann ist die Losung o« = =6, u = 6, A = —0. Also ist ¥ = (3 g , somit
0

ist eine Basis von U N W.
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4. Berechne die partiellen Ableitungen:

g‘g}; = 2zsin(2) + 2zycos(z) + 32,

g‘;; = z?cos(z) + 3y,

g‘i = a%cos(z) — 2’y sin(z),
6‘1252 — 2sin(z) + 2y cos(z) + 6z,
aajgy = 2z cos(z),

;jéfz = 2xcos(z) — 2zysin(z),
6(228]; = 2xcos(z),

2

a({; gy = Gy,

8(12(({2 = —x?sin(z),
88,:(;; = 2xcos(z) — 2zysin(z),
aizéfy = —z%sin(z),
;;gz = —2%sin(2) — 22y cos(2).

Das gesuchte Taylorpolynom lautet also

To(f,(1,0,m))

143z—-1)+(-Dy+(-1)(z —n)

45 (61 + (-2)@ Dy + (-~ Dz~ 7)

+(=2)y(z —1) + 0% + 0y(z — 7)) + (=2)(z — ) (z — 1)
+0(= = )y +0(z = m)?)

—y— (z—7r)+%(6($—1)2—4(x—1)y—4(a:—1)(z—7r))
—y—(z—m) +3x—-1)2 =2z - 1)y —2(z—1)(z — ).

14+3(z—-1)
14+3(x—1)

5. Die partiellen Ableitungen von f lauten:

of _ o 2 of _ *f _
8x—3m —8r+y+7, 8y—y+m~|—1, Deom
2 2 2
o/ 1 o/ =1 o/ 1.

Oxdy - oydx  Oydy -
Die notwendige Bedingung lautet

gradf = (32° — 8z +y + 7,y +x +1) = (0,0).

6x —

Also y = —x — 1 und somit 322 — 8z — 2 — 1+ 7 = 322 — 9z + 6 = 0. Die Losungen
dieser guadratischen Gleichung lauten 1 = 2 und 22 = 1. Es kommen also die Punkte
(2, =3) und (1, —2) als lokale Extrema infrage.



Die Hessematrix lautet
6r —8 1
1 1)
Die Hessematrix ausgewertet bei (2, —3):
4 1
1 1)

1 1) =3 >0 und 4 > 0 ist, liegt ein lokales Minimum bei (2, —3) vor.

Die Hessematrix ausgewertet bei (1, —2):
-2 1
1 1)

Wegen det <_12 1) = —3 < 0 liegt bei (1, —2) keine Extremalstelle vor.

Da det <4 1

. Wir rechnen:

COS
/ 1 dz dy dx

0 Jzsin(y)—1

/ (cos(y) +a® — xsin(y) + 1)dy dx

xX
[sm +z y+xcos(y)+y] dx

Il
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(sin(z) + 2* + zcos(z) + v — x)d

™

(sin(z) + 2* + z cos(z))dx
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cos(z) + %:BS + zsin(z) + cos(:v)]
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5:1; + zsin(z)

Es wurde in (*) verwendet, dass x sin(z) + cos(z) eine Stammfunktion von x cos(x) ist, wie
man schnell durch partielle Integration sieht.



