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Fiir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
Klausur sind 24 Punkte erforderlich.
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Punkte: Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.

Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung:

3
Yy ==,>0,y>0.
T

Geben Sie den Definitionsbereich der Losungen an.
Losen Sie das Anfangswertproblem y'(1) = 2.

2. Betrachten Sie die Differentialgleichung: v + ¢/ = sin(3 ).
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der homogenen Gleichung.
Bestimmen Sie eine partikulédre Losung der inhomogenen Gleichung.
(Hinweis: Verwenden Sie die komplexe Ansatzmethode).
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Berechnen Sie die Potenzen von A mit dem Satz von Cayley-Hamilton.
Geben Sie die Matrixexponentialfunktion e an, sowie ein Fundamental-
system des Differentialgleichungssystems.

3. Gegeben ist das Differentialgleichungssystem: Y’/ = AY, A =

4. Geben Sie den Realteil und den Imaginirteil der folgenden Funktion an:
f:C—C, f(z)=(z—-1~
Bilden Sie Parallelen zur imaginiren Achse in der z-Ebene unter der Abbil-
dung f(z) = w ab. Welche Kurven ergeben sich in der w-Ebene? Zeichnen
Sie eine Skizze.
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5. Geben Sie die Pole der Funktion f(z) = Z2 ) mitsamt thren Residuen an.
z

Berechnen Sie das Kurvenintegral f(2) dz. (Positiver Umlaufsinn).

|z—i|=1
Geben Sie die Taylorreihe von f um den Punkt zy = 0 an. Welchen Kon-
vergenzradius besitzt die Reihe?



Losungen

1.) Trennung der Verinderlichen:

Py Yy 1
== Z=—_ 2P
y :L‘27y :L‘27
1 1
11
_EE:___FC
1 1 1
y2:—— 1 ’y: 2P
2 —=+4c 2(%_6)
Definitionsbereich:
c<0:x>0.

¢c>0—1+c¢<0,0<a<i 2P

AWP: /(1) =2,y (1) = (y(1))3,2 = ——,c=1— —5- 2P.

.
\

Allgemeine Losung der Differenti-
algleichung 3/ = z—z




2.) Charakteristisches Polynom:
AN +A=0.

Nullstellen:
)\:0,>\2,3 ::i:Z

Allgemeine Losung der homogenen Gleichung:
yn(x) = ¢1 + ¢ cos(x) + c3 sin(z) . 2P
Gegebene Differentialgleichung als Imaginérteil von
y" 4y =" 2P
Ansatz fiir komplexe Losung:
y,(z) = Ce*'*. 2P

Einsetzen: ‘ '
((34)° +34) Ce**" = 3%,

(31> +34)C=1,3i((3i)*+1)C=1,3i(-8)C=1,0= —i.

Reelle Losung der gegebenen Differentialgleichung:

1 : 1
3 =3 (—iet”) = — . 2P
S(yp(z)) =S <24 ie ) o cos(3 )

Oder:
Yp(r) = A cos(3z) + B sin(3 z)
liefert: 1
A=— B=0.
24"’
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3) Das charakteristische Polynom lautet:

4—X 6

det(A—/\E):A:det< 5 3_)

Satz von Cayley-Hamilton:
A2 —TA=0,A2=TAAB3=T"A A'=74, ...

AP =714 2P

Matrixexponentialfunktion:

2 3 4
Az _ T S T S
et =F+Ax+ A 2!+A 3!+A 4!-1—

At gy AraTAS AT Al
e =0+ Ax+ E-i- a—f— I+

7 3!

):A2—7>\:0.

2P

1 2 3 4
AT = F 4 (73:+72%+73x—+74%+---> A 2P

1 x? x3 xt
Az _ L 2 L 34 a4t
e —E—|—7( 1+1+7x+7 2!—1—7 3!+7 4!+

T T 7T\—2 4

) 4

1 1 1 — 1
eAx:E——A—I——Ae”=—<3 6)+—Ae” 2P

7
Fundamentalsystem:

=3 (2 (2 (1) 19

bzw.

> (3 > (2) qa
- (2) ()

Oder: Eigenwerte, Eigenvektoren

A1 = 0: Eigenvektor: (_32)

A2 = 7: Eigenvektor: (?)

Lifert das Fundamentalsystem }71, }72



4)

fa+yi)=(z—-1)+yi)l=(—-12—9y*+2(x—1)yi.

Realteil und Imaginirteil:

w(z,y) = (@ —-1)°>-y*, oy =2(x-1)y. 2P

z=xo+yi,w= f(z) = u(xo,y) +v(zo,y)i:
u=(ro—12*—5y*, v=2(xg—1)y. 2P

1)ag=1:u=—y?,

2) Ist zg # 1:
u=(rg—1)%*—9y*, v=2(xo—1)y.
Eliminieren: v
2w —1) 7
v ¥ (20— 1)%. 2P
Uu=—————+ (rg— 1)*.
A(zg—1)2 "7
Parabeln.
A\, “‘\\‘ Bildkurven von x = 1z, unter
VI f(z)= (2 - 1)2 1P

v = 0. Negative reelle Achse in der w-Ebene.

2P

1P



5) Pole:

Residuen:

J@) =1+ =+
Res(f, —i) = —i,Res(f,i) =i. 2P

Oder:
: . =1 .
lim (z +14) f(z) = lim — = —q,

Zz—r—1 Z2—=—1 Z — 1

Z—1 z—i 2z + )

Der Kreis |z — i| = 1 umlduft einen Pol: z = i. Residuensatz:
/ f(z)dz=2mii=—-2m. 2P
|z—i|=1

(Positiver Umlaufsinn).
Geometrische Reihe:




