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Klausur zur Vorlesung

Mathematik II1I
(Differentialgleichungen und Funktionentheorie)

Version mit Losungsskizzen

Es konnen 30 Punkte erreicht werden.




Aufgabe 1 (3+3=6 Punkte)
a) Berechnen Sie die maximale Lésung von dem Anfangswertproblem
y = —ée””y‘*, y(0) =1
auf dem Gebiet Rx ]0, oo].
b) Berechnen Sie die maximale Losung von dem Anfangswertproblem
y =aty+at, y(1) =3
auf dem Gebiet |0, co[ xR.
Losungsskizze zu Aufgabe 1.

a) Es geht in Teil a) um eine DGL mit getrennten Variablen. Der wohlbe-
kannte Ansatz fithrt auf
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Die maximale Losung von dem AWP in Teil a) ist

2

‘R—=R = .
y ; y(x) ]

Alternativer Weg: Man rechnet zunéchst etwas informal und ohne Grenzen

wie folgt:
dy _ 1 x, 4 —4 _ x
I Gey —>/ 6y dy—/eda:

=22 ="+ C

Wegen y(0) = 1 folgt 2y(0) ™2 = € + C und damit 2 =1+ C, d.h. C = 1.
Also folgt 2y~3 = e®+1 und damit kommt man ebenfalls auf die maximale
Losung

2

er +1

y(xr) = ¢ ,y:R—=R

von dem AWP in Teil a).



b) Hier geht es um die inhomogen-lineare DGL erster Ordnung

r_ -1 4 _
y = {f,wa \a?/,y(l)f?).
=:a(x) =:b(x)

Mit der Hilfsfunktion

xT

o(z) = exp / a(t)dt | = exp([In(t)]7_,) = exp(in(z)) = =
1

liefert die Methode der Variation der Konstanten, dass die maximale
Losung von dem AWP in b) durch
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(¢ :]0,00[— R) gegeben ist.



Aufgabe 2 (24+4=6 Punkte)

a) Wir betrachten die homogen-lineare Differentialgleichung 4. Ordnung

1"

y" =y =3y + 5y -2y =0 (Z)
Wir geben bekannt, dass das charakeristische Polynom von (.£) durch
P(T)=T*-T% 372 +5T -2 = (T - 1)*(T +2)
gegeben ist. Geben Sie nun ein R-Fundamentalsystem zu (.£) an. (Hin-
weis: Bei dieser Teilaufgabe ist kaum etwas zu rechnen!)

b) Berechnen Sie ein R-Fundamentalsystem zu dem homogen-linearen Sys-

tem
Y = <g 21> y ()

Losungsskizze zu Aufgabe 2.

a) Das charakteristische Polynom von (.£) hat 1 als 3-fache und —2 als 1-
fache Nullstelle. Also ist (nach einem wohlbekannten Satz) durch

(ez,xez7x2em’ 6721’)

ein R-Fundamentalsystem zu (.£) gegeben.

0
3
lynom von A ist P4(T) = T? + T — 6 und mit der pg-Formel sieht man,
dass Pa(T) = (T + 3)(T — 2) gilt. Das Spektrum! von A4 ist S = {-3,2}.
Wir berechnen die Eigenrédume.

L(A+3E) =L(§ ;) :L(g 3) _R. (32>

L(A-2B) =L (‘32 23> :]L(_Ol (1)) _R. G)
Also ist durch

o) = <e—3m ( 32> (})) - ( P Zii)

ein R-Fundamentalsystem zu () gegeben.

b) Sei A := ( 21> die Systemmatrix von (-¢). Das charakteristische Po-

IDie Menge der Eigenwerte wird gemeinhin als Spektrum bezeichnet.



Aufgabe 3 (2+341=6 Punkte)
Wir betrachten die inhomogen-lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

y' 46y —Ty=a+1 (F)
a) Berechnen Sie ein R-Fundamentalsystem zu dem homogen-linearen Anteil
y'+6y —Ty=0 ()
von (&).
b) Finden Sie eine partikuldre Losung von der inhomogen-linearen DGL (.%).
¢) Geben Sie nun die allgemeine Losung von () an.
Losungsskizze zu Aufgabe 3.

a) Das charakteristische Polynom von () ist P(T) = T? + 6T — 7= (T —
1)(T + 7) (pg-Formel!). Seine Nullstellen sind 1 und —7 (jeweils 1-fach).
Also ist (e%,e~"®) ein R-Fundamentalsystem zu (7).

b) Mit dem Ansatzverfahren kann man eine partikulire Losung von

Y6y — Ty = r(a)e Q

bestimmen, wenn r(x) ein Polynom ist. Wir benutzen dieses Verfahren im
Fall r(z) = x + 1, w = 0. Ist v die Vielfachheit von w als Nullstelle von
P(T), so gibt es nach dem Ansatzverfahren eine Losung von (x) der Form
2V R(x)e¥”, wobei R(x) ein Polynom vom selben Grad wie r(z) ist.

Bei uns ist w = 0 und wegen P(w) = —7 # 0 ist v = 0. Wir machen also
den Ansatz

(x)=ax+b

und versuchen a,b € R so zu wéhlen, dass 1(x) eine Lésung von (&) ist.

Y erfilllt () & ¢ (2)+ 60 —TY =z +1
& 6a—T(ar+b)=x+1
& —Tax + (6a—7b) =x+1
& —Ta=1N6a—Tb=1

1 13
S —6a—1=_2"
Sa - ATb = 6a -
& ! Ab 13
a=—— _ -
7 49
Es ist also 1(z) = —1z — 13 eine Lésung von (.¥).

¢) Die allgemeine Losung von (%) ist

1 13
fo(z) = —zo— — 4+ cre® +coe” ™

= T (c=(c1,¢2) €R).



Aufgabe 4 (2+242=6 Punkte) Wir betrachten die holomorphe Funktion

1

f:C\{0,3i} = C, f(2)= T

a) Berechnen Sie fiir jeden Pol zy von f das Residuum Res,, (f).

b) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

0) [ f(z)dz.

|z|=1

i) [ f(z)d=.

|z|=10
(Hinweis: Residuensatz!)

¢) Berechnen Sie die Laurent-Entwicklung von f im Entwicklungspunkt zq :=
0. (Hinweis: Benutzen Sie zuniichst die geometrische Reihe, um die Po-
tenzreihenentwicklung von 1 aufzudecken!)

Losungsskizze zu Aufgabe 4.
a)

1 11

Reso(f) = limy 2f(2) = lim ——=2 = = = 37

1 1.

= ——=1
3

. y 1 1
Ressi(f) = zh—>n?}i(z —30)f(2) = zh—>n?}i z 3

b) (i) Hier wird nur der Pol 0 von dem Integrationsweg umlaufen. Der Re-
siduensatz liefert
2
/ F(2)dz = 2miReso(f) = _g.

|zi=1

(ii) Hier werden beide Pole von dem Integrationsweg umlaufen. Der Re-
siduensatz liefert

f(z)dz = 2mi(Reso(f) + Ressi(f)) = 0.

|z|=10

c) Es gilt

R =1 g = =
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fir |2| < 3. (Man kann das noch weiter “verschénern” zu

oo oo 1

1 N N n:n. . n
F@)= ) 5ot = ) g (-1

n=-—1 n=-—1



Aufgabe 5 (2+242=6 Punkte)

a) Was ist die groite offene Teilmenge von C, auf der die Laurent-Entwicklung
im Entwicklungspunkt zy = 0 der Funktion
22+3
2(z2+16)(z — (1 +14))

g:C\{0,+4i,1+ 1}, g(2) =

konvergiert? (Anmerkung: Es ist nicht verlangt, diese Laurent-Entwicklung
zu berechnen!)
b) Was ist die gréfite offene Teilmenge von C, auf der die Laurent-Reihe

> (32) -y

n=-—2

konvergiert? (Hinweis: Berechnen Sie zunéchst den Konvergenzradius des
Hauptteils z.B. mit dem Wurzelkriterium.)

c¢) Entscheiden Sie (mit Begriindung!), ob die Funktion

_Z

2

f:C\{0} = C, f(2)

holomorph ist.
Losungsskizze zu Aufgabe 5.

a) Sei R die gesuchte Menge. Die Punkte 0,+4¢ und (1 + ¢) sind Pole von
f. Die gesuchte Menge R ist der grofite offene Kreisring, der ganz in
C\ {0,44¢,1 + i} enthalten ist. (Diese Aussage ist Teil des Laurent-
Entwicklungssatzes.)

Anhand einer kleinen Skizze sieht man leicht, dass
R={zcC:0< |z| <V2}

gilt. (R ist also eine bei 0 punktierte offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt
0 und Radius v/2. )

b) Sei D die gesuchte Menge. Sei a,, = (13:_’:) . Dann ist

n— 00

. L 1+
L:= nh_)rr;o Vlan| = lim ' el

und daher ist p = L~! = 1 der Konvergenzradius des Hauptteils (nach
dem Wurzelkriterium von Cauchy-Hadamard). Der Nebenteil konvergiert
auf C\ {1}. Daher ist D die punktierte Kreisscheibe

D={zeC:0<|z—-1] <1}.



c) Weg 1. Esist f(z) = 5= = 5-Vz € C\ {0} und daher ist f holomorph

2z%Z
(nach der Quotientenregel).

Weg 2. Es gilt f(z + iy) = 52 und damit folgt

2(z2+y?)
. x
u(z,y) == Ref(z +iy) = 22 17
. -y
v(z,y) == Imf(z +iy) = 22 1 7)
P 1 (22 +9y%) —222 1 y?—2a?
xu(l‘,y) = 5 : (mg I y2)2 = 5 ’ (3;2 4 y2)2
P 1 —2zy Ty
yu(l‘,y) 5 . (1,2 +y2)2 - _(1,2 +y2)2
1 2xy Ty
po(z,y) = 9’ (22 + 12)2 = (22 + 12)2
6 1 7(1,2 + y2) + 2y2 1 y2 _ 12
yv(e,y) = 9 (22 + 2)? 9 (22 + 2)?

Man sieht, dass die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt
sind. Also ist f auf ganz C\ {0} holomorph.



