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Für jede Aufgabe gibt es 6 Punkte. Zum Bestehen der Klau-
sur sollten 15 Punkte erreicht werden.

1) 2) 3) 4) 5)

Punkte: Note:
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Fangen Sie für jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blätter.

Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. Gegeben sei die Differenzialgleichung:

y′ = −y (1 + y2) .

Wie lautet die allgemeine Lösung?

2. Die Funktionen: ex , x ex , e2 x cos(3 x) , e2 x sin(3 x) sind Lösungen der Dif-
ferenzialgleichung:

y(4) + a3 y′′′ + a2 y′′ + a1 y′ + a0 y = 0 .

Bestimmen Sie die Konstanten a0, a1, a2, a3.

3. Bestimmen Sie die Lösung des folgenden Anfangswertproblems:

Y ′ =
(

2 3
1 4

)
Y , Y (0) =

(
1
−1

)
.

4. Gegeben ist die Funktion:

f(z) =
1

z
, z ∈ C \ {0} .

Bestimmen Sie die Bildmenge von {z ∈ C | 0 < arg(z) < 1
2
π} und von

{z ∈ C | |z| < 3 , 1
4
π < arg(z) < 3

4
π} . Zeichnen Sie eine Skizze!

5. Gegeben sind die Kurven : Γ1 : z(t) = r0 et i , t ∈ [0, 2 π] und Γ2 : z(t) =

−i + 3 t i , t ∈ [0, 1]. Berechnen Sie die Kurvenintegrale
∫

Γ1

f(z) dz und

∫

Γ2

f(z) dz über die Funktion f(z) = |z|.
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Lösungen

1.) Trennung der Veränderlichen für y(x) 6= 0:
∫

1

y (1 + y2)
dy = −

∫
dx .

Partialbruchzerlegung:

1

y (1 + y2
=

A

y
+

B y + C

1 + y2
=

(A + B) y2 + C y + A
,

also A = 1, B = −1, C = 0.
∫

1

y (1 + y2)
dy = ln(|y|)− 1

2
ln(1 + y2) = −x + c .

Hieraus folgt:
ln(|y| (1 + y2)−

1
2 ) = −x + c

bzw.
|y| (1 + y2)−

1
2 = e−x+c .

Auflösen ergibt:

y(x) = ± e−
1
2

(x+c)

√
1− e−(x+c)

.

Hinzu kommt noch die Lösung y(x) = 0.
2.) Das charakteristische Polynom lautet:

(λ−1)2 (λ−(2+3 i)) (λ−(2−3 i)) = (λ−1)2 (λ2−4 λ+13) = λ4−6 λ3+22 λ2−30 λ+13 .

Wir bekommen die Differenzialgleichung:

y(4)− 6 y′′′ + 22 y′′ − 30 y′ + 13 y = 0 .

3) Das charakteristische Polynom lautet:

det(A− λE) = A = det

(
2− λ 3

1 4− λ

)
= (λ− 5) (λ− 1) = 0 .

Die Matrix A besitzt folgende Eigenwerte:

λ1 = 5 , λ2 = 1 .
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Wir bekommen

A− λ1 E =

(−3 3
1 −1

)
, A− λ2 E =

(
1 3
1 3

)
,

und zugehörige Eigenvektoren (1, 1), (−3, 1). Damit ergibt sich ein Fundamen-
talsystem:

Y1(x) =

(
1
1

)
e5 x , Y2(x) =

(−3
1

)
ex .

Die allgemeine Lösung lautet:

Y (x) = c1

(
1
1

)
e5 x + c2

(−3
1

)
ex .

Für x = 0 gilt:

c1

(
1
1

)
+ c2

(−3
1

)
=

(
1
−1

)
.

Ds System besitzt die Lösung:

c1 = c2 = −1

2
.

4) Wir schreiben für z 6= 0:

z = |z| earg(z) i , −π < arg(z) < π ,

und bekommen:
1

z
=

1

|z| , e
arg(z) i .

Der Sektor
{z ∈ C | 0 < arg(z) <

1

2
π}

wird abgebildet auf den Sektor:

{z ∈ C | − 1

2
π < arg(z) < 0} .

Der Sektor
{z ∈ C | |z| < 3 ,

3

4
π < arg(z) <

1

4
π}
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wird abgebildet auf:

{z ∈ C | |z| > 1

3
,−3

4
π < arg(z) < −1

4
π} .

Bildmengen unter f(z) = 1
z

5) Es gilt:
∫

Γ1

f(z) dz =

2 π∫

0

∣∣r0 et i
∣∣ r0 i et i dt = r2

0 2 π i

und

∫

Γ2

f(z) dz =

1∫

0

| − i + 3 t i| 3 i dt = 3 i

1∫

0

| − 1 + 3 t| dt

= 3 i




1
3∫

0

(1− 3 t) dt +

1
3∫

1
3

(−1 + 3 t) dt




= 3 i

(
1

6
+

2

3

)
=

5

2
i .
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