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Aufgabe 1 (6 Punkte): Ein Kneser-Graph KG(n, k) mit Parametern n und k
ist wie folgt definiert: Die Knotenmenge besteht aus allen k-elementigen Teilmen-
gen einer n-elementigen Menge. Zwei Knoten sind genau dann durch eine Kante

verbunden, wenn die beiden zugehorigen Teilmengen einen leeren Schnitt haben.
a) Zeichnen (und erkliren) Sie den Kneser-Graph KG(5,2).

b) Wieder allgemein, wie viele Knoten hat der Kneser-Graph KG(n, k)? Begriin-
den Sie Thre Antwort.

¢) Wie viele Kanten hat der Kneser-Graph KG(n,k)? Begriinden Sie Ihre Ant-

wort.

Aufgabe 2 (6 Punkte): Es sei S eine endliche Menge mit n Elementen. Wir
betrachten dazu die Menge B aller Abbildungen f : S — Z/27Z. Auf B definieren
wir folgende Operationen mithilfe der gewthnlichen Addition und Multiplikation
in Z/27:

(fog9)a) = fla)-g(a),
(fog)a) = fla)+g(a)+ fla)-g(a),
(=f)a) = fla)+1
a) Wie viele Elemente enthélt B? Begriinden Sie Ihre Antwort.

b) Zeigen Sie, dass A := (B, ®, ®, ) eine Boolesche Algebra ist. Die Kommuta-

tivitat und Assoziativitat von @ und ® brauchen Sie nicht nachzuweisen.

c) Geben Sie eine Menge M an, so dass die Boolsche Algebra A isomorph zur
Potenzmengenalgebra (Pot(M),U,N, ~) ist. Erlautern Sie dabei insbesondere,
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wie bei diesem Isomorphismus ein f € B mit einem N € Pot(M) identifiziert

wird.

Aufgabe 3 (7 Punkte):

a) Untersuchen Sie, ob die folgenden Restklassen @ ein multiplikativ Inverses in
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Z/m Z haben. Wenn dies so ist, dann berechnen Sie @', andernfalls begriinden

Sie die Nichtexistenz des Inversen.
91€Z/5TZ , 124€Z/4567Z , T9€Z/STZ.
b) Berechnen Sie a,b € Z, fiir die gilt
a-124 4+ 0-456 = 12.
c¢) Berechnen Sie eine Losung = € Z des Systems von Kongruenzen

z = 1 mod®6
bz = 6 mod 11.

Aufgabe 4 (6 Punkte):

a) Definieren Sie, wann ein Graph G vollstdndig bipartit genannt wird.
b) Wann ist ein vollstdndig bipartiter Graph G eulersch?

¢) Wann ist ein vollstdndig bipartiter Graph G hamiltonsch?

d) Berechnen Sie die chromatische Zahl x(G) eines vollstindigen bipartiten Gra-
phen G.

Aufgabe 5 (4 Punkte): Eine ganze Zahl g heillt Primitivwurzel modulo einer
Primzahl p, wenn ihre Restklasse g die multiplikative Gruppe (Z/pZ)* erzeugt,

d.h. wenn

(Z/pZ) ={g" |k=0,....p—2}.

Berechnen Sie eine Primitivwurzel modulo der Primzahl 11.



Musterlosung

Aufgabe 1

(a) Wir betrachten als exemplarische Menge mit fiinf Elementen die Menge {1,2,3,4,5}.
Dann hat KG(5,2) folgende Gestalt:

Mal— {34 — 115/

k53 ' — 1231
12,43 |

{357

1133 — 1257 —

(b) Die Anzahl der Knoten ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer

n-elementigen Menge, also (Z)

(¢c) Der Knoten T; ist mit dem Knoten 7; durch eine Kante verbunden, wenn
T;NT; = @ gilt, wobei T; und T} k-elementige Teilmengen einer n-elementigen
Menge M sind. Um die Anzahl der von einem Knoten 7; ausgehenden Kanten
zu ermitteln, muss man also die Frage kliren, wie viele k-elementige Teilmen-
gen einer n-elementigen Menge es gibt, deren Schnitt mit 7; leer ist. Dies sind

aber genau die k-elementigen Teilmengen der n— k-elementigen Menge M\T;,
n—k
k

Knoten ausgeht, gibt es insgesamt %(Z) (";k) Kanten.

also ( ) Stiick. Da es insgesamt (Z) Knoten gibt und jede Kante von zwei
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Aufgabe 2

(a) Die Menge B enthiilt 2" Elemente, denn dies ist die Anzahl aller Abbildun-
gen einer n-elementigen Menge in eine 2-elementige Menge (ziehe n-mal mit

Zuriicklegen aus einer 2-elementigen Menge, mit Beachtung der Reihenfolge).

(b) Zu zeigen ist, dass A := (B, ®,®, ) eine Boolesche Algebra ist (ohne Kom-

mutativitit /Assoziativitit von @, ®). Hierfiir ist zu zeigen:

e Es gibt ein neutrales Element 0 € B der Operation .
Das neutrale Element ist die Abbildung 0 : S — Z/27Z,a + 0, denn fiir
alle f € B und fiir alle a € S gilt:

(f ®0)(a) = f(a) + 0+ f(a) - 0= f(a),

also ist f 0= f.
e Es gibt ein neutrales Element 1 € B der Operation ©.
Das neutrale Element ist die Abbildung 1: S — Z/27,a + 1, denn fiir
alle f € B und fiir alle a € S gilt:
(f©D(a) = fla)-1 = f(a),
alsoist fO1=f.
o Firalle f € Bgilt: fd—f =1.

Sei a € S, dann ist

(f®~f)(a)

fla) + (=f(a)) + f(a) - (=f(a))

= fla)+ fla) + 1+ f(a) - (f(a) + 1)

= 04+1+ f(a)+ f(a) = 1.
Jedes a € S wird also durch f @ —f auf 1 € Z/2Z abgebildet, daher ist
fe-f=1€B.

o Fiir alle f € B gilt: f ©—~f =0.
Sei a € S, dann ist

(f ©=f)la) = fla)- (f(a) +1) = f(a) + f(a) = 0.

Jedes a € S wird also durch f ® —f auf 0 € Z/2Z abgebildet, daher ist
fo-f=0¢€B.



e Firalle f,ghe Bgilt: fO(g®h)=(f®g)® (fOh).

Sei a € S, dann ist

(folgoh)(a) =

= (o)

(fog)a) @ (fOh)(a) =

= Jla):

f®(g(a) + ha) + g(a) - h(a))
g(a) + f(a) - h(a) +
(f(a)-g(a)) @ (f(a) - h(a))

g9(a) + f(a) - h(a) + f(a) - g(a) - h(a),

f(a) - g(a) - h(a),

womit die Gleichheit der Ausdriicke gezeigt ist.
e Fiiralle f,g,h e Bgilt: fd(gOh)=(fDg)O(fDh).

Sei a € S, dann ist

(felgoh)l) = f

(fogo(faeh)la = (fla)+gla)+ fla)-g(a))
+

= fla)+g(a)-

(c) Sei S = {ay,..

.,a,}. Die Atome von A sind die Abbildungen f; : S —

Z]2Z,a; — 0;;, also die Abbildung, die a; den Wert 1 zuweist und allen an-
deren Elementen den Wert 0. Denn sei f € B, dannist f = f;, @ ... ® f;,,

wobei gerade die 7; in der Summe auftauchen, fiir die f(a;,) = 1 gilt.

Also ist A eine Boolesche Algebra mit n Atomen. Nach einem Satz aus der

Vorlesung kann man eine solche Boolesche Algebra mit der Potenzmengenal-
gebra P auf der Menge {1,...,n} identifizieren, es gilt daher M = {1,... ,n}.
Sei nun f € B mit Ay := {a; € S|f(a;) = 1} und sei ¢ : A — P der Isomor-
phismus. Dann ist ¢(f) = {i|a; € As}. Sei umgekehrt A € Pot(M). Dann ist

0 Y(A) = fymit fa(a;))=1<1ic A



Aufgabe 3

(a)

Eine Restklasse @ hat genau dann ein multiplikatives Inverses in Z/m Z, wenn
a und m Teilerfremd sind. Dieses iiberpriift man mit dem Erweiterten Eukli-
dischen Algorithmus, da man auch, wenn vorhanden, gleich das multiplikative

Inverse angeben kann:

o 1=ggT(91,57) = (=5)-91+8-57, also ist 52 das multiplikative Inverse

von 91.
o 4 = gg'T(124,456), daher hat 124 kein multiplikatives Inverses in Z /456 Z.
o 1 =ggT(79,87) = (—11) - 79 + 10 - 87, somit ist 76 das multiplikative

Inverse von 87.
Gesucht waren a,b € Z mit
a-1244+b-456 = 12.

Da ggT(124,456) = 4 und 4|12, existieren Losungen. Berechnet man via dem
Erweiterten Euklidischen Algorithmus eine Darstellung, so folgt

12=3-4=3((=11) - 124 + 4 - 456) = (—33) - 124 4 12 - 456.

Da0=5 "in Z/117Z, ist das System von Kongruenzen aus der Aufgaben-

stellung dquivalent zum folgenden System:

r = 1 mod®6

r = 10 mod 11.

Mit Hilfe der Darstellung des groften gemeinsamen Teilers von 6 und 11 folgt,
dass x =1-(—1)-114+10-2-6 = 109 eine Losung ist.

Aufgabe 4

(a)

Ein Graph G = K, ,, heift vollstdndig bipartit, wenn er aus zwei Mengen mit
m bzw. n Knoten bestehen, wobei jeder Knoten in der ersten Menge zu jedem
Knoten in der zweiten Menge verbunden ist, wihrend alle Knoten innerhalb

der gleichen Menge untereinander nicht verbunden sind.



(b)

Ein Graph ist Eulersch, wenn er zusammenhéngend ist und der Kantengrad
jeder Kante gerade ist. Also ist K,,, genau dann Eulersch, wenn m und n

positiv und gerade sind.

Ist n > 1, so folgt aus dem Satz von Ore, dass K, ,, hamiltonsch ist. Wir zeigen
nun, wenn m # n ist, dass dann K, ,, = (V;, UV, E) nicht hamiltonsch ist,

wobei V,, NV, = 0 und |V,,,| = m sowie |V,,| = n gelte.
Sei ohne Einschriankung m < n.

Da ein Hamilton-Kreis durch jeden Knoten genau einmal hindurchléuft, kon-
nen wir einen beliebigen Startpunkt wahlen. Wéhle v,,; € V,,,. Da V,, NV, =
(), muss als nichster Knoten ein Knoten aus V,, getroffen werden, sagen wir
Up,1 € V,. Der ndchste Knoten muss dann wieder aus V,,, kommen und so

weiter. Nach 2m-Schritten haben wir einen Pfad der Form

(Um,la Un,la Um,Qa Un,27 ceey Um,ma vn,m)

mit v,,; € V,, und v,,; € V;, fiir alle 1 <7 < m.

Da n > m, gibt es noch Knoten in V;, \ {v,1, ..., Unm }, welche vom Pfad noch
nicht getroffen wurden. Allerdings sind schon alle Knoten aus V,, getroffen
worden. Da keiner der Knoten jeweils in V,, und V,,, miteinander verbunden
sind, gibt es keinen Knoten mehr, der mit v,, ,, verbunden ist und noch nicht

im Pfad enthalten ist. Somit kann es keinen Hamilton-Kreis geben.

Es gilt x(Kinn) = 2, da es zwei disjunkte Knotenmengen gibt, in der jeweils
keine der Knoten miteinander verbunden sind, aber jeder Knoten in der ersten
Menge zu jedem Knoten in der zweiten Menge verbunden ist. Somit farbt man
die Knoten in der einen Knotenmenge mit der ersten Farbe und die Knoten
in der zweiten Knotenmenge mit der zweiten Farbe. Da jeder Knoten der
einen Menge mit jedem der anderen Menge verbunden ist, ist x(K,,) = 2

auch minimal.

Aufgabe 5 Es gilt: #(Z/11Z)* = 10, d.h. Untergruppen von (Z/11Z)* haben

die Ordnung 2 oder 5. Um zu testen, ob eine ganze Zahl g eine Primitivwurzel

modulo 11 ist, reicht es also aus, die Potenzen ¢*> und ¢° zu berechnen. Sind

diese ungleich 1 mod 11, dann erzeugt g die ganze multiplikative Gruppe. Wir
beginnen mit der 2. Es ist 22 =4 =4 mod 11Z und
2° =32 =10 mod 11Z. Also ist 2 eine Primitivwurzel modulo 11.



