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1. Gegeben sei die Funktion: f(t) = t , 0 ≤ t < 1 . Setzen Sie f sowohl
gerade als auch ungerade 2-periodisch fort, und geben Sie jeweils die Fou-
rierreihe an. Integrale für die Koeffizienten genügen.
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2. Die Funktion f : R → C auf R absolut integrierbar, stetig und stückweise
glatt. Man bezeichnet:

a(ω) =
1

2 π

∞∫

−∞

f(t) cos(ω t) dt , b(ω) =
1

2 π

∞∫

−∞

f(t) sin(ω t) dt ,

als Cosinus- bzw. Sinus-Spektrum von f . Zeigen Sie mit dem Fourierinte-
graltheorem:

f(t) = 2

∞∫

0

(a(ω) cos(ω t) + b(ω) sin(ω t)) dω .
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3. Gegeben seien die Reihenentwicklungen:

ez =
∞∑

n=0

zn

n!
, sin(z) =

∞∑
n=0

(−1)n z2 n+1

(2 n + 1)!
, z ∈ C .

(a) Geben Sie die z-Transformierte der Folge fn = 1
n!

, n ∈ N0, an.
(b) Geben Sie das Urbild der Funktion sin(1

z
) unter der z-Transformation

an.
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Lösungen

1.) Durch gerade Fortsetzung von f entsteht eine gerade Funktion fg mit der Pe-
riode 2, die in eine Cosinusreihe entwickelt wird:

fg(t) =
a0

2
+

∞∑
j=1

aj cos (j π t) ,

mit aj = 2

1∫

0

t cos(j π t) dt . Auswerten der Integrale ergibt:

fg(t) =
1

2
− 4

π2
cos(π t)− 4

9 π2
cos(3 π t)

− 4

25 π2
cos(5 π t)− 4

49 π2
cos(7 π t) · · · .

Durch ungerade Fortsetzung von f entsteht eine ungerade Funktion fu mit der
Periode 2, die in eine Sinusreihe entwickelt wird:

fu(t) =
∞∑

j=1

bj sin (j π t) ,

mit

bj = 2

1∫

0

t sin(j π t) dt .

Auswerten der Integrale ergibt:

fu(t) =
2

π
sin(π t)− 1

π
sin(2 π t)

+
2

3 π
sin(3 π t)− 2

5 π
sin(4 π t)

+
2

5 π
sin(5 π t)− 1

6 π
sin(6 π t) · · · .

2.) Wir haben folgende Rekonstruktion:

f(t) =
1

2 π

∞∫

−∞




∞∫

−∞

f(ξ) e−i ω ξ dξ


 ei ω t dω .
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Umformen ergibt:

f(t) =
1

2 π

∞∫

−∞




∞∫

−∞

f(ξ) (cos(ω ξ)− sin(ω ξ) i) dξ


 (cos(ω t) + sin(ω t) i) dω .

Wir zerlegen den Integranden wie folgt:

f(t) =

∞∫

−∞


 1

2 π

∞∫

−∞

f(ξ) cos(ω ξ) dξ


 cos(ω t) dω

+

∞∫

−∞


 1

2 π

∞∫

−∞

f(ξ) sin(ω ξ) dξ


 sin(ω t) dω

+




∞∫

−∞


 1

2 π

∞∫

−∞

f(ξ) cos(ω ξ) dξ


 sin(ω t) dω


 i

−



∞∫

−∞


 1

2 π

∞∫

−∞

f(ξ) sin(ω ξ) dξ


 cos(ω t) dω


 i .

Da die Funktion a(ω) gerade ist und die Funktion b(ω) ungerade, verschwindet
der dritte und der vierte Summand:

A(ω) =
1

2 π

∞∫

−∞

f(ξ) cos(ω ξ) dξ , B(ω) =
1

2 π

∞∫

−∞

f(ξ) sin(ω ξ) dξ .

3.a)

e
1
z =

∞∑
n=0

1

n!
z−n , |z| > 0 .

3.b)

sin(
1

z
) =

∞∑
n=0

(−1)n 1

(2 n + 1)!
z−2 n−1 , |z| > 0 .

Die Urbildfolge lautet:

fn = 0 , n = 0, 2, 4, ... fn = (−1)n 1

(2 n + 1)!
, n = 1, 3, 5, ... .
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