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Bitte lassen Sie geniigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 11 Punkte erreicht wer-
den.

1) 2) 3) 4)

Punkte: Note:




1. Man schreibe das trigonometrische Polynom

pa(t) = % + Z(U/j cos(jwt) +b; sin(jwt))
j=1

in der Form ;
pn(t) = Z Cj et
j=—n
(4P)
2. Man berechne die Fourierreihe ¢, ; ¢/“"* der Funktion:
j=—o00

rit)=t*, —-a<t<m.

Mit dem Ansatz y(t) = Y ¢, ;¢’“"* gebe man eine Losung der folgen-

j=—o0

den Differentialgleichung an:

yll _ 5 y — T(t)
(6P)
3. Man berechne die Fouriertransformierte der Funktionen:
(@)
f) =e".
(b) -
f)y=1, fur [t]< ) und 0 sonst.

(6P)
4. Gegeben sei die Funktion
f@)=t,t>0, f(t)=0,t<0.
Man betrachte die zugeordnete regulare Distribution 7 und berechne ihre

erste und zweite Ableitung.
(6P)



Losungen

1) Es qilt:
jwti —jwti
cos(jwt) = ¢ +26 )
ejwti o efjwti
sin(jwt) = —i

2
Einsetzen ergibt:

ejwti + e—jwti

n
Qo

ejwtz efjwti

—i—Za] 5

ejwtz
- P2
e]wtz
+ Z a_j+ib_j) ——
j=—1
Setzt man nun
Qo
Ch = Ea
a; —1b _
C] = ! 9 ]7 .7:]-7 , 1,
a_;+1b_;
¢ = %a _1a y — N,

so ergibt sich:

+Z a; cos(jwt) +b; sin(jwt)) zzcej“’tZ

Jj=1 j=—n
2.) Dar(t),t € [—m,n] eine gerade Funktion darstellt, wird » mit 7" = 27 und
2m L . . .
W= = 1 in eine Cosinus-Reihe entwickelt:

o
a :
r(t) = %0 + Zar,j cos(jt),
j=1

3



wobei

™

2
arj = — /t2 cos(jt)dt.

0
Die Koeffzienten konnen sofort berechnet werden:

72,

(th cos(jt) — 2 sin(jt) + j2 2 sin(jt)
3

™

N0 Wl

0
9

= (-1

und wir bekommen

Jj=1
bzw. -
r(t) = Z c el
j=—00
mit
1
C,«yo = 57'('2
iz
Crj = (_]-) ]-_Qa ]#O

(Die Fouriereihe konvergiert gleichmaRig auf [—, ).

18 Die Funktion r(¢) = ¢? und die
Teilsummen ihrer Fourierreihe fur
n = 2 und n = 4 gezeichnet im

5 Intervall [—27, 27]

-6 -4 -2 2 4 6

Wir machen nun den folgenden Ansatz fiir eine Losung

o
yt) = Y et

j=—o0
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Formal erhélt man nach dem Differentiatitionssatz:
o
y"(t) - _ Z j2cy,j elwti
j=—00
und damit durch Einsetzen in die Differenzialgleichung:
o0 1 o o
_ Z —5%¢y edwti _ 5 Z Cyi edwti — Z Crj edwti
J=—00 J=—00 J=—00
Aus dieser Bedingung ergeben sich zundchst formal folgende KoefEzienten:

Crjg  _ Cr,j

Cyi = —— == . -
YsJ j2+% 2]2+1

Man kann sich nun leicht davon uberzeugen, dass alle Reihen von der Fourier-
reihe von r majorisiert werden und somit absolut konvergieren. Wir bekommen
schlieBlich die Cosinus-Reihe

2, =

V1) = =57 = Y (=1P Sy eos(i)

i=1 J

Eine Teilsumme der Fourierreihe von
- y(t) (links) und =(¢) mit einer
s Teilsumme der Fourierreihe von
0 y"(t) — %y(t) (rechts) gezeichnet im
’ Intervall [—27, 27]. Bei den
T T+ = Teilsummen wird jeweils n = 2
gewdhit.

Die Differentialgleichung kann mit der Ansatzmethode oder durch Variation der
Konstanten geldst werden:

1 1
y(t) = v sinh (5 \/it) + 72 cosh (5 \/§t> +2¢2 -8

mit beliebigen Konstanten ~;,v,. Die Methode der Fourierreihen greift aus der
allgemeinen Losung nun diejenige heraus, welche die periodischen Randbedin-
gungen



erfullt.
3.a) Wir berechnen de£nitionsgeman:

o

Flo) = & /f(t)ew”dt

(o]

. 1 .
= — /f(t)e“’”dt—i——/f(t)e‘*’”dt
2m

—00 0
0
) 1
t _—wti
= — dt + —
2m /ee +27T
—00
1 1 t—wti|0
i
1

e temwtt gt

\8

o
| =

1 e—t—wti oo
T —-1—wi 0

V]

1 1 1
2nl—we? 271+ w:e
1 1
T l4+w?’

3.b) Wir berechnen de£nitionsgemal:

Flo) = & /f(t)e‘””dt

2w




4.) Die f zugeordnete reguldre Distribution wirkt auf Testfunktionen ¢ vermoge:

/f

/w()

Nach De£nition der Ableitung von Distributuionen ergibt sich nun:

T} (o)

T.(9).

Hierbei bezeichnet « die Heavisidesche Sprungfunktion.
Genauso berechnen wir (mit tliin o(t) = 0):
—+o0

5 (¢)

T(8) = (&)
-[#0
—¢'(1)[6°

¢(0)
T5(9) -

Hierbei bezeichnet § die Diracsche Delta-Funktion.
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