KLAUSUR
Mathematik 1/11 fur Elektrotechniker
13.9.1999
(W. Strampp)

Name: \orname: Matr.—Nr.:

Bitte lassen Sie geniigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 14 Punkte erreicht wer-
den.

1) 2) 3) 4) 5)

Punkte: Note:




1. Man bestimme die Minimalstelle z; der Funktion:
flz)=ze", z€R,
und die Grenzwerte: lim f(z), lim f(z). Man skizziere f.
T—>00 Tr—r—00

Fir welche y € R besitzt die Gleichung f(z) = y Ldsungen? Wieviele
Ldsungen gibt es?

Man begriinde, dass im Intervall z < z,, bzw. z > z,, jeweils eine Um-
kehrfunktion £~ existiert und zeige, dass gilt:

—1y\/ _ 1
U@ = Gty e

(4P)

2.Sei0 < a <bundh : R — R eine beliebige stetige Funktion. Man
bestimme den Grenzwert
be
h
lim ﬂ

c—0t x
ac

dx .

Hinweis: Sind f und g stetig und g(z) > 0 fur alle z € [a, 5], dann gibt

es nach dem erweiterten Mittelwertsatz der Integralrechnung ein ¢ € («, 3)
B

B
mw/jumqu=ﬂ@/@uwm

a

@aP)”

3. Man bestimme die Grenzwerte:

. 1 1 . 1 1 . 1 1
lim | — — ,lim | —— — |, lim [ ——
z—0 \ er —1 z—00 \ T er — 1 T——00 \ I et —1

und skizziere die Funktion - — ——. Man berechne das Integral (b > 0):

er—1"

’ 1 1
/(E_em—l)dx'
0

(Hinweis: Bei dem unbestimmten Integral /

Substitution z = In(t)).
(6P)

dz benutze man die
et —1



4. Seien ag, a1, as beliebige reelle Zahlen. Unter welcher Bedingung ist die
folgende Matrix invertierbar:

Qo 0 0
A= a; Qg 0
G2 a1 Qo

Man berechne die Inverse, indem man A durch Zeilenoperationen (GauB-
scher Algorithmus) in die Einheitsmatrix tberfihrt.

Wie bekommt man die Inverse mit der Cramerschen Regel?

(4P)

5. Seien a, by, by beliebige reelle Zahlen. Welche Ldsungen besitzen folgende
Gleichungssysteme:
(@)
X1 — AQT2 = bl,
—5.1'1 — 3.1'2 = b2.
(b)
221 + 29 — 323 = bl,
4.T1 + 4332 — 63)3 = b2.
Man interpretiere die Ergebnisse geometrisch.
(4P)

6. Gegeben sei die Funktion

1+CE2
1—33)1’

f(z1,20) = 96175%-

Man berechne samtliche hoheren partiellen Ableitungen von f. Man ent-
wickle f auf zwei Wegen in eine Taylorreihe um (0, 0). Erstens, indem man
die partiellen Ableitungen in (0, 0) auswertet und zweitens, indem man die
geometrische Reihe benutzt.

Man integriere die Funktion f ber den Bereich (b > 0):

{(xl,xQ) € R?

1
g(l_exz) SMSO,OSmQSb}-

Man skizziere den Bereich.
(6P)



Losungen

1.) Wir bestimmen Minimalstellen:
flz)=€e"4+ze*=(1+1x)e".

flz)=0 <= z=-1
ffz)=€e"+(1+z)e"=2+1z)€".
f"(-1)=e'>0.

Es gibt also genau eine Minimalstelle z,,, = —1 mit f(z) = —%. Eigenschaften
der Exponentialfunktion ergeben:

lim ze® = 0
T—r00

Iim ze* =0
r——00

Firz < —1qilt f'(xz) < 0 (f ist streng monoton fallend); fir z > —1 gilt f'(z) >
0 (f ist streng monoton wachsend). Wegen der Monotonie ist die Umkehrung
maoglich von:

fi(=00,—-1) — (—é,O)

fi(-10) o (—l,oo)

(&

Die Gleichung f(z) = y ist nicht l6sbar fiir y < —2.

besitzt keine Losung , firy < —1,
f(z) = besitzt die Losung —1 , firy = —+,
= besitzt zwei Losungen ,  flr — % <y<0,
besitzt eine Losung , flr0 <y.
Es gilt:
@) =2
und somit:



Ersetzt man z durch f~'(z) # —1, so folgt:

—1y/ . 1
Y@ = g e

0.3
0.2
0.1
Die Funktion
4 3 ) 1 1
o f(z) =x€"
L2
0.3
-0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05
Die
Umkehrfunktion
der Funktion

1
f(a:):xez,—oo<a:<—g

0.5 Die
Umkehrfunktion
0.5 1 5 2 2.5 der Funktion

f(a:):a:ew,—g<$<oo

-1

. 1. . . .
2.) Da die Funktion g(z) = - in [ac, be] groBer als Null ist, gilt mit £ € (ac, be):

(M) da—niey [Lar=nierm (2).

ac



Fir c — 0% strebt £ ebenfalls gegen 0 und aus Stetigkeitsgriinden folgt:

i [ aa w2

ac

3.) Mit der Regel von I’Hospital gilt:

) 1 1 . ef—1—-x
lim | — — = lim ———
=0 \ I et —1 z—0 (ew — 1)

. e —1
= lim————
z0 re? + et —1
1

1m
z—=0x + 2

1
5"

. 1 1
lim { — — =0.
x—00 \ T et —1

) 1 1 . e’ —1
lim | — — = lim ——
z——co \x e* —1 z——cor et 4+ e? — 1
= 1.

Genauso bhekommt man:

Aber:

Die beiden letzten Grenzwerte kann man auch direkt bekommen:

lim (l— ! ) = liml—lim !

T—00 \ T et — 1 T—00 I z—o0 e — 1
- 0-0=0,
. 1 1 . 1 . 1
lim (- — = lim — — lim
z——00 \ T et —1 T——00 I z——oc0 ¥ — 1

Damit die Funktion grob skizziert werden kann, machen wir uns klar, dass sie
streng monoton fallend ist. Fir z < 0 bzw. fur x > 0 gilt:

d (1 1 I S
dr \z e*—1 - 2 (eiv—l)2

z?e® — (e —1)°

22 (er —1)°




Die rechte Seite ist symmetrisch in =z und wir kdnnen uns auf = > 0 beschrénken.
Durch Reihenentwicklung zeigen wir, dass die Funktion im Zahler stets echt ne-
gativ ist:

22e® — (" —1)° = x2e$—62”+26$—1
> 2" g = 2z
- ;(n 2)! % n! ; n! -1
- 1 n—2
- ;(n—Q n! )xn
_ in 1)—2"+2 o
n=4 n!

Mit vollstandiger Induktion zeigt man:
2">nn-1)+2, n>4.

Hierbei kann man sich auf 2" > n? fir n > 5 stiitzen. Damit besitzt die in R
absolut konvergente Taylorentwicklung der Z&hlerfunktion um z, = 0 lauter ne-
gative Entwicklungskoef£zienten. Die Ableitungsfunktion ist dann aus Symme-
triegriinden fir alle = # 0 negativ.

Die Ableitung der
Funktion

1 1

x>0

r e*—1"

Die Funktion
1 1

r e*r-—1

-10 -5 5 10



Die Substitution x = In(¢) (z > 0,¢ > 1) ergibt:

[ s = (/t——lfdt)t_x
- (J(Z-9) ).

= (In(t—1) —In(t) +¢)),_ s
= In(e"—1)—z+c.

Also fiir z > 0:

/(%_(;_1) dr = In(z)—In(e® —1)+z+c

T
= ln( )+x+c.
et —1

Erneut gilt mit der Regel von I’Hospital:

) o1
lim =lim—=1
z—0e% — 1 z—0 T
und damit
. x
lim In ( ) =0.
z—0 et —1
SchlieRlich:

b
1 1 b
0

Man kann natirlich auch mit e > 0 bestimmt integrieren:

eb

e -

€ e€
eb

= In(b) — In(e) — (In(t — 1) — In(?))|%

b €
= —1 )
ln<eb_1)+b n(66_1)+e

Der Grenziibergang e — 0 liefert dann dasselbe Resultat wie oben.

8



4.) Da A eine untere Diagonalmatrix A ist, gilt:
det(A) = aj .

Fir agp # 0 ist A also invertierbar. Wir tberfiihren die Matrix durch Zeilenopera-
tionen in die Einheitsmatrix und gehen nach folgendem Schema vor:

A E
a 0 O 1 00
ay Qg 010
o2 a1 Qg 0 01
1 0 0 -~ 00
0 Lz’l
ay Qo 0 010 a0
a2 A1 Qo 0 01
1 0 0 = 00 . .
o — QA1 %
0 ag 0 —u1 g 2o
a 23 — a2 %1
0 a; Qg ﬁ 0 1
1 0 0 = 00
1
0 1 0 -2 % 0 1z
0 a; Qg Z—i 01 ao
10 0 = 00
01 0 -4 -0
0 0 a —2+8 -0 1| B-ad
Q
100 % 0 0
1
010 —Z—% w 0
00 1 _@2 4 % _a 1 1z
a2 ' o} ag a0 ao “3
Die Inverse lautet.
L 0 0
0 1
A= -3 L 0
_ap 9 a1
a% 0.8 a% aQ



Wir kdnnen auch die Cramersche Regel benutzen:

ay 0 10 0 0 0
a1 Qo a; Qo ag O
Ail i . al 0 Qo 0 Qo 0
ad as ap as a a; 0
0
ar Qo | @o 0 ag 0
Gz Qi Gz ap a; Qg
5.a) Wir l8sen das System mit dem Gaul3schen Algorithmus:
(l) T — ATy = bl,
(”) —5331 — 33’)2 = bz.
Erster Schritt:
(l,l) xrT — a o = bl,
(1) 0 — (Ba+3)xy = d5bi+by. (I)+5(1)
Zweiter Schritt: 5 5
A) : —= B) : = ——.
A: a#t—2, B): a=—
(A):
(|,2) r1T — QT2 = b1,
(12 0 + =z, = =3tk (12
Das System ist eindeutig l6sbar:
5by + by 301 +abs
Ty = — o Y1 = Ty -
S5a+3 5a+3

Es liegen zwei sich schneidende Geraden in der Ebene vor.
(B): Das System lautet:

(|,2) X1 +

5 bla

)

12y 0 +
(B1): 5by + by = 0. Das System besteht nur aus einer Gleichung:

0 5b1 + by

1 —aTo :b1

10



und besitzt folgende Ldsungen:
.’L'Q:)\, .’171:a/\+b1,

mit beliebigem .
Es liegen zwei zusammenfallende (identische) Geraden in der Ebene vor.
(B2): 5 by + by # 0. Das System besitzt keine Losung.
Es liegen zwei parallele, nicht zusammenfallende Geraden in der Ebene vor.
5.b)

() 2z + 222 — 323 = by,

(“) 4:61 + 4.%‘2 — 6.’1?3 = bQ .

Wir gehen nach dem GauRschen Algorithmus vor.
(l,l) I —+ i) — %.Tg = %1, %(l)

(“,1) 4$1 + 4$2 — 6%3 = bg.

al

(12) o1 + z2 — 515 = 5
2 0 + 0 + 0 = —2b,+by, (1) —4(1)

Falls b, = ba besteht das System nur aus einer einzigen Gleichung. Wir bekom-
men dann folgende Losungen mit beliebigem A,, A3 € R:

b 3
T3 = A3, To= Ay, 331:51—)\2+§/\3-

Es liegen zwei parallele, zusammenfallende Ebenen im Raum vor.

b i L .
Falls b, # 52 endet der GauRsche Algorithmus mit einem Widerspruch. Das Sy-

stem besitzt keine Lsung.

Es liegen zwei parallele, nicht zusammenfallende Ebenen im Raum vor.
6.)

1+ i)

f(xlaxQ) = 1 —3.’1'1

11



Wir berechnen folgende partiellen Ableitungen:

1+-$2
T ) 3_________’
f 1(~T1 x2) (1 _ 33:1)2
1
oy (1, 22) 1-32,’
1+-$2
1T s 2'32_________’
f 1 1(‘T1 332) (1 _31-1)3
1
T1T2 ) 3 )
f (‘Tl x2) (1 _ 3$1)2
1%‘$2
T121T 5 6'33_________’
f 171 1(561 3:2) (1 —3.’1;'1)4
1
2
fl‘lz‘l.’rz(xb-/EQ) 2-3 (1 _ 31_1)3 3
14—$2
v+1
Jr1 .. 20 (21, 22) (v+1)!-3 (1— 3a;)v+2”
y 1
f$1...$112($17x2) vl-3 (1—3$1)V+1

v

Alle anderen partiellen Ableitungen verschwinden. Die partiellen Ableitungen
lassen sich nun leicht im Nullpunkt auswerten, und wir bekommen die (forma-

le) Taylorreihe:

T(f,x1,79,0,0) =1+ 23”1 oyt + 23”33’1’:52.
v=0 v=0

Mit der geometrischen Reihe ergibt sich:

1 > 1
= 3” v < —
1 _ 3x1 VZ:O ‘/’Cl ? |x1| 3

und damit erhdlt man fur: |z;| < % Ty € R:
o
flan, o) = (1+2) Y 3"af.
v=0

12



Fur x; = < ist der Integrand nicht erklart. Die Funktion

1
3

h(zs) = = (1 — ™)

W | =

ist monoton fallend. Es gilt

lim A(xzy) =—oco und A(0)=0.

To2—>00

Im Integrationsbereich gilt dann stets z; < 0 < % Man kann den Integrationsbe-
reich auch so beschreiben:

1
g(l—eb) <z <0, In(1-3xz) <zy<b.
1.5
Der Integrationsbereich
1
1 5(1—6$2)S$1§070S$2Sb
0\5
-25-2-1.5-1-0.5 0.5

13



Wir berechnen durch iterierte Integration:

b
1
= g /(1 —1—.1'2) ln(l —3$1)|I1 =0 (1—ev2) d$2
0

b
= = /(1 +$2).’L’2d$2
0
T2=b
( x2=0
+

75, 0
2 3
b3
9

@|°{\‘3 W =

Wir bemerken noch, dass man die Reihenfolge der Integration auch vertauschen
konnte. Man kommt mit etwas groRerem Aufwand zum gleichen Ergebnis wie

oben:
0

1
/ / + T2 dﬂfzd.’]]l
1— S.Tl

%1 eb In(1-3z1)

0
_ / b+%  In(l—3z)+ LOJu) .
1—-3x, 1—31, !
5(1-e)
2 h 1 In(1 — 3z1)
N o _ n —oX
- (b+2) / [ —3g2, / 1 "32, @
5(1-¢) 5(1-¢t)
1 (111(1 — 3%1))2
2 / 1_32, &
5(1-¢)

14



Auswerten der Integrale ergibt schliesslich:

0 b 1
+ Zo
— = dxsd
/ / 1—3z, 2%
L(1=eb) In(1=3 1)

0

1 b? 1 0
= — = (b+ —> In(1—3z) + = (In(1 = 31;))?
A s O H(1-e1)
1 0
+ 13 (In(1 — 31y))* 1
E(l—eb)
Tpplp L Ly

3°'6 6 18
» b
st g

Die Funktion
14+ o

_1 —3.’E1_
im Bereich
OQS.’El S4, —4S.’E2S4
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