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Zum Bestehen der Klausur sollten 20 Punkte erreicht wer-
den.
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Punkte: Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.

Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. Bestimmen Sie die Losungen 1, 2o, x5 des folgenden Gleichungssystems
in Abhéngigkeit von den Parametern a, b € R mit dem GauB3-Algorithmus:

r1+x3 = 0,
T2 t+axry = 0,
ar; +2xy+2x3 = b.

(4P)
2. (a) Welche komplexen Zahlen z = x + y 1, x,y € R 16sen die Gleichung:
|z — 1| = R(z — 34)7
(b) Welche komplexen Zahlen 16sen die Gleichung
2> =2-2i?

Skizzieren Sie die Losungsmenge jeweils in der Gau3-Ebene.
(c) Zerlegen Sie das Polynom p(z) = z* — 2 in Linearfaktoren.
(6P)

3. Gegeben sei die Matrix:
~( cos(¢) sin(¢)
Alo) = (— sin(¢) Cos(gb)) '

(a) Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion:
(A(#))" = A(n¢),n € N.

(Additionstheoreme: sin(a + 3) = sin(«) cos(3) + cos(a) sin(/3), cos(a +
B3) = cos(a) cos(3) — sin(«) sin(f).
(b) Geben Sie die Elemente der Menge {(A(5))" |n € N} an.

(8P)

Bitte wenden!



4. Die Funktion g : R — R sei differenzierbar, und es sei ¢(0)

=0,4'(0) = 1.
(a) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f(z) = g(x) ¢“®)* und ge-
ben Sie den Wert f(0) an.

0
(b) Berechnen Sie die ersten beiden Ableitungen der Funktion h(z) = / e dt

(9())?
und geben Sie den Wert 2”(0) an.

(6P)

1
. (a) Gegeben sei die Funktion f(z) = — +22%, > 0. Bestimmen Sie
x
die Extremstelle von f, und geben Sie die folgenden Grenzwerte an: lim+ f(z),
z—0

lim f(x). Skizzieren Sie die Funktion.
2

(b) Berechnen Sie folgenden Grenzwert: lim —— .
2—0 1 — cos(z)

(c) Wie lautet das Taylorpolynom 7;(g, x, 0) vom Grad 4 um den Entwick-
lungspunkt xy = 0 der Funktion

g(l‘) - 1,3 ?
0 2v+1
Hinweis: Benutzen Sie die Sinus-Reihe: sin(z) = E (—1)” 2o
v !
v=0

(8P)

. (a) Berechnen Sie das unbestimmte Integral:
/sin(\/ l+az)dr.

Hinweis: Substitution von ¢t = /1 + x,z > —1, dann partielle Integration.
(b) Berechnen Sie das Taylorpolynom T3 ( f, x,0) vom Grad 2 um den Ent-
wicklungspunkt 2y = 0 der Funktion

f#) = e >,

\/1+m’

und weisen Sie fiir 0 < x folgende Abschidtzung nach:

|f(z) = Ta(f,z,0)] < 2?;; 3.

(8P)



Losungen

1) GauB3-Algorithmus:

10 1 0
0 1 a 0
0 2 2—a b
10 1 0
01 a 0] .
0 0 2—3a b

Wir unterscheiden drei Fille:

2 2 2
1. =-,b#0 2. =-,b=0 3. =.
) a=3.b40 2) =3, ) a#s
1.) Es gibt keine Losung.
2
2.) Losungen lauten: x3 = A, (X beliebig), xo = —3 A, T = —A.
b ab b
. E i i L . == = — = — .
3.) Es gibt genau eine Losung: x3 2_3a,x2 2—3@’961 534

2 a) Wir setzen z = x + y 1, x,y € R, und bekommen:

z—1]=+(r—1)2+9y%, R(z-3i) ==z,

also
(x—=12+y>=2, x>0,
bzw.
(x— 1)+ =2°.
Umformen ergibt:
2
v 1
rT="=+-.

2 2

Die Losungen liegen auf einer Parabel in der Gaul3-Ebene.
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~ Die Parabel x = % +%

2 b) Wir schreiben in Polardarstellung:

2 92i=+/8e %,

RS Die Zahl 2 — 2

Die Losungen der Gleichung lauten:

o= \/V8e B it i _ Vgt B 190345,
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p(z) = =2 = (2= V2) (2 +V2) = (2= V2) (= V2) (= V2i) (++ V2i) .

3a) Wir beweisen die Behauptung durch vollstindige Induktion. Fiir n = 1 gilt:

() smoN'_ (o) snt-o)y

Wir nehmen an, die Behauptung sei fiir ein n > 1 richtig und zeigen fiir n + 1:

(e )™
(0)

(o ) (o oot
ECZTH ) izzm (oo o
_ ) co
(5

cos(n ¢) co — Sln(n ¢) sin(¢) sin

—sin(n ¢) cos(¢) — cos(n @) sin(¢p) cos(n @) cos(¢) — sin(n @) sin(¢o)

cos((n+ 1) Sln((n +1)¢)
—sin (n+ ) cos((n+1)9)



4a) Mit der Kettenregel folgt:

f@) = ¢() v +2(g(x))* ¢ () o
= (I)(1+2( (z))

2)6(9(w)) ’
fo) = 1.
4b) Mit der Kettenregel und dem Hauptsatz folgt:
W(w) = —2g(x)g/(x)e @)
W(z) = =2((¢'(2))* + g(z )g”(x))e‘(g(W
+8(g(x))* (¢'(x))? e~ 0",
R"(0) = —2.

5a) Wir bestimmen die Extremalstelle:

f(z) = —%—I—le, f"(z) = %—1—4.

Die Bedingung f’(z,,) = 0 fiihrt auf die Stelle:

Es gilt f"(z,,) = 12 > 0. Also liegt eine Minimalstelle vor. Wir bekommen
folgende Grenzwerte:

lim f(x) =00, lim f(z)= 0.

z—07F T—00

sz
4&) Skizze der ) Funkti-
> _ L 2
x on flz) = . + 227,
x > 0.



Sb) Mit der Regel von de 1’Hospital gilt:

. z? _ 2x ) 2
lim —=lim—— =lim——~ =2
z—0 1 —cos(x) =—0sin(x) 2—0 cos(z)

5c) Wir gehen aus von der Sinus-Reihe:

' o0 gl P B
Also beginnt die Entwicklung von g(z) = Sm(f# wie folgt:
I
S TR
und wir bekommen: . ) .
x x
Tu(g,2,0) = =gy + o7 — =

6a) Wir bekommen mitt = /1 + z und = = > — 1:

/sin(\/l—i-—x) de = /sin(t)Qtdt

t=+v/1+4+x

= 2/tsin(t)dt
t=yTTz

= 2 —t cos cos(t) d
(-t cost) + [ costtyar) L
= (=2t cos(t) + 2 sin(t) + )|, 177

= —2V1+xzcos(V1+z)+2sin(v1l+z)+c.

6b) Wir berechnen die Ableitungen:

@) = (1+a)t,
fe) = =5+ E

fa) =
@) = —5-5 (4



Damit ergibt sich:

1 3
TQ(f,ZE,O) :1—§$+—222‘I
und
3.5 .

mit einer Zwischenstelle 0 < &, < x. Wegen 0 < &, folgt:

3.5 .,
2.3 "

|f(l’) - T2<f’x70)’ S



