KLAUSUR
Mathematik II (E-Techniker/Mechatroniker/W-Ingenieure)
13.9.2006
(W. Strampp)

Name: Vorname: Matr.—Nr./Studiengang: | Versuch—
Nr.:

Fir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
Klausur sollten 27 Punkte erreicht werden.

1) 2) 3) 4) 5) 6)

Punkte: Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an!
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Bliitter!

Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. Eine lineare Abbildung f : R?® — R? wird festgelegt durch folgende Vorga-
ben:

f(1,0,0)=(2,-1), f(0,1,0)=(-=2,1), f(0,0,1)=(0,0).

(a) Wie lautet die Matrix von f beziiglich der kanonischen Basen des R3
und R??

(b) Geben Sie eine Basis des Kerns (Nullraums) von f.

(c) Wie lautet die Matrix von f beziiglich der Basis b; = (1,0,0), by =
(1,2,0), bs = (3,2,1) im R? und der kanonischen Basis im R2? (Angabe
der Matrix in Produktform gentigt).

2. Gegeben sei die Matrix

1
A= b , a,byceR.
1

—_ = Q
o =

(a) Berechnen Sie die Determinante von A durch Entwickeln nach der zwei-
ten Zeile.
(b) Kann man a, b, ¢ so wahlen, dass die Zeilenvektoren

21:(0’7171)7 52:(171771)7 23:(17176)7

paarweise senkrecht stehen: 2 - 25 = 0,27 - 23 =0,2, - 23 =07
(c) Wie groB} ist der Rang von A im Fall ¢ = 1?

3. Wie lautet das charakteristische Polynom der Matrix

A= (\% ?)?

Berechnen Sie die Potenzen A", (n € N).

Bitte wenden!



4. (a) Entwickeln Sie die Funktion

B 1
 1-3z

/()
in eine Potenzreihe um zy = 0 und geben Sie den Konvergenzradius an.

(b) Geben Sie das Taylorpolynom vom Grad 3 der Funktion

1
(1-32)(1-3y)

F(x,y) =

um (zo, yo) = (0,0) an. Hinweis: (a) benutzen.

. Gegeben sei die Funktion

.TQ y2
f(%y)——z—g-

(a) Beschreiben Sie die Hohenlinien von f (Skizze).

(b) Geben Sie die Richtungsableitung von f in Richtung des Einheitsvek-
tors € = (ey, e5) im Punkt (2, 3) an.

(c) In welche Richtung ¢ muss man im Punkt (2, 3) ableiten, damit die Rich-
tungsableitung maximal wird. In welche Richtung € muss man im Punkt
(2, 3) ableiten, damit die Richtungsableitung null wird.

. Berechnen Sie das Integral

1 [ —(z-1)2+1

[ ]| =av]ar

0 2

Vertauschen Sie die Integrationsreihenfolge bei dem gegebenen Integral.
(Die Integration muss nicht mehr ausgefiihrt werden).



Losungen

1) (a) Die Matrix von f lautet:
(b) Das System

besitzt die Losung:
()‘27)‘27)\3); )\2,)\3 eR.

Wir geben folgende Basis:
(1,1,0), (0,0,1).

(c) Die Matrix beziiglich der neuen Basis im R? lautet:
113 113

M(f)y=M(f) [0 2 2 :<_21 —12 8) 02 2 :<_21 —12 _21>
0 01 0 01

2) (a) Es gilt:

det

(1) det G i) + b det (;l i) + (—1) det (CIL })

= —(e=1)+blac—1)—(a—1)=2—a—-b—c+abc.

1
b
1

— — Q
STy
Il

(b) Die Bedingungen 2 - 2, = 0, 21 - 25 = 0, 25 - Z3 = 0, nehmen folgende Gestalt
an:
a+b+1=0, a+14¢c=0, 14+b+c=0,
bzw.
a+b=-1, a+c=-1, b+c=-1.

Dieses System ist eindeutig losbar:



(c) Die Matrix

111
1 b6 1), bceR,
1 1°e¢
wird ranggleich umgeformt:
1 1 1
0 b—1 0
0 0 c¢—1

Der Rang betrdgt 3 fiir b # 1und ¢ # 1. (Vgl. det(A) = 1 —b—c+bec =

(b—1)(c—1) #0).
Der Rang betragt 2 fiir b # 1 und ¢ = 1 oder b = 1 und ¢ # 1.
Der Rang betragt 1 fir b = 1 und ¢ = 1.

3) Die Matrix A besitzt das charakteristische Polynom:

2—-\ V2
V2 1=\

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt:

det(A—AE)zdet( >:(2—)\)(1—)\)—2:)\2—3)\.

A2 -3A=0,

bzw.
A?=3A.

Wir bekommen also:

Al =A, A =34, A*=3A%=3%A, A*'=32A4A=34, ...  A"=3"'1A4.



4) (a) Mit der geometrischen Reihe bekommen wir:

o0

fa) =S80, ol < %

v=0

(b) Wir multiplizieren die geometrischen Reihen:

Flz,y)=f() fly) =) > 33 a"y" = <Z3“3”“x“y”“> ,

v=0 p=0 v=0 \u=0

bzw.
00 v . 1 1
P =30 (o) e ded
v=0 n=0

Hieraus entnehmen wir das Taylorpolynom vom Grad 3:
1+304+3y+92°+92y+9y* +272° + 2722y +27Ta > +274°.

Alternative: partielle Ableitungen bis zur Ordnung 3 berechnen, an der Stelle
(0, 0) auswerten und Taylorpolynom aufstellen.
5) (a) Die Hohenlinien werden gegeben durch die Ellipsen

[L'2
4
mit den Halbachsen 2 /¢, 3 /c. Auf den Ellipsen gilt: f(z,y) = —c.

2
Y

+==c,c>0,
9

(b) Wir berechnen den Gradienten:

gradf(a:,y) = <_ga _%) )

grad £(2,3) = <_1,_§> - (1%) |

bzw.



Die Richtungsableitung von f im Punkt (2, 3) in Richtung des Einheitsvektors
€ = (e1, e2) lautet:

0 2 2
8_1];(273) - gT’CLdf(2,3) (z;) = —€1 — 362 = — (61 -+ §€2> .

(c) Damit die Richtungsableitung maximal wird, muss man in folgende Richtung
ableiten:

L gradf(2,3) _ (-1,-3) 3 <_1 _2>
T lgradf(2,3)]] T ¥m  yizs \ ' 3)°

(Richtung des Gradienten). Damit die Richtungsableitung null wird, muss man in
folgende Richtungen ableiten:

s (2
e=+t—— | —-, )
13 3
(Richtungen senkrecht zum Gradienten).
6) Ausfiihren der Integration ergibt:

1 —(z—1)2+1
/ / g;dy dr = (l’ y) zz;z(x—lp—l—l de
0 2

(z(=(z =1 +1) —z2a®) da

(2332 —2333) dr = é

Il
O\H O\H O\H

In der anderen Reihenfolge lautet das Integral:

VY

1
/ / xdr | dy.
0

—V1i-y+1
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